Mathrace Sada l

odevzdavejte do 17.00

. Je ddna kvadraticka funkce f(z) = ax?® + bx + ¢, kde a, b, c € R. Vite, Ze pro x = 1 nabyvd extrému
(minima nebo maxima), jeden jeji kofen je 5 a bod [2,42] lezi na grafu funkce f. Zjistéte soucin abc.

Reseni 1 —658.56

. Kouma héazi tfemi ¢tyrsténnymi kostkami. Z kazdého hodu si vybere dvé nejvétsi cisla a secte je.
Jakd je prumérnad hodnota Koumova souctu?

Reseni 2 5.9375
. Nouma nasel &islo a takové, ze (a + %)2 = 3. Kolik je a® + a%?
Reseni 3 0

a
. Pro kolik trojic celych cisel a, b, c z intervalu [~2014,2014] plati + =

(&

Q |ele
-~

Reseni 4 48674352

Za podminky b # 0 a ¢ # 0 piepiseme rovnost do tvaru ac? = a. Déle pokud a = 0, b i ¢ mohou byt
libovolna nenulova é&fsla, tedy mame (2-2014)2 trojic. Pokud a # 0 musf byt ¢ = +1, ale a i b mohou
byt libovolné nenulové. Ziskame tedy dalsich 2(2 - 2014)?, dohromady 3(2 - 2014)? = 48674352.

. Je ddno zy = 2014, x,, = _"— pro piirozend n > 2. Spocitejte soucin xq - wz -« - - T10-

n—1
Reseni 5 3840

. 'V prvnim kroku rozdélime vodorovnou tsecku délky 3'* v poméru 1 : 2. V kazdém dalsim kroku
rozdélime vSechny nové vzniklé tsecky v poméru 1 : 2. Jakd bude délka 2015. dilku zleva po 14
krocich? Délenim tsecky v poméru 1 : 2 rozumime jeji rozdéleni na dva kousky, z nichz ten pravy je
dvakrat delsi nez ten levy.

Reseni 6 512

Pozorovanim pro malé pocty kroku si v§imneme, ze délky dilku vykazuji urcitou pravidelnost. Jde
vlastné o bindrni strom, kde v levé vétvi je vzdy nédsobeni 1/3 a v pravé vétvi ndsobeni 2/3. Pro
urceni délky 2015. dilku nam tedy sta¢i urcit, jak vypada ¢islo 2014 zapsané v binarni soustaveé

pomoci 14 cifer. (2014);9 = (00001111101111), to znamena, ze vysledek je 314 - 3% : g—z = 512.

, o y . . . , , 2014 2014 etz
. Urcete soucet vSech riznych hodnot, kterych muze nabyvat vyraz 327" > 257, (—1) i, pokud
T1,T3...,To014 jSOU prirozend Cisla.

Reseni 7 1363558560

Vidime, ze zéalezi pouze na poctu lichych ¢isel mezi xq, ..., x2014, sefadime si je tedy tak, abychom
méli nejprve vSechny liché (feknéme k), poté vsechny sudé. Uvazime tabulku 2014 x 2014, kde v
i-tém Fadku, j-tém sloupci bude hodnota (—1)%*T%i. Ziejmé pujde o tabulku typu

a soucet je tedy k% — 2k(2014 — k) + (2014 — k?) = (2k — 2014)2, piitemz riiznych hodnot nabyva
pro 0 < k <1007, celkem tedy jde o ¢tyfnasobek souctu vsech druhych mocnin ¢éisel 0 az 1007, coz
je 1363558560.



8.

10.

11.

12.

Kazdym miizovym bodem roviny (tedy bodem, jehoz obé soufadnice jsou celo¢iselné) kromé bodu
[0,0] vedme kolmici ke spojnici s bodem [0, 0]. Kolmice rozdéli rovinu na oblasti ohrani¢ené ¢dstmi
téchto kolmic. Potom do kazdé oblasti vepiSeme jedno ¢islo nasledujicim zpusobem. NapiSme do
oblasti obsahujici bod [0,0] ¢islo 1. Dale do kazdé oblasti sousedici stranou s oblasti s ¢islem 1
napiSeme c¢islo 2, do oblasti sousedicich s ¢islem 2 napiSeme ¢islo 3 atd. Urcete celkovy obsah vsech
oblasti s ¢islem 6.

Reseni 8 4

Nakreslime si situaci pro prvnich nékolik oblast{ kolem po¢atku (nejlépe na pocitac¢i nebo na étvereckovany

papir. VSimneme si, ze druhd oblast lze beze zbytku preskladat do prvni a to stejné plati i pro treti.
Odhadneme tedy, ze vysledek bude stejny i pro oblast s ¢isly 6. Oblast s ¢islem 1 mé obsah 4. Tyto
oblasti se nazyvaji Brillouinovy zény a maji hluboké vyuziti ve fyzice krystalovych struktur.

. Jaké je nejvétsi k takové, ze 2014 lze zapsat jako soucet k po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel?

Reseni 9 53

Pro ktera pfirozend ¢isla n, 1 < n < 2014 maji cisla "5, HL_H ukonceny desetinny rozvoj? Zadejte
soucin vSech takovych n.

Reseni 10 27

Ukonceny desetinny rozvoj maji pravé ty zlomky v zdkladnim tvaru, jejichz jmenovatel je délitel
deseti. Oba zlomky v zaddni jsou ziejmé v zdkladnim tvaru. Navic zfejmé nikdy nemohou oba jejich
jmenovatele byt ndsobky péti. Zrejmé nejspolehlivejsi cesta dale je pfes vysSetieni mocnin 2 mensich
nez 2014 a zkoumanim, zda ¢isla o dva mensi nebo o dva vétsi jsou sou¢inem mocniny dvou a mocniny
péti. (krom pifpadu (2,4) to znamend, ze musi kon¢it nulou). Najdeme jen dvé takové dvojice (2,4)
a (8,10) odpovidajici hodnotdm n = 3 a n = 9. Vysledek je tedy 27.

Necht M je piirozené ¢islo, které vznikne zapsdnim piirozeného éisla m v desitkové soustave dvakrat
za sebe, M = mm. Hodnota k = % je prirozené c¢islo. Jaké nejmensi hodnoty muze nabyvat ¢islo
k?

Reseni 11 7
Cislo M 1ze zapsat také jako (10" + 1)m, kde n je pocet cifer ¢isla m. Plati tedy k = (10™ 4+ 1)/m
a tedy také m = (10" + 1)/k. Pro m = 1 dostaneme k = 11, dél pro m > 1 je k < 10 nebot m je

n-ciferné ¢islo. Snadno vylou¢ime pro k hodnoty 1,2,3,5 a jejich ndsobky. Zbyva hodnota 7, kterou
ziskame napiiklad volbou m = 143.

Kolika zpusoby se lze po ¢ardach na obrazku dostat z bodu A do bodu B, jestlize kazdou ¢arou
projdeme nejvyse jednou, ale kazdy vrchol muzeme navstivit vicekrat?

—_—



13.

14.

Reseni 12 48
Pro kolik permutaci (q1,...,q11) ¢isel 1,...,11 nabyva soucet

lo = 1]+ lg2 = 2]+ + g1 — 11]
maximalni hodnoty?

Reseni 13 158400

Prozkoumame, co se stane se souctem |k — |+ |l — (n+1—1)|, jestlize prohodime k a . Posloupnosti
jednoduchych tivah a rozborem moznosti zjistime, ze tento soucet bude stejny, praveé kdyz & i [ budou

obé vétsi nebo obé mensi nez "T'H Muzeme tedy libovolné prohazovat ¢isla 1,...,6 mezi sebou a
podobné ¢isla 7, ..., 11 nebo muzeme prohazovat ¢isla 1,...,5 a ¢isla 6,...,11. To ndm davé 2-5!-6!

moznosti, ale zapocitali jsme dvakrat ty permutace, které nechavaji ¢islo 6 na misté. Téch je 5!- 5!,
takze celkem pouze 11 -5!- 5! = 158400.

Necht ABCD je étverec o strané délky 1 a uvniti néj je kruznice k o poloméru 1—10 dotykajici se dvou
jeho stran. Bud KLMN étverec s vrcholy na stranich étverce ABCD, ktery se dotyks kruznice k
pravé v jednom bodé. Jaky je maximalni obsah ¢tverce K LM N?

Reseni 14 0.64

Postup je zfejmy z obrazku. Pro polomér kruznice vepsané pravotihlému trojuhelniku plati r
%b*c, kde a,b jsou odvésny a c prepona. Oznacime-li jednu z odvésen a, druhd bude b =1—a a

piepona ¢ = v/2a2 — 2a + 1. Pak obsah vyjadifme jako ¢ = (2r —a —b)?2 = (1/5 —a —1+a)? =
16/25 = 0.64.

15. Urcete pocet vsech deseticifernych pfirozenych ¢&isel s cifernym souctem 9.

Reseni 15 24310

Cislo 9 rozdelujeme do desiatich cifier, pricom prvé cifra musi byt nenulové. Toto moézeme jednoducho

riesit pomocou kombinécii s opakovanim. Vysledok je (9_}3'71(1)_1) = 24310.
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Kolik z prvnich 2000 pfirozenych &isel lze zapsat ve tvaru |2x] + |4z ] + |6z + |8z], kde x € R?
(|lz] zna¢i nejvyssi celé ¢islo, nepresahujici 4).

Reseni 16 1200

Cecilie m4a 2014 sourozencu a pravé dostala dort, ktery lze neomezené délit. V rodiné plati pravidlo,
ze kdykoli jeden ze sourozencu dostane néco k snédku, sni jednu 2015-tinu a zbytek rovnym dilem
rozdéli mezi ostatni sourozence. Ti si poéinaji stejné a pochoutka se déli az do nekonecna. Jakou
¢ast dortu sni celkem Cecilie? Vysledek zadejte jako zlomek v zékladnim tvaru (napf. ,3/11%, bez
uvozovek)

Reseni 17 1/1008

Oznaéme A podiel torty, ktory dostane Cecilia a B podiel, ktory dostane ktorykolvek d'alsi sirodenec
(zrejme tieto budi rovnaké). Predpokladajme, ze Cecilia dd kazdému sirodencovi mnozstvo X torty
a spocitajme hodnotu B.

Kazdy sturodenec si nechd ﬁX a zvysok rozda.

Kazdy sirodenec teda dostane naspif celkom %X .

Cecilia dostane %X, toto rozdeli na 2015-tiny a podel{ sa s ostanymi.

Tym padom kazdy Ceciliin sirodenec prave dostal %X + 220011542 X a proces sa opakuje. Mame teda:

B_x L +(2013+2014) 1 (2013+2014)2 1 e
2015 ' \2015 ' 20152/7 2015 ' \2015 ' 20152 2015
1 = /2013 2014 \* 2015
= X501 k; (2015 * 20152> ~ 2016
Za X dosadime Wlw a dostdvame B = ﬁ. 7 rovnice
A+2014B =1
dostdvame A = .

Jsou déna pfirozend ¢isla a < b < ¢ < d pro kterd plati, ze a, b, ¢ jsou po sobé jdouci prvky aritmetické
posloupnosti a ¢isla b, ¢, d jsou po sobé jdouci prvky geometrické posloupnosti. Za pfedpokladu, ze
d — a = 30 urcete soucet a + b+ ¢+ d.

Reseni 18 129

Diferenci aritmetické posloupnosti ozna¢me A. Pakb=a+ A, c=a+2A ad=c-(¢/b) = (a;%)z.

Déle plati a + 30 = d, coz po dosazeni a vyjadieni a dava a = %. Thned vidime, ze aby a bylo

kladné celé ¢islo, musi byt A délitelné tiemi a navic 7 < A < 10, coz davé jedinou moznost A = 9,
kterd davd a = 18,0 =27,¢=36,d =48 atedy a + b+ c+d = 129.

Funkee f: N — N se nazyvéd prapodivné multiplikationi, pokud plati f(2a + b) = f(a) - f(b) pro
viechna a, b € N. Kolik existuje prapodivné multiplikativnich funkei takovych, ze f(2014) je druhou
mocninou piirozeného ¢isla? (Nula neni pfirozené ¢islo.)

Reseni 19 1

M je podmnoZina mnoziny ptirozenych ¢éisel takovd, Ze pro viechna a,b € M plati [a?b—b%a| < 2014.
Kolik nejvyse prvka muze M mit?
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Reseni 20 20

Kolika zpusoby lze vydlazdit obdélnik 3 x 10 dominovymi kostkami 1 x 27
Reseni 21 571

Uréete pocet usporédanych dvojic celych ¢isel (z,y), kterd spliuji S5 = 20142014,
Reseni 22 130804232777

Upravime rovnici do tvaru (20142014 — 7)(2014201 — y) = 24028 . 194028 . 534028 Kazdému déliteli
(uvazujeme i zdporné délitele) ¢isla vpravo lze jednoznaéné prifadit dvojice celych éisel (z,y), kterd
je Fesenim. Naopak kazdé feseni ma zFejmé tuto vlastnost. Navic musime vylouéit dvojici (0, 0), kvili
pifpadnému déleni nulou. Resen{ je tedy o jedna méné nez déliteli &sla v pravo, tedy 2-4029% —1 =
130804232777.

Uvazujme mnozinu Ay409 = {%| n=1,...,1429}. Mnozinu Ay, ziskame z mnoziny Ay tak, ze jeji
dva najmens{ prvky a, b nahradime prvkem a + b + ab. Uréete prvek mnoziny A;.

Reseni 23 1429

Vsimnime si, Ze plati a + b+ ab = (a + 1)(b+ 1) — 1. Jednoduchou tivahou je mozné nahliadnut,
ze prvok mnoziny A; mé teda tvar Hiflg (% + 1) —1= ,164:219 (%) — 1 = 1429. Rozmyslite si aj
stvislost s ilohou 36.

Kolika zpusoby lze zapsat 2014 jako soucet péti pfirozenych ¢isel (s ohledem na pofadi s¢itanci)?

Reseni 24 682132336215

Pouzitim ptihradkového principu zjistime, ze moznosti je (20144_5+4) = 682132336215.

Kolik podmnozin mnoziny {1,2,...,10} neobsahuje dvé po sobé jdouci ¢isla?
Resen{ 25 144

Pocet takovych podmnozin mnoziny {1,...,n} ozna¢me jako a,. Pak zfejmé a,, = an—1 + an_2
(¢leny odpovidaji podmnozindm neobsahujicicim n a obsahujicim n), coz je predpis pro Fibonnaciho
posloupnost. Navic a; = 2 a ag = 3 (nesmime zapomenout na prézdnou mnozinu), tedy a0 = 144.

Jaky je maximalni obsah stinu, ktery muze vrhat kvadr o rozmérech 44 x 117 x 240 na vodorovnou
podlozku, jestlize je osvétlovén sluncem kolmo k podlozce? (Neceloéiselné vysledky zaokrouhlete na
celé ¢islo.)

Reseni 26 30438

Vsimneme si, Ze obsah stinu je vzdy dvojnasobek obsahu stinu trojihelniku tvoreného sténovymi
thloptickami. Promitneme-li kolmo na néj, ziskdme, ze maximélni obsah stinu je dvojnasobek obsahu
trojuhelniku o stranach 125, 244 a 267, tedy celkem asi 30438.

Dva kruhy jsou umistény uvnitt ¢tverce o strané 1 tak, aby se nepfekryvaly (mohou se dotykat).
Jaky je maximdlni soucet jejich polomeéru (zaokrouhlen na pét desetinnych mist)?

Reseni 27 0.58579

Uzitim Pythagorovy véty zjistime, Ze soucet je konstantni a roven 2 — v/2 = 0.58579.



28.

29.

30.

Koumova kalkulacka mé devitimistny displej a tlacitka usporddand do miizky 789/456,/123 (bohuzel
nemd tlacitko 0). Kouma vyrabi deviticifernd pfirozend ¢isla tak, ze kazdé dvé po sobé jdouct cifry
piislusi dvéma ruznym sousednim tla¢itkim (pfes hranu, nikoliv pfes vrchol) na kalkulacce. Kolik
ruznych ¢isel muze Kouma vyrobit?

Reseni 28 34816

Nazvéme cifry 1,3,7,9 modré, cifry 2,4,6,8 zelené a cifru 5 hnédou. Déle necht pocet n-cifernych éisel
vzniklych Koumovym mackénim a koné¢ici modrou cifrou je m,,, zelenou cifrou z, a hnédou cifrou
hy. Snadno odhalime, ze m,, = 2z,_1, 2, = 2My_1 + hn_1 a hy, = z,_1 s pocdteénimi podminkami
my =4, z1 =4, hy = 1. Zaddme mg + z9 + hg = 34816.

Kouma chce obarvit vrcholy svého dvacetisténu tfemi barvami. Obarveni jednoho vrcholu zlatou
barvou vyjde na 3 koruny, modrou barvou to stoji 2 koruny a hnédou pouze 1 korunu. Kouma by
rad za barvu utratil co moznd nejméné, ale potfebuje, aby libovolna rovina prochéazejici alespon
¢tyfmi vrcholy dvacetisténu obsahovala dva vrcholy lisici se svou barvou. Kolik ho to bude nejméné
stat?

Reseni 29 17

Pilny fesitel BRKOSu ziskd za kazdou ze Sesti sérii osm nahodnych ale ruznych hracich karet
Kabrndku. Kolik karet bude pilnému fesiteli primérné chybét na konci Sesté série, jestlize existuje
celkem 48 raznych hracich karet? Vysledek zaokrouhlete na cela ¢isla.

Reseni 30 16

Nechf ma4 Fesitel m karet. BUNO prvnich m. Prumérnych osm doglych karet je rovnomérné rozdéleno
mezi 48 existujicich. To znamend, ze fesitel bude mit po pfichodu osmi karet primérné m + 8 —
8m /48 = 5m /648 karet. Po Sesté sadé tedy (5/6(5/6(5/6(5/6(5/6(5/6-048)+8)+8)+8)+8)+8 = 32
karet.
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Na tabuli je napsano trojciferné cislo. Postupné k nému zprava pripisujeme dalsi ¢islice. Kdyz
pripiSeme prvni tak je soucet cifer ¢isla na tabuli 17, kdyz pripiSeme dalsi, tak je soucin cifer na
tabuli 1200. Kdyz pfipiseme tfeti, tak je soucet 24. Vysledné Sesticiferné ¢islo je palindrom. O jaké
Sesticiferné ¢islo jde?

Reseni 31 345543

K, je stited AM,,_1, L, je stted BK,,, M, je stted CL, pron > 1 a My = T. K jaké hodnoté se
blizi obsah trojihelniku K, L,, M, pro n rostouci nade vsechny meze?

Reseni 32 3

Vsimneme si, ze trojuhelnik K, L, M, se velmi rychle pfiblizi trojuhelniku, ktery vznikne, jestlize
spojime vrcholy A, B,C se tfetinami protéjsich stran. Ten m& obsah 7, jak lze snadno poznat
napifklad vyzkouSenim pro trojihelnik o vrcholech A = [0,0], B = [14,1],C = [0, 3], kde vyjde
Ko =[2,1], Lo = [8,1], Moo = [4,2].

Mgjme funkei f(z) = H% Pfitom méme znaceni
f(@) = [ (f(2))
——

Tedy napt. f2(x) = f(f(z)). Spocitejte, temu se rovna
¢ = f(35)- f*(35) - f2(35) -~ f1(35)

a vysledek zadejte jako zlomek v zékladnim tvaru (napi. ,13/28“, bez uvozovek).
Reseni 33 1/2014

Druzice mé tvar krychle o strané 300. V kazdém z osmi vrcholu druzice bydli jeden astronaut. Jeden
z nich, Matulin, chce postupné navstivit vSech 7 svych kolegu, kazdého préavé jednou, pficemz s
nivratem domu nepocitd. Pfitom mezi dvéma vrcholy smi jit pouze nejkratsi cestou po povrchu
(je-li téchto cest vice, smi si svobodné vybrat). Svou trasu nechce nikdy protnout. (tj. zddnym
bodem neprojde vice nez jednou). Urcete, jakou nejdelsi vzdélenost muze Matulin ujit. Vysledek
zaokrouhlete na jednotky.

Reseni 34 3956

Bubla ma ¢tytstén o strané 1000. OpiSse a mu kouli K a vepise mu kouli k. Kouli K opiSe krychli
a této krychli opise kouli L. Kouli k vepiSe osmistén a jemu vepiSe kouli [. Urcete soucet poloméru
vSech kouli [, k, K, L a zaokrouhlete jej na celé ¢islo.

Reseni 35 1995

Snadno odvodime pomér velikosti poloméru kruznice opsané a vepsané studovanym tfem Platonskym
télesum (napiiklad uzitim Pythagorovy véty) a vyjde ndm pii znaceni ze zadani, ze
L K k
—=V3,—=37=V3
K Tk "

Navic K = % - 1000. Piimocarym vypoctem dojdeme k zavéru: a + b + ¢ + d = 1000 - M =
1995, 0...



36. Pro kazdou neprazdnou podmnozinu mnoziny {1,2,...,2014} uvazme soucin prevricenych hodnot
jejich prvki a véech 2291 — 1 vysledkl seéteme. Vysledek je?

Reseni 36 2014

Vyjadifme soucet S, pro mnozinu {1,...,n} pomoci S,,_1 jako S,, = S,,—1 + Sp—1/n + 1/n a pak
uz snadno uvidime, ze S, = n, tedy vysledek je 2014.

37. Uvazujme opét druzici tvaru krychle. Dva astronauti se nachazi v protilehlych vrcholech krychle
a v kazdém kroku se presunou po hrané na nahodny sousedni vrchol, nesmi vSak oba projit v
jednom kroku toutéz hranou. Jaké je pravdépodobnost, ze po 4 krocich se oba vréati tam, kde zacali?
(Odpovéd zadejte s piesnosti na pét desetinnych mist.)

Reseni 37 0.07708

Krychli ozna¢me standardné ABCDEFGH, pricemz astronauti za¢inaji v bodech A a G. Dale
obarvime A,C, F, H ¢erné, ostatni bile a vidime, ze v kazdém kroku maji oba astronauti opa¢né
barvy. Dvojice ¢erny vrchol - bily vrchol ndm tedy jednoznacné identifikuje stav. Rozdélme si
stavy do péti mnozin K = {AG},L = {AB,AD,AE},M = {CB,CD,FB,FE,HE,HD},N =
{CG,FG,HG},0 = {CE, FD, HB}. Vsechny stavy v kazdé z téchto mnozin jsou, co se pravdépodobnosti
tyce, ekvivalentni pro popis problému vuéi stavu AG, staci ndm tedy najit pravdépodobnosti ptechodu
mezi jednotlivymi mnozinami (jednoduchym vyctem vSech moznosti pro jeden stav z kazdé mnoziny).
Déle si bud pravdépodobnosti zakreslime do orientovaného grafu o péti vrcholech a projdeme
vSechny moznosti, jak se po ¢tyfech krocich dostat ze stavu K opét do stavu K, nebo si napiSeme
pravdépodobnosti do matice, kterou poté sta¢i umocnit na ¢tvrtou a z prvku na prvni pozici vidime,
ze pravdépodobnost je asi 0.07708.

38. Piirozené &islo n nazveme fakt nanicovaté, jestlize existuje piirozené ¢islo m takové, ze m! konéi
pravé n nulami. Kolik ¢isel mensich nez 2014 je fakt nanicovatych?

Reseni 38 1613

39. Nouma nasel trojihelnik ABC, |[AB| = 6 s patou vysky proti vrcholu C oznacenou jako Cy. Oznacil
si polomér kruznice vepsané ABC' jako r, polomér kruznice vepsané ACyC' jako t a polomér kruznice
vepsané ABCy jako s. Zjistil, ze r = 1 a r +t 4+ s = |CCp|. Jaka je velikost thlu ACB? Vysledek
zadejte ve stupnich zaokrouhlen na cela ¢isla.

Reseni 39 90

V zaddni je mnoho redundantnich informaci. Vyjdeme z toho, ze r + t + s = |CCy|. Nésledujici
obrazek ddva predstavu o tom, jak by se dokézalo, ze poté uz musi byt thel ACB pravy.



40.

41.
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43.
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Libénka md cifry 1 az 9 (kazdou jednou) a vytvoif z nich dvé &fsla a,b, a < b s nejvétsim moznym
souc¢inem. Pak je napiSe za sebe a vznikne ji ¢islo ¢ = ab, které obsahuje kazdou nenulovou cifru
pravé jednou. Kolik je ¢?

Reseni 40 964287531

Kdykoliv mame dvé ¢isla a chceme nakonec nékterého pripsat cifru, vétsi sou¢in dostaneme, piipiSeme-
li ji k mensimu z nich. Vysledek tedy sestrojime posloupnosti idedlnich kroku a ziskdme ¢isla 9642
a 87531.

Pro kolik piirozenych ¢isel n < 2014 je |logy(n)| liché ptirozené ¢islo?

Reseni 41 682

Napiste ¢emu se rovna T(27375,7)(52048 — 1), kde T4, ,....a,)(x) je Tomiv fetézec délitelnosti pro
01,0, € N. T, 0)(®) = Q1. GLa2...G2... 0y ... 0y, kde k; = max{k € N; af | z}.
—— —— ——

k1 ko En
an) () = 0. - znaci konkatenaci, neboli zfetézeni; zfetézeni 123 a 456 je

.....

123456.
Reseni 42 22222222222223

Henry m4 rostouci funkci f: N — N, kterd spliuje f(f(n)) = 3n. Urcete f(2014).



44.

45.

Reseni 43 3855

Snadno nahlédneme, 7ze f(3F) =2-3% a f(2-3F) = 3¥*1. (Dokdzeme napt. matematickou indukef.)
Dale jelikoz f ma byt rostouci a mezi 3¥ a 2-3* je 3* —1 hodnot a mezi f(3F) = 2.3% a f(2-3F) = 3k+1
je také 3% — 1 hodnot, musi v tomto rozmezi funkce riist pouze o jednicku. Tedy f(3F +4) = 2-3F +
pro 0 < i < 3%. Pak tedy f(2014) = f(2- 35 +556) = f(f(3% +556)) = 3 - (3 + 556) = 3855.

Kolik existuje trojuhelniku s celo¢iselnymi délkami stran, jejichz obsah je ¢iselné roven jejich obvodu?
(Trojthelniky o strandch a,b,c a ¢, b, a povazujeme za stejné.)

Reseni 44 5

Uzitim Heronova vzorce ziskdme po tpravé (—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c) =16(a + b+ ¢). Tii
¢leny na levé strané dévaji vSechny stejny zbytek po déleni dvéma, jsou tedy vSechny sudé. Je tedy
korektni polozit —a+b+c =2z,a —b+c = 2y,a+b—c = 2z a s vyuzitim trojihelnikové nerovnosti
Fesit xyz = 4(x 4+ y + 2) pro kladnd celd z,y, z (BfJNO z >y > x). Upravime do tvaru z = %,
a jelikoz 4 < xy < 12 zbyvé vysetfit nékolik mélo pifpadi, které ndm daji celkem pét feseni.

Najdéte nejmensi prirozené ¢islo n takové, ze tsecky délky 1,2, ..., n lze v tomto poradi sklddat za
sebe do prostoru tak, aby vytvorily uzavienou lomenou ¢aru takovou, ze kazda trojice sousednich
tsecek tvorici lomenou ¢aru, jsou po dvou navzajem kolmé tisecky.

Reseni 45 12

Ijseéky 1,4,7,10,... budou ve sméru x, 2,5,8,11,... vesméruy a 3,6,9, 10, ... ve sméru z. Hledame
nejmensi n pro které k mezi ¢isla z prvni skupiny, druhé i tfeti pujdou napsat plusy a minusy tak,

cvvs
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