Mathrace Sada 1

odevzdavejte do 17.00

1. Vyfeste rovnici o + 222 + 32% + 42* + ... = 1 pro |z| < 1. Zadejte soucet vSech feSeni zaokrouhleny
na pét desetinnych mist.

Reseni 1 0,38197
2. Jaky je obsah pravidelného 2013-thelnika s obvodem 20137 Zaokrouhlete na celd cisla.
Reseni 2 322461

3. Polynom P(z) je ¢tvrtého stupné a spliuje P(1) = 2P(2) = 3P(3) = 4P(4) = 5P(5) = 2013. Urcete
P(6).

Reseni 3 671

4. Konalo se matematické soustiedéni. Nebylo tam vice nez 500 tc¢astniku. Vsichni meéli rddi matema-

z poctu lidi, ktefi méli radi vSechno. Pocet tcastniku, ktefl méli radi fyziku, Sel vyjadrit jako druhd
mocnina pfirozeného ¢isla. Pocet Gcastniku majici radi informatiku el vyjadfit jako pfirozend moc-
nina dvou. Pocet lidi, ktefi méli radi pouze matematiku bylo 9. Do vysledku zadejte soucin poctu
lidi, ktefi méli radi fyziku, ale uz ne informatiku, a poctu lidi, ktefi méli radi informatiku, ale uz ne
fyziku.

Reseni 4 1045

5. Do tabulky 2013 x 2013 jsou po fadcich napsana é&fsla 1, 2, ..., 20132. Uréete pocet dvojic sousednich
¢tverecku takovych, Ze ¢isla v nich napsand jsou soudéln4.

Reseni 5 1635756

6. Tii nové operace ¢, ® a © si zavedeme timto zpusobem: o(a,b) = 0,5(cos(a+b))?, aeb = a(sin($ +
1))?, a ® b = 2a + b Vyfeste rovnici:

(;ﬂ <<> (;1))) O (z(zem) =4
Pokud ma4 rovnice vice feSeni, zapiste pouze to nejmensi.
Reseni 6 -2
7. Piirozen4 &isla a, b splituji a® — b8 = 3367. Uréete ab.
Reseni 7 12
8. Urcete pocet prirozenych ¢isel neptrevysujicich milion, kterd maji prave 25 délitelu.
Reseni 8 7
9. Na tabuli je napsano ¢islo 123456789. V jednom kroku muzeme smazat libovolnou ¢islici a nahradit
ji eéfslici o jedna mensi (éislici 1 na prvn{ pozici nelze smazat). V kolika nejméné krocich muzeme
ziskat ¢islo délitelné ¢islem 1017

Reseni 9 9



10. Hraje se poker (4 x 13 karet): Kolika zptisoby lze hraci rozdat pét karet, aby nemél v ruce vice nez

11.

tfi karty jedné barvy?

Reseni 10 Pocet vsech moznosti, jak rozdat 5 karet z pokerového balicku je (552). Pocet zpusobu, jak
vybrat 5 karet téZe barvy je 4 - (153) Pocet tech rozdani, kdy vybereme prdvé ctyri karty je 39 -4 - (143).
(Ctyrmi zpisoby vyberu barvu, kterd bude zastoupena étyrikrdt, pak vyberu 4 karty z 13 této barvy.
Zbylou kartu mohu vybrat 39-ti zpusoby.) Pocet zpusobi, jak vybrat od kazdé barvy nejvyse tii karty

tedy je:
52 13 13
—4- —39-4. = 2482272.
(5) o (5) o (7) or

Veselé ndmeésti ma tvar dvou Sestitdhelniku o strané 120, které jsou na sebe nalepeny jednou svou
stranou. V kazdém z deseti vrcholi nekonvexniho ndmésti bydli jeden ¢lovék. Matulin chce postupné
navstivit vSech 9 svych sousedu, kazdého préavé jednou, a vratit se zpét domu. Pfitom mezi dvéma
vrcholy tohoto desetitihelnika smi jit pouze piimo po tsecce. Navic se smi pohybovat pouze uv-
nitt desetithelniku, nesmi tedy na cesté k nékterému ze sousedu projit bezprostiedné kolem dveri
néjakého dalsiho souseda. Urcete, jakou vzdéalenost Matulin ujde, pokud chce ujit co nejdelsi trasu.
Vysledek zaokrouhlete na jednotky.

Reseni 11 Uvazme viechny mozné spojnice dvojice vrcholii ndmésti. Ziejmé jsou nejdelsi spojnice
IE a HD. Protoze Matulin nesmi na své primé cesté k jednomu sousedovi jit kolem dveri jiného
souseda, jsou spojnice délky |IF| zakdzdny.

Neni tézké si wvédomit, Ze druhd nejuyssi délka pripustné spojnice je |GC| = |JF| a treti nejuyssi
pripustnd délka je délka |AD|, tedy prumeér Sestithelnika. Na své cesté Matulin vidy projde deseti
spojnicemi. UkaZme nynd, Ze pouZitim pouze spojnic typi nejdelsi (|(HD|), druhé (|GC|) a priméru
(|AD|) nikdy neprejdeme namésti. Obarvéme si body tak, Ze C, F, G, J budou cervené, ostatni zelené:

Vsechny tri nejdelsi typy spojnic pritom zachovdvaji barvu. Pokud chce Matulin navstivit vsechny
body a vrdtit se domi, bude muset alesponi dvakrdt na své cesté zménit barvu. Pritom c¢turtd nej-
kratsi spojnice, totiz typ |AC| uz barvu ménd. Pokud se ndm podaii pouzit obé nejdelsi spojnice, obé
druhé nejdelsi, dvé spojnice typu |AC| a ctyry prameéry, tak jsme hotovi a jisté uZ prochdzka nejde
prodlouzit:



12.

Tedy nejdelsi moznd délka Matulinovy trajektorie je

2-|EI|+2-|FJ|+2-|BG|+4-|CF|.

Velikost primeéru CF je zrejmé |CF| = 240. Velikost «ihlu ABG je §. Tedy BTG‘ = 120 - cos §.
Dostdavame

3
IBG| = 240% — 12013,

Ddle z Pythagorovy véty v trojuhelniku FJC dostdvime

|FJ| = \/2402 + (120V/3)2 = 120V/7.

Nakonec z Pythagorovy véty v EHI plyne:

|ET| = \/1202 + (240v/3)2 = 120V13.
Tedy délka Matulinovy trajektorie je:

120(2- V13 4+2- V7 +2-V3 4+ 4-2) = 2876.

Méme hodiny bez vtefinové rucicky, pficemz nejsme schopni rozeznat minutovou ruc¢icku od hodi-
nové. Kolikrat za pul dne (od 0:00 do 11:59) nastane okamzik, kdy jednim pohledem (nebudeme
studovat, jak se hybou) nebudeme schopni uréit, kolik je hodin? (Pro ilustraci: 11:29 = 5:57 apod.)

Reseni 12 Nejprve si uwvédomme, e poloha hodinové rucicky jednoznaéné pritazuje polohu rucicky
minutové. To, zda jsou nase zvldstni hodiny necitelné pozndme tak, Ze ddvaji smysl obé interpretace,
tj. Ze kdyz stdvajici minutovku dy prekryjeme hodinovkou ks, bude se novd minutovka do, jejiz poloha
je generovdna polohou této nové hodinovky ko, prekrijvat s pivodni hodinovkou ki prislusnou pivodni
minutovee dy.

Uvazme dvoje hodiny s hodinovou a minutovou rucickou. Jedny jdou standardné, druhé jsou dvandctkrdt
rychleji a jejich mald rucicka ukazuje stdle stejnym smérem, jako wvelkd rucicka druhiych hodin.
Oznacéme kyi,dy, ko, ds poradé krdtkou rucicku standardnich hodin, krdtkou rucicku zrychlengch ho-
din, dlouhou rucicku standardnich hodin a dlouhou rucicku zrychlengch hodin. Plati, Ze dy se neustdle
prekrijuvd s ko.

Pokud se v néjakém case neprekryvaji k1 a da, znamend to (viz. proni odstavec), Ze interpretace
casu by byla jednoznacénd i v pripadé, Ze bychom nevidéli délku jednotlivych rucicek. Nato, abychom
nepoznali, kolik je hodin tedy nutné potrebujeme, aby se ki a ds prekryly (coZ nastane od 0.00 do
11.59 p-krdt). Ovsem to ale nestaci: Pokud se zdroven prekryji rucicky ki, ds i s rucickou dq(= k2),
bude interpretace ziejmé jednoznacnd, nebot se jednd o stav, kdy na nasich pronich (standardnich,
normdlné bézicich) hodindch ukazuji obé rucicky ki a dyi stejngm smérem. To v daném casovém
intervalu nastane zrejmé 11-krat.

Je tedy celkem p — 11 stavu, kdy se prekryje ki s dg, ale di = ko ukazug? jingm smérem. V kazdém
takovém stavu je interpretace casu nejednoznacnd, nebot miZeme zaméniovat di za ky a k1 za do a
oba, s ohledem na odecteni 11 ruzné, ¢asy budou ddvat smysl.



13.

14.

15.

Vzhledem k dokdzdni oboustranné inkluze existuje mezi poétem protnuti ki s da, kdy ko = di ukazuge
jinam a poctem vsech stavi, kdy jsou mozné obé interpretace éasu bijekce (skoro identita). TudiZ to,
zZe nebudeme schopni poznat presny c¢as z nasich hodin se stejnymi rucickami nastane celkem p — 11
krat.

Nyni uréeme p : Kolikrdt se v nasem pildni protne rucicka do, kterd béhd 122 = 144-krdt rychleji
neZ rucicka k1 s rucickou k1?7 Rozmyslete si prosim sami, Ze je to 144 — 1 krdt.

Celkem se tedy jednd o 144 — 1 — 11 = 132 stavi.
Vakosi obyvaji planetu tvaru pravidelného dvacetisténu o strané 1400. Chtéli by spojit severni a
jizni pdl co nejkratsi cestou, ale neumi délat tunely. Jaka je délka nejkratsi mozné cesty po povrchu

planety? Vysledek zaokrouhlete na jednotky.

Reseni 13 Rozlozenim pldsté dvacetisténu do roviny dostaneme:

L

Pricemz délka nejkratsi spojnice po povrchu z vrcholu A do protilehlého vrcholu L je rovna délce
usecky AL v tomto rozvinutém pldsti. Staci tedy urcit jeji délku, coz plyne ihned napr. z Pythagorovy
véty v trojuhelniku ALgL, kde Lo je pata kolmice z bodu L na primku AH :

|AL| = 1400 - 1/(2)2 + cos? & = 1400 - /7 = 3704.

Pétice tesitelu Adam, Bofivoj, Cyril, Dan a Evzen si rozdéluje tlohy oc¢islované od jedné do péti.
Kazdy dostane jednu z nich, ale Adam nechce prvni ani tfeti tdlohu, Bofivoj nechce druhou ani
¢tvrtou tlohu, Cyril nechce tieti ani patou ulohu, Dan si netroufd na prvni a ¢tvrtou tlohu a Evzen
si nevéii ani se druhou, ani s patou tlohou. Kolika zpusoby si mohou ulohy rozdélit, aby byli vsichni
stastni?

Reseni 14 13
Které ¢islo od 1 do 2013 véetné ma nejvice délitelu?

Reseni 15 1680



16.

17.

18.

19.

20.

Mathrace Sada 2

odevzdavejte do 18.00

Projdéte nasledujici pyramidu od horniho patra (ve kterém je pouze ¢islo 1) postupné az tplné dolu,
a to tak, aby soucet ¢isel, na kterd vkrocite, byl co nejvétsi. Zaroven z jednoho ¢isla muzete postoupit
pouze na jedno ze dvou ¢isel tésné pod nim. Tzn. v patie 2 3 muzete z ¢isla 2 pokracovat pouze na
¢islo 5 nebo 6, ale ne 9, stejné tak z ¢isla 3 pouze na ¢isla 6 nebo 9, ale ne 5. Jako vysledek zadejte
vysledny soucet.

1
23
569
3598
14563
236870
3987536
25692743
645236512
3455887321
48623654587
176698720143
6859723543647
26549870123543
254789632145354
5647896541235798
32568742301523546
254789627565321473
2136568793144234587
23547896541234567823

Reseni 16 142

Urcete soucet (4,2013) pro vsechna 1 < ¢ < 2013 soudélnd s 2013, kde (a,b) znaci nejvétsiho
spole¢ného délitele cisel a, b.

Reseni 17 11505

Vyfteste algebrogram MATHRACE = BRKOS - 2013, pficemz pismena reprezentuji cifry. kazdé
pismeno reprezentuje jinou cifru, s vyjimkou A, R, C a O, které zastupuji tu stejnou cifru. Jako
odpovéd zadejte &islo MATHRACKE.

Reseni 18 2075000/

Kolik je Feseni magického Sestitthelniku (pravidelného), s ne nutné ruznymi ¢isly od 1 do 13 ve
protilehlych vrcholu je konstantni.

Reseni 19 2197

Kolik je péticifernych ¢isel délitelnych 11 slozenych z pravé tii ruznych cifer?

Reseni 20 1461



21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Posloupnost a,, je pro prirozena n definovana takto: a1 = 1,a2 = 2,a3 = 3,ar = Ax—3 * Qk—2 * Gf—1
(mod 7) pro k > 4. Urcete asi61+4-

Reseni 21 6
Najdéte ¢t € R, pro které ma rovnice ||z + t| — 2| — 3 = ¢ préveé tii Feseni.
Reseni 22 -1

Priirozené ¢islo n je trojciferné a soucet jeho cifer je 11. Zapiseme-li ¢islice tohoto ¢isla v obraceném
poradi, tak dostaneme ¢islo, které je o 297 mensi nez ¢islo n. Pokud délime se zbytkem prostiedni
¢islici ¢isla n souctem jeho krajnich éislic, dostaneme podil 1 a zbytek taktéz 1. Zadejte ¢islo n.

Reseni 23 461

V mistnosti je devét kusu smeti rozmisténych do miizky 3 x 3. Roomba vysdva smeti pocinaje
kterymkoliv polickem mfizky s nésledujicim omezenim: Kdykoliv pfejede pres smeti, vysaje ho. Smi
se pohybovat v mfiizce pouze vodorovné ¢i svisle. Roomba nesmi zadné policko navstivit dvakrat.
Kolika zpusoby muze Roomba smet{ vysat?

Reseni 24 40

Na zahradce je vysazeno hlavkové zeli a to tak, ze v kazdém bodé o celo¢iselnych soufadnicich je
jedna hlavka. Matéj nékteré hlavky oplotil a to tak, ze celkem pouzil Sest sloupku, které umistil misto
nékterych Sesti hlavek zeli. Vytvoril tak Sestitthelnik s vrcholy v bodech o celo¢iselnych soufadnicich,
ktery obepinal dohromady osm hldvek zeli. Plot neprochéazi ptes zeli. Jaky je obsah oploceného tizemd,
jestlize vzdélenost mezi dvéma sousednimi hlavkami zeli je 17

Reseni 25 10

Urcete absolutni hodnotu jmenovatele ¢isla fa013(2013) upraveného v zdkladnim tvaru, pokud plat{

Fa(@) = fo(fu1(x)) pron >1a fo(z) = 2.

Reseni 26 2012

Na kolik nul konéi pocet nerostoucich posloupnosti délky 13 tvorenych prvky z mnoziny {1,2,...,2013}?

Reseni 27 2

Ur¢ite zbytek po déleni polynomu f(z%) polynomem f(z), pokud f(z) = 2° +2* + 23 + 22 + 2 + 1.
Zadejte soucin vsech nenulovych koeficientu.

Reseni 28 6

Najdéte funkci f(z) definovanou na R spliujicf (1 —)2f(1—x)+ f(x) = 2(1 —z) — (1 —z)*. Zadejte
jeji funkéni hodnotu v bodé 2013.

Reseni 29 —4052168

Alfons si napsal zlomky ve tvaru T{H pro prirozené k < 1000. Kolik takovych zlomkt ma ukonceny
desetinny rozvoj?

Reseni 30 5



Mathrace Sada 3

odevzdavejte do 19.00

31. Doplnte do kiizovky cisla 1 — 9, tak aby platilo:

32.

33.

Ve sméru —

A-Fibonacciho ¢islo

C-Ctvrtd mocnina piirozeného é&isla

E-Cislo délitelné ¢fslem 11

G-10010015 v 10 soustavé pozpatku

I-Cislo s klesajicimi velikostmi &fslic (o jedna od zacatku)
K-Cislo délitelné ¢islem 8

N-Prvocislo

O-Cislo jehoz cifry jsou rizné prvoécisla

Ve sméru |

A-Nejvétsi trojciferny soucet prvnich po sobé jdoucich prvocisel
B-Prvocislo, jehoz poradi je soucin jeho cifer

D-Cislo s roustouct velikost{ ¢islic (o jedna od zacatku)

F-Cislo délitelné &islem 9

H-Cislo s priimérem cifer 7

I -Prvocislo s cifernym souctem 19

J-8. prvocislo

L-Cislo délitelné 5

M-Fibonacciho ¢islo

A B C D
E F

G H I

J K L M
N O

Jako feseni zadejte ¢isla na hlavni diagonale postupné z levého hornitho do pravého dolniho rohu.
Reseni 31 94563

85-nasobek souctu ti{ po sobé jdoucich pfirozenych Cisel se rovna jejich sou¢inu. Zadejte nejmensi
¢islo z nejmensi trojice ¢isel, kterd to spliuje.

Reseni 32 15
Urcete soucin vsech ptirozenych ¢isel n takovych, ze existuje prirozené ¢islo k tak, ze k pravidelnych
n-uhelniku 1ze nasklddat do roviny kolem spoleéného vrcholu, aniz by se n-ihelniky ptrekryvaly ¢i

mezi nimi byly mezery.

Reseni 33 72



34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Ctibor dostal horecku. Aby se z ni vylécil, vzal si tii pfirozena ¢isla a, b, ¢, kterda méla soucet a+b+c =
Vatv?
C

38 a spocital , coz bylo také prirozené ¢islo. Zadejte soucet soucinu vsech trojic, které to splnuji.

Reseni 34 101/

Méme tfi poctivé kostky (¢tyi-, Sesti- a osmisténnou) ocislované 1 az n, ze kterych se stejnou
pravdépodobnosti vybereme jednu, s niz hodime. Jaka je pravdépodobnost, ze jsme hazeli ¢tyfsténnou,
jestlize nam padla trojka? Vysledek zaokrouhlete na pét desetinnych mist.

Reseni 35 5 =0,46154

Matéj s Libénkou hraji tic-tac-toe (piskvorky 3 x 3). Kolik existuje ruznych rozmisténi péti kiizka
a ¢tyt kolecek tak, aby nikdo z nich nevyhral (nemél t¥i v fadé)? (Po¢itdme vSechny rozmisténi, bez
ohledu na jejich symetrii.)

Reseni 36 16

Urcete, kolik existuje aritmetickych posloupnosti délky d, kde 1 < d < 100, jejichz prvky jsou ¢isla z
mnoziny {1,2,...,100}. (Aritmetickd posloupnost je takova, ve které je rozdil libovolnych dvou po
sobé jdoucich ¢élenu konstantni.)

Reseni 37 52642

Kolika zpusoby lze v pravidelném sedmiiihelniku zvolit nékolik neprotinajicich se thlopiicek tak,
aby délily tento sedmithelnik spolu s jeho stranami na pét trojuhelniku? Dvé rozdéleni povazujeme
za stejné, pokud se na sebe daji pfenést rotaci nebo i osovou symetrii.

Reseni 38 Systematicky vypiseme vsechny mozné kombinace a vyradime ty, které jsou stejné. Do-
jdeme k témto ctyrem:

cgeg

Kouma si mysli ¢islo. Kdyz ho vynasobi dvéma a odecte jedna, a celou tuto proceduru zopakuje
jesté 2013-krat, obdrzi éislo 22016 + 1. Jaké ¢islo si Kouma mysli?

Reseni 39 5

Kouma si napsal na papir posloupnost dvaceti po sobé jdoucich piirozenych ¢isel. Nouma si z nf
vybere néjaké ¢islo a ozndmi Vam soucet ostatnich 19 cisel, ktery je 2013. Urcete, které c¢islo si
Nouma vybral.

Reseni 40 97



41.

42.

43.

44.

45.

Kolikrat béhem dne je na digitélnich hodinidch podil hodin a minut celé &slo? Cislo Oa pFitom
ztotoznujeme s ¢islem a.

Reseni 41 135

Jaka je pravdépodobnost, ze pii hodu jednou ¢tyfrsténnou, Sestisténnou a osmisténnou kostkou padne
soucet 97 Vysledek zaokrouhlete na 5 desetinnych mist.

Reseni 42 2L = 0,10938

Uréete nejmens{ prirozené éfslo n vétsi nez jedna, pro které je viraz [(3 ) _, k-logyr (££5))] délitelny
10.

Reseni 43 513

Uréete zbytek po délenf ¢isla 12913 4 22013 ... 4 20132013 ¢&fslem 31.

Resen{ 44 1

Jste na potdpéjici se lod'ce a méte kybl. Do lod’ky jiz natekl kybl vody. Voda vtékéa do lod’ky rychlosti
pul kyblu za sekundu. V 1. sekundé vylijete kybl vody, pted vylitim dalsitho kyble vody musite si
odpocinout tolik sekund, kolik jste jiz vylili kybli. Za kolik sekund se lod’ potopi, jestli se do nf vejde

67 kybli vody? V piipadé nepotopeni lodky zadejte 0.

Reseni 45 170



