Mathrace Sada 1

odevzdavejte do 17.00

Poznamka ke vsem uloham: pokud vyjde celé ¢islo, zadejte jej. Pokud vyjde ¢islo s koneé¢nym dese-
tinnym rozvojem, za

1. Méme posloupnost 1,2,3,2,1,2,3,2,1,2,3,... Kolik po sobé jdoucich ¢lentt mé soucet 20117

Reseni 1 Posloupnost rozdélime do cétveric 1,2,3,2, z nichi md kazdd soucet 8. Takovijch ctveric

musime mit L%J = 251, ty maji soucet 2008, do 2011 zbyjvaji 3, coz je soucet dvou dalsich élend.

Celkem musime secist 4 - 251 + 2 = 1006 célend.

n—2011
n+2012

2. Najdéte nejvetsi prirozené ¢islo n takové, ze je druhou mocninou racionalniho ¢isla.

Reseni 2 Aby bylo X = Z;gg}é druhou mocninou ¢éisla raciondiniho, musi byt (n+2012)2X druhou

mocninou prirozeného éisla k, mame tak
(n —2011)(n + 2012) = k?
An? +4n — 42011 - 2012 = 4k
(2n 4 1)? — 4k* = 4-2011-2012 + 1
(2n +1—2k)- (2n+ 1+ 2k) = 16184529

Pro maximalizaci n volime 2n+1—2k =1, 2n+ 1+ 2k = 16184529 a dostdvdme n = 4046132. Pro
uplnost, vyhovujicimi hodnotami n jsou také 2011, 3352, 5732, 9163, 16711, 27192, 49972, 149863,
449572 a 1348711.

3. Najdéte viechna prvoéisla takovd, ze 69 % p* — 41114 je prvoéislo. Neni-li zadné takové, zadejte nulu,
je-li jediné, zadejte jeho hodnotu, je-li jich vice, zadejte jejich soucin.

Reseni 3 Vyhovi pouze 5 (pak 69 * p* — 41114 = 2011), jinak je vijsledek délitelnyj péti.

4. Dopliite chybégjici éislice, jako odpovéd zadejte soucet Einiteltt (prvniho a druhého Fadku).

* 1 *
X 3 * 2
* 3 k
3 * 2 *
¥ 2 * 5
1 * 8 * 3 *

Reseni 4 /15+382="797

5. Mame tfi nddoby o objemech 2, 7 a 91. Na zacdtku je nejvétsi plnd. Do nejmensi nddoby z ni chceme
prelit presné litr vody. Nemdme ale k dispozici zddné métidlo, vodu muzeme pouze pielévat mezi
nadobami, navic nesmime vodu vylévat jinam nez do nddob ani pfilévat odjinud. Na kolik nejméné
preliti je mozné dostat litr vody do nejmensi nddoby?

Reseni 5 Vijchozi stav je (0—0—9), kde ¢isla v zdvorce znaci litry vody v jednotlivich nddobdch.
Prelitim z 8 do 2 mdme (0—7—2), prelitim z 2 do 1 (2—5—2), prelitim z 1 do 3 pak (0—5—/),
prelitim z 2 do 1 (2—3—4), prelitim z 1 do 3 (0—3—G6), prelitim z 2 do 1 (2—1—6), prelitim z 3
do 1 (0—1—8), konecné prelitim z 2 do 1 mame (1—0—38). Je tedy potieba 8 preliti.

6. Dvé lodé pluji po piimé trajektorii stalou rychlosti. V 9h je jejich vzajemnd vzdélenost 20km, v 9.35
je vzdalenost 15 km, v 9.55 je vzdélenost 13 km. Najdéte casovy okamzik, kdy vzdjemnd vzdéalenost
obou lod{ je minimalni. Odpovéd zadejte jako pocet minut od devaté hodiny.



Reseni 6 Cas 9h oznacime za éas 0. V case t je proni lod’ na souradnicich (z1 4 veit,y1 + vyit),
druhd lod’ na souradnicich (z2 + vgat,y1 + vyat), kde pro i € {1,2} jsou x;,y; souradnice lodi
v case 0, vy, vy jejich rychlosti ve sméru osy x a y. Minimalizovat jejich vzddlenost znamend
minimalizovat druhou mocninu jejich vzddlenosti, kterd je v ¢ase t dle Pythagorovy véty rovna D(t) =
(1 +vp1t—22 —vxgt)Q +(y1 +vy1t—y2 —’Uyzt)2. Nds ale nezajimd presny vzorec pro D, duleZité je, Ze
jde o kvadratickou funkcit a lze psdt D(t) = at?® + bt + c. Pokud za jednotku casu zvolime 5 minut a
za jednotku délky kilometr, mdme 400 = D(0) = ¢, 225 = D(7) = 49a+7b+¢, 169 = D(11) = 121a+
11b+ ¢, fesenim soustavy mdme b = —32, a = 1, ¢ = 400, tedy D(t) = t*> — 324400 = (t—16)% +144.
Tento vijraz je minimdind pro t = 16, odpovéd’ je proto 80.

. Do vrcholi pravidelného pétitthelniku ABC DFE jsme umistili celkem 15 minci tak, ze ve vrcholu A
je jedna, v B dvé, v C tfi, v D Ctyfi a v E pét. Postupné priddvame mince tak, ze si vybereme
trojici sousednich vrchola a do kazdého piiddme jednu minci. Kolik nejméné minci musime pfilozit,
aby bylo v kazdém vrcholu stejné minci?

Reseni 7 Pokud priddme a-krdt k trojici EAB, b-krdt k ABC, c-krdt k BCD, d-krdt k CDE a e-
krat k DE A, mdme soustavu rovnosti e+a+b+1 = a+b+c+2 = b+c+d+3 = c+d+e+4 = d+e+a+5,
odtuda=d+1,c=a+1=d+2,e=c+1=d+3,b=e+1=d+ 4. Pri volbé nejmensiho
mozného d (tj. d = 0) je treba pridat a+b+c+d+e=14+4+240+43 = 10 trojic, neboli 30 minci.

. Banka nabiz{ dva produkty — jeden s drokem 10% ro¢né a bez poplatki, druhy s irokem 21% roc¢né
a s poplatkem 8400K¢ ro¢né (na konci roku se jednordzové pficte drok 21% a ndsledné se odecte
zminény poplatek). Henry si na kazdy dcet ulozi 50 000 korun. Za kolik let bude mit na druhém
uctu vice nez na prvnim (zajimaji nds celé roky)? Od troku nen{ potieba odecitat dai.

Reseni 8 Na pronim détu je po k letech 1,1%-50000, na druhém 1,21% 50000 — (8400+1,21-8400+
1,212 - 8400 + 1,21%718400) = 1,21% - 50000 — 8400 - * 21 =L, Po substituci 1,1 =t tak hleddme
nejmens? redlné t > 1 spliujict 50000t < t2 - 50000 — 8400 0 21 V merovnosti nastdvd rovnost pro

t =1 at = 4. Nejmensim vyhovujicim t je tak 4 a nejmensim vyhovuyzczm k je 15. Kdo dal prednost
tukdni do kalkulacky, byl pravdépodobné rychlejsi.

. Doplnte ¢isla do kiizovky tak, aby platilo:
Vodorovné

A Cislo s klesajici velikost{ ¢islic (o jednicku).
D Mocnina ¢isla.

E Druhd mocnina ¢isla.

F Cislo s rostouci velikosti &islic (o jednicku).
H Cislo s klesajici velikost{ &islic (o jednicku).
Svisle

B Cislo délitelné 11.

C Prvocislo.

D Tieti mocnina ¢isla.

E Druhd mocnina prvocisla.

G Soucet péti po sobé jdoucich celych cisel.

Jako odpovéd zadejte ¢fsla na hlavni dhlopiféce (za¢ind na poli ozna¢eném pismenem A).
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Reseni 9 V kiizovce vyjde po Fddcich 6543, 1681,2345,5210; hledand odpoveéd je 6640.

Jana si koupila 98kg melounu, které jsou tvoreny z 99% vodou. Nechala je na slunci a za den ji
seschly tak, ze jsou z 98% tvoreny vodou. Kolik kg melounu Jané zbylo?

Reseni 10 Pevnd hmota tvoid dvakrdt mensi édst nez predtim, proto 49.

Ke tfem sténdm krychle o hrané 2 prilepime (celymi sténami) t¥i dals{ stejné velké krychle. Jaky je
nejmensi polomér koule, kterou lze vzniklému télesu opsat?

Reseni 11 Pii slepent do T mdme polomér opsané koule /T + 1 + 9, pii prostorovém slepeni /A + 4 + 4.

Vysledek je proto v/11.

Méme kruznici a v ni vepsany rovnostranny trojihelnik. V trojuhelniku vepsanou kruznici a v této
kruznici vepsany ¢tverec. V tomto ¢tverci kruznice, atd... posledni vepsany dtvar je 2011- thelnik.
Kolik je v celém obrazku pruseciki, pokud pro zddné n nemé n-tihelnik spoleény bod s (n + 1)-
thelnikem? (Prusec¢ikem rozumime bod spoleény dvéma narysovanym ttvarum.)

Reseni 12 Pocet priseciki je 3+3+4+4+- - -+2010+2010+2011 = (2010+3)-2008+2011 = 4044115

muze nachazet?

Reseni 13 Pro jakékoliv ¢islo m z dané 2011-tice must platit W < 2011, proto m < 2011 -
2011 — 2010 = 4042111

Posloupnost a1, as,...,a1z je tvofena nulami a jednickami. Pfitom plati, ze a1 =1 a a1 —as + a3 —
ad + ... — ayo je cislo délitelné 3. Kolik takovych posloupnosti a1, ..., a2 existuje?

Reseni 14 Kazdd takovd posloupnost je bindrnim zdpisem éisla délitelného 3 mezi 2'' a 2'2 — 1.

Takovych cisel je (4095 — 2049)/3 + 1 = 683.

Zbynék a Méria hraji hru. Na Sachovnici o 49 x 49 polich stoji figurka, se kterou stiidavé hybou.
Tahnout mohou vzdy o 3 pole doprava a o 4 dolii, nebo o 4 doprava a o 3 doli. Kdo nemuze tahnout,
prohrél. Za¢ind Méria na poli, které si zvoli v nejlevéjsim sloupci Sachovnice. Kolik poli si muze zvolit
tak, aby vyhréla?

Reseni 15 V pronim sloupci jsou vZdy 3 pole prohrdvajici a pak 4 vyhrdvagici, Mdria md 4-7 = 28
moznosti jak vyhrdt.
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Najdéte vsechny dvojice nenulovych cifer a, b takovych, Ze abb = ba - b. Jako odpoved zadejte soucet
vSech moznych ¢isel ab. Oznacenim Tyz myslime ¢islo, které je zapsano ciframi z, y, z zleva doprava
v tomto poradi.

Reseni 16 Po deleni 5 musi ddvat ¢isla b a ab stejny zbytek. Proto bud’ je b = 5, nebo musi a ddvat
zbytek 1 po déleni 5. Rovnice abb = 5a - 5 nemd 7esent, nebot soucin na pravé strané je mezi 250 a
295, coz ddvd pro a jedinou moznost 2, kterd nevyhovi. Dalsi moznosti je 1bb = bl - b , po odeéteni
b a vydéleni 10 1b = b - b. Snadno rozmyslime, Ze takovd cifra b neexistuje. Posledni moznosti je
6bb = b6 -b. Pro b < 8 je pravd strana mensi nez 600, pro b =9 je vétsi nez 700. Zbyjvagici moznosti
je tak a = 6, b =8, vysledek je 68.

Cislo N mé ciferny soucet roven 100, zatimco ¢islo 44N maé, ciferny soucet roven 800. Najdéte ciferny
soucet ¢isla 3N.

Reseni 17 Formulace dlohy napovidd, Ze pokud najdeme jedno cislo s takovou vlastnosti, mdme
vyhrdno. To je snadné — wvdzime Cislo tvaru 1010...101, které md 199 cifer, z toho 100 jednicek a
99 nul. Po vynasobeni 44 dostaneme cislo z 200 étyrek, takové N opravdu vyhovi. Pro korektnost je
jesté treba rozmyslet, Ze pokud ¢isla 40N a 4N maji ciferny soucet nejuyse 400 a Ze jejich soucet md
ciferny soucet nejvyse 800 a aby nastaly obé rovnosti, nesmi pri ndsobeni 4 - N ani s¢itani 40N + N
nastat presah pres desitku. Cislo 3N tak md ciferny soucet 300.

V trojuhelniku ABC oznatme R dotykovy bod vepsané kruznice na strané a. Prusec¢ik AR s téznici
tp oznatme X. Trojihelnik ABX m4 tiikrat vétsi obsah nez trojihelnik ACX. Délka strany a je 4,
délka strany b je 5. Urcete délku strany c.

Reseni 18 Vzddlenosti BR, CR jsou po Tadé rovny (a +b — ¢)/2, (a + ¢ — b)/2; pomeér obsahii
Jmenovangch trojihelniku je roven poméru téchto vzddlenosti. Pro délky stran proto plati a +c¢—b:
a+b—c=1:3,tedyc—1:9—c=3:1, odtud c=T1.

Ctyfi hraci kostky maji kazda na sténédch éisla 1 az 6 rozmisténd tak, ze soucet pocti ok na protéjsich
sténach je 7. Kostky slepime do jednoho utvaru tak, aby se dotykaly celymi sténami. Urcete nejmensi
a nejvetsi mozny soucet viditelnych &isel a jako odpovéd zadejte souéin obou vysledki.

Reseni 19 Nejuétsi soucet dostaneme, kdyz na dvou kostkdch slepenim zakryjeme jednicku a na
zbylych dvou jednicku a dvojku, soucet nezakrytych stén je pak 4 - 21 — 8 = 76. Naopak nejmenst
soucet ziskdme, kdyzZ kostky slepime do ctverce tak, Ze Sestky a pétky nejsou viditelné, na viditelnych
sténdch zbude 4 - 21 — 4 - 11 = 40. Vysledek je proto 3040.

Sestimistné &islo konéf cifrou 6. Kdyz ji presuneme na zacétek, ziskdme étyindsobek tohoto &isla. O
jaké ¢islo slo?

Reseni 20 Cislo tvoené pronimi péti ciframi hledaného ¢isla oznaéme k. Resime rovnici 10k +6 =
600000 + k, jejim rTesenim je 15384, hledanym cislem je pak 153846.

Pro funkci f : Z — Z plati f(z) + f(y) = f((z +y)/2) + f(3z) — 3322 — 2zy + 3y? pro viechna x
takova, ze (x +y)/2 je celé. Urcete f(47) — f(42).

Reseni 21 Prohozenim x a y a odectenim od piivodni rovnice mdme f(3z) — f(3y) = 3622 — 36y>
(pro x,y stejné parity). Ddle dosazenim x =y mdme f(x) = f(3z) — 3222, VyuZitim téchto dvou
vztahi mdme f(x) — f(y) = 4% — 4y® (pro x,y stejné parity, odkud odvodime f(x) = 42> —1 pro x
liché a f(x) = 42% — s pro & sudé, kde s,1 jsou néjaké konstanty. Dosazenim x = 2,y = 4 dostdvdme
s =1, vysledek 1780.



22. Do rovnostranného trojihelnika ABC' o strané 1 je vepsan rovnostranny trojuhelnik tak, ze oba maji
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nejblizsi vrchol mensiho trojuhelnika?

Reseni 22 Oba trojihelniky maji stejny stied opsané kruznice, vnitini md \/2-krdt mensi polomér
opsané kruznice (trojihelniky jsou podobné a pomér obsahi je druhou mocninou koeficientu podob-

nosti). To ndm umoZiuje sestavit rovnici pro hledanou vzddlenost x: (0,5 — z)? + % = %, odtud
x =0,2113.
C
E
D
B

A F
Arabsky kupec odkézal svym synum %, % a % stdda. Celkem mél 17 velbloudu. Synové neuméli

staddo rozdélit, tak si pujcili jednoho velblouda od souseda; z 18 velbloudu jeden dostal 9, druhy 6
a posledni 2. Zbylého velblouda vratili sousedovi. Druhy kupec mél 4 syny a odkézal k-tému z nich
1/ay stdda, kde ay je celé &islo, pricemz a1 < as < ag < ay4. I tito synové si stddo beze zbytku
rozdélili stejnym zptsobem (s vyuzitim vypujéeného velblouda a v8ichni velbloudi zustali vcelku).
Kolik nejméné mohl mit druhy kupec velbloudu?

Reseni 23 Prohleddvdnim malijch ¢isel s velkym pocétem déliteli zjistime, Ze hledanym minimem je
16

Vlado ma stado ovci. Kdyz jich vyzene na louku 100, mohou byt na louce libovolné dlouho; 100 ovci
je navic nejvétsi stado s takovouto vlastnosti. Pokud jich vyzene 120, vydrzi jim pastva na 100 dni.
Na jak dlouho vydrzi pastva 150 oveim?

Reseni 24 Mnozstvi trdvy zkonzumované ovei za den oznacme t. Na pastviné denné doroste 100t,
i vyhndni 120 ovct se tak kaZdy den spase o 20t vice, neZ doroste. Pred vyhndnim ovci tedy bylo
na pastve 100 - 20t = 2000t trdvy. Pri vyhndni 150 ovci se denné spase o 50t vice trdvy, neZ doroste,

pastva vydrii zgggt =40 dni.

Mame Sachovnici 5 x 5, kazdé pole obsahuje ¢islo, a to bud’ 1 nebo -1. MZeme v kazdém kroku vzit
podctverec o strané alespon 2 a zménit znaménka vSech ¢isel v tomto podétverci. Cheeme docilit
toho, ze na konci budou na celé Sachovnici pouze jednicky. Na kterych polich muze byt na zacatku
-17 Vysledek zadejte jako soucet soucinu soufadnic; soutadnice jsou ¢isla od 1 do 5.

Reseni 25 Pouzitim étvercii o strané 2 nebo 4 se zachovd zbytek souctu vsech éisel v tabulce po
délend 4, pri pouZiti étverci o strané 8 nebo 5 se tento zbytek zméni. My jej chceme zménit z vijchozi
hodnoty 8 na hodnotu 1, étvercu o liché strané musime pouZit lichy pocet. PouZitim kaZdého z nich se
vSak zméni i znaménko c¢isla v prostrednim poli — jedinou moznosti tak je, Ze -1 byla na souradnicich
(3,3), vysledek je proto 9.

Maéame dvé kladna celd ¢isla. Uvazime jejich soucet, soucin, podil a rozdil mensiho a vétsiho. Soucet
téchto étyt vysledki je 243. Najdéte vSechna feseni; pro kazdé spoététe soucin &isel a jako odpoved
zadejte soucet téchto soucint.
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Reseni 26 Oznacme éisla a a b, a > b, vime, Ze a = kb pro néjaké celé k. Mdme pak 243 =
(kb+b) + (kb —b) + kb-b+ k = 2kb+ kb® + k = k(b+ 1)2. Druhé mocniny délici 243 jsou 3% a 92,
gim odpovidaji veseni b =2, a = 54 a b =18, a = 24. Odpovéd’ je pak 108 + 192 = 300.

Reste soustavu rovnic

sin(x) + sin(y) = sin(z + y)
cos(x) + cos(y) = cos(x + )

pro 0 < z,y < 360°. Jako vysledek zadejte soucin vSsech vyhovujicich z ve stupnich.

Reseni 27 Polozme a = cos(x) + isin(z), b = cos(y) + isin(y). Mdme pak a + b = ab, F+i=1
Cisla % a % jsou komplexni jednotky, maji stejnou absolutni hodnotu. Jejich soucet je redlny, maji
proto i stejnou absolutni hodnotu redlné édsti. Musi mit tedy i stejnou hodnotu redlné cdsti — proto
cos(z) = cos(y) = % Vyhovi z = 60° a x = 300° (y se dopocte jako 360° — x), hledand odpovéd je
18000.

Na obvodu kruhu je 1001 talifki. Kolem kruhu chodi Petr a do prvniho talitku d4 bonbon, jeden
talifek vynechd, do dalstho d4 bonbon, dva talitky vynechd, do dalstho d4 bonbon, tfi talitky vy-
nechd, a tak pokrac¢uje do doby, nez by mél vynechat 1000 talitku. V kolika talitcich nakonec budou
bonbony?

Reseni 28 Obsazené jsou ty taliiky, jejichz poradové ¢islo lze vyjadiit ve tvaru 1424+t mod 1001 =
@ mod 1001 = % mod 1001 Obsazenyjch talitki bude tolik, kolik riznijch zbytku ddvaji
druhé mocniny prirozengch ¢isel po déleni 1001. Protoze 1001 = 711 - 13, staci uvdzit, kolik zbytku
ddvaji druhé mocniny po déleni 7, 11 a 13. Snadno rozmyslime, Ze tyto pocty jsou po Tadé 4, 6 a
7. Kazdy vyhovugici zbytek po déleni sedmi lze nakombinovat s libovolnymi zbytky po délend 11 a 13,
vysledkem je proto 4 -6 -7 = 168. V okamZziku, kdy prijdete na vzorec @
dlohu snadno dotesit pocitacem (napt. programem Excel).

mod 1001, je mozné

Lencin dédecek se narodil ve dvacatém stoleti. Zadna z jeho dcer nemé dceru, ale kazdd mé tolik synt,
kolik ma sester. Kazdy jeho syn m4 tolik dcer, kolik m4 sester, a tolik synt, kolik mé sourozencu.
Celkem m4 Lenc¢in dédecek tolik potomku (déti a vnoucat), kolik mu je let. Za deset let bude jeho
vék délitelny tfemi ruznymi prvocisly. Kolik mu je let?

(Predpokladejte normalni rodinné vztahy, zejména tedy zddna z jeho dcer nemd dité s nim, ani s
jeho syny.)

Reseni 29 Pokud pocet deer oznacime a a pocet syni b, dostaneme pocet potomki ve tvaru (a+b)2.
Vybirdme tak z druhyich mocnin ¢isel mensich nez /111, informace o tiech prvocislech ndm nechd
jedinou mozZnost — Lencinému dédeckovi je 100.

Paty vysek v trojihelniku ABC oznaéime D, E, F. Jaky obsah ma trojihelnik ABC, (v cm?)
pokud ma DEF délky stran 3,4 a 5 cm?

Reseni 30 Obuod trojihelnika DEF je 12 ¢m, jeho obsah 6 cm?, polomér kruznice jemu vepsané
je proto % = 1. Pokud trojuhelnik DEF umistime do soutadné sité tak, aby mél vrcholy v bodech
(0,0), (3,0) a (0,4), bude jeho stred I vepsané kruznice v bodé (1,1). Vime, Ze stied vepsané kruznice
trojihelnika DEF je souc¢asné prusecikem vysek trojuhelnika ABC. Body A, B, C tak sestrojime jako
pruseciky kolmic na ID, I E, I F prochdzejicich postupné body D, E, F'. Soutadnice bodu A, B, C jsou
celociselné, obsah trojihelnika pak vyjde 30.
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Kolik ¢tvercu je na nasledujicim obrazku?

Reseni 31 Ve vrchnich péti faddch je 15 -5 ctverci o strané 1, 14 - 4, o strané 2, celkem tedy
15-54+14-4413-3+12-2411-1 = 205. Stejné tak je 205 ctvercu v § levych Taddch, 205 ctverci v 5
pravych Taddch a 205 ¢tverci v & spodnich Taddch. Pritom 5-5+4-443-3+2-241-1 =55 c¢tvercu
jsme pocitali do soucasné do hornich péti fad i levijch péti sloupcii. Ctverci, které neobsahugi stiedovy
Ctverec o strané 5 je tak 4 x 205 — 4 x 55 = 600. Zbyvd spocitat ctverce, které jej obsahuji. Mdame 1
takovy ctverec o strané 5, ¢tyri takové ctverce o strané 6, . .. celkem tedy 1+4+9+16+25+36 = 91
Ctvercu o strané nejuyse 10, a 25416+ 9+ 4+ 1 = 55 ctvercu o strané 11 aZ 15. Vysledek prikladu
je tak 746.

Matéj a Zuzka nasbirali dohromady 72 hub. Dvé pétiny Matéjovych hub byly lisky, tii sedminy
Zuzcina tlovku byly zampiony. Kolik hub nasbirala Zuzka, pokud jich méla vice nez Maté;j?

Reseni 32 Pocet Zuzéingch hub je Tt, kde t < 10. Na Matéje tak zbyjvd 72 — 7t = 65 — 7(t — 1)
hub, t — 1 must byt délitelné 5. Mdme tak mozZnostit =1 at =6 (t=11), ty vedou na Teseni (65,7),
(30,42). Jen ve druhém md vice Zuzka, proto 42.

V obdélniku ABCD je na strané BC' dan bod X, na strané DC bod Y, obsah trojuhelnika ABX
je 5, obsah AY D je 10 a obsah XCY je 7,5. Urcete obsah obdélnika ABCD.

Reseni 33 Oznacime-li obsah obdélnika S, pomér BX : BC =t, DY : DC = u, mdme tS = 10 (z
dvojiho vyjddrent obsahu obdélnika ABXF ), uS = 20 (z dvojitho vyjadrent obsahu obdélnika AEY D),
(1=8t)(1 —u)S =15 (z dvojiho vyjddieni obsahu obdélnika GFCY ). Z prunich dvou vztahi mdme
u = 2t. Mdme pak (1 — 3t + 2t?)S = 15, po dosazeni za S = 12 je (1 — 3t + 2t?)10 = 15¢, Fesenim
kvadratické rovnice t = 1/4 nabo t = 2. Druhé Tedeni neni mozné (zrejmé musi byt t < 1), proto
S = 40.

Y C

A

Zdenék si vyrobil deset stejné velkych &tverci z dratu. Ted pokldda jeden pies druhy na stil. Na
kolik nejvyse oblasti se mu mize podaiit stil rozdélit? Pokud by mél jediny étverec, byla by odpoved
na tuto otazku 2.



35.

36.

37.

Reseni 34 Vzhledem k Eulerové vété (priseciky - tsecky + oblasti = 2) mizeme nase hleddni
zredukovat na snahu odhalit pocet priseciki jednotlivych ctverci. Kdyz pres sebe poloZime dva ¢tverce,
zjistime, Ze se protnou v nejvyse 8 bodech. Kdyby se kazdé dva ctverce protly prdve v 8 bodech, meli
bychom celkem (120) -8 = 360 pruseciku. Kazdy obvod ctverce je tim pddem rozdéleny na 8 -9 usecek,
tedy celkovy pocet usecek pro vsechny ctverce je 8 -9 - 10 = 720. Podle Fulerovy véty potom plati, Ze
pocet oblasti je 2 + 720 — 360 = 362 oblasti.

Nyni je jesté treba ukdzat, Ze opravdu existuje néjaké takové rozmisténi étvercu. Predstavme si, Ze
véechny Ctverce jsou vepsdny jedné kruznici, jen jsou vici sobé pootoéené. Potom lze (napr. mate-
matickou indukci) dokdzat, Ze se opravdu kaZdy ctverec protne s kaZdym ctvercem v 8 bodech. Cili
zdaveér je, Ze 10 étvercovych obruci muze vytvorit maximdlné 362 oblasti.

Hloupétinska slepicarna prodava vejce v baleni po 6, 9 a 20. Kolik ruznych kladnych pocétu vajec
mensich nez 1000 lze koupit?

Reseni 35 Jistée umime koupit libovolny pocet vajec délitelny 6. Pocty vajec, které jsou liché, a
délitelné tremi a vetsi nez 3, lze koupit tak, Ze koupime 9 vajec a zbytek doplnime balenimi po Sesti.
Umime tak koupit libovolny pocet vajec délitelny 3 vétsi nez 3. Z poctu, které ddvaji zbytek 2 po déleni
trems jisté umime koupit 20 + 3k, kde k = 0 nebo k > 1 (bez dvacitkového baleni se neobejdeme a
jing pocet nez 0 nebo 3k pro k > 1 dle vijse uvedeného ptidat nelze. Obdobné z poctu, které ddvaji
zbytek 1 po délent tremi umime koupit 40 vajec, nebo 40 + 3k, kde k > 1.

Pokud md pocet ddvat zbytek 0 po déleni 3, musi byjt od 6 do 999, pokud zbytek 1, musi byt bud 40
nebo od 46 do 997, pokud zbytek 2, musi byt 20 nebo od 26 do 998. Celkem 332 + 319 +326 = 977.

Pro kterd n plati, ze existuje prvocislo slozené z ¢islic 1 az n (kazd4 je pouzita prévé jednou)? Jako
odpovéd zadejte soucet viech pifpustnych n.

Reseni 36 Pron €2,3,5,6,8 a9 je vysledné cislo jisté délitelné tremi; pro n = 4 vyhovi 1423, pro
n =T vyhovi 1234657, vysledek je proto 11. Pokud se ptdte, jak hledat sedmimistnd prvocisla s touto
vlastnosti, pak asi nelze poradit nic lepsitho nez zkusmo. Pocet cisel tvorengch riznymi ciframi od
1 do 7 a konéicich na 1,3 nebo 7 je 2160, celkem 533 z nich jsou prvocisla, statisticky by tak mély
stacit ¢tyri pokusy.

Jsou dény soustfedné kruznice c, d, e, f. Piimka vedena jejich stfedem A se s nimi protne po fadé
v bodech C, D, E, F, druhd pfimka veden4 bodem A v bodech C’,D’, E’, F’. Kruznice maji navic
tu vlastnost, ze pfimky CC’, DD’, EE’ jsou po fadé tecnami k d, e, f, dotykové body téchto tecen
oznatme T, U, V. Urcete obsah mezikruz{ daného kruznicemi ¢, f, pokud vite, ze |CT| = 7 a
|[EV| = 3 (obrézek neni v meéfitku).
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Reseni 37 Obsah mezikruii je

Sa = n(|AB|* = |AV[*) = n[(|AB* — |AT*) + (JAT? — |AUP?) + (JAUP* — |AV]*)] =
[(JACI* — JAT|?) + (|AD|* — |AUP?) + (JAE|* — |AV]*)] =

(|CT|* + |DU* + |EV|?)

Snadno rozmyslime, ze |CT|, |DU| a |EV| tvori geometrickou posloupnost, neboli |DU|? = |CT)| -
|EV|. (Pripadné tento vztah dokdzeme pomoct rovnosti |DU| = |TE| a podobnosti trojihelniki T EC
a EVT). Mdme tak Sa = w(|CT|> + |CT||EV| + |EV|?) = 797 = 248.1858.

Je dén ostrouhly trojihelnik ABC' s polomérem kruznice opsané R = 9, polomérem vepsané r = 4
a obsahem S = 90. Déle jsou ddny kruznice se sttedy v bodech A, B,C o poloméru 3. Na téchto
kruznicich lezi po fadé body D, E, F' tak, ze zadny z nich nelezi ve vnitini oblasti ABC' a trojithelnik
DEF je stejnolehly s trojuhelnikem ABC. Uréete obsah trojihelnika DEF'.

Reseni 38 Pro stied stejnolehlosti X obou trojihelniki musi platit |[AX| : |BX| = (JAX]| + 1) :
(IBX| 4+ 1), odtud |AX| = |BX]|, analogicky |AX| = |CX|, stfedem stejnolehlosti je proto stred

kruznice trojuhelniku ABC opsané, pomér stejnolehlosti je (94 3) : 9, neboli 4 : 3, pomér obsahi je
16 : 9, obsah DEF je proto 160.

Urcete pocet prirozenych ¢isel, kterda maji ciferny soucin 4 a ciferny soucet 2011.

Reseni 39 Bud obsahuje dvé dvojky a 2007 jednicek ((20209) moznosti) nebo jedna ctyrka a 2007
jednicek (2008 moznosti). Celkem je takovych ¢isel 2019044.

Urcete log(sinz — cos z), pokud vite, ze log(sinz + cosz) = 3, cos(2z) = —1/10.

Reseni 40 Mdme —1 = log(— cos 2z) = log(sin®(z) — cos?(z)) = log(sinz — cosz) + log(sinz +
cosx) = log(sinz — cosx) + 3, odtud log(sinx — cosx) = —4

Urcete, cemu se rovna sin 35° 4 sin40° 4 sin45° + - - - +sin 7170°.
Reseni 41 S vyuzitim vztahu sinz + sin(z + 180°) = 0 se vétsina élent vzdjemné odecdte, zbude

sin 35° 4 sin 40° + sin45° + - - - 4+ sin 330°. Dadle sin(x) + sin(360° — z) = 0, é&mz se vyrusdi vée kromé
sin(330)° = —1/2.

pokud jsou a, b nenulova &isla spliiujici 6a* — 6b* = 35a2b%?

e . b2 b2
eINU S€ TOVIA 35 poopy + 259,p7957

w2
2a2b2+4b4 _ 2b—2—4
at+4bt t;%+4

Reseni 42 Vyjraz upravime na . Pokud budeme zndt c¢islo ‘g—i (oznacme ho k),

mdme vyhrdno. Zadand rovnost ndm ddvd 6k*> — 6 = 35k, po vyreseni k = 6 (koren k = —% lze

zavrhnout). Pak je dany vyraz roven %’fjr'f =0,4.

Urcete obsah vybarveného ttvaru, je-li obsah obdélnika ABCD roven 720, AC a BD jsou jeho
thlopiicky a F, F' jsou stiedy stran AB resp. C'D.



Reseni 43 Z vlastnosti téznic trojihelniki ABC a ACD plyne, Ze vybarvend oblast zabird tietinu
obdélnika, tedy plochu 240.

44. Najdéte viechna trojciferna éisla abe, kde a, b, ¢ jsou riizné nenulové cifry, pro ktera plati 2(abc) =
bca + cab. Oznacenim ZTyz myslime &islo, které je zapséno ciframi x, y, z zleva doprava v tomto
pofadi. Jako odpovéd zadejte soucin viech vyhovujicich é&fsel.

Reseni 44 Mdme rovnici 200a + 20b + 2¢ = 101b + 110¢ + 11a, po dpravé 7a — 3b — 4¢ = 0. Po
déleni 7 ddvd éislo 3b — 3¢ = (3b+ 4c) — Tc = Ta — Te z2bytek 0, proto bud b = ¢ (zakdzdno) nebo
(b, ¢) tvori jednu z dvojic (1,8) — pak a =5, (2,9) — pak a =6, (8,1) — pak a = 4 nebo (9,2) — pak
a = 5. Soucin vSech moznijch cisel je 518 - 629 - 481 - 592 = 92778466144.

45. Je déna soustava rovnic

la+2b+3c+ -+ + 25y + 262 = 27
12a + 2%b + 3%c + - - + 25%y + 2622 = 277

1250 + 225p 4+ 3%6¢ 4 - - - + 2520y 4+ 26202 = 2726

Najdéte hodnotu y.

Reseni 45 Resenim analogickyjch soustav dojdeme k hypotéze, ze a = (217), b= —(227), ey = —@g)

, z = (gg) Zbyvd ovérit, Ze takové Feseni vyhovi, neboli dokdzat vztah ZZO (21,7)(71)%% =0 pro
kazdé t od 0 do 27. Visledek je pak —(57) = —351.
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