U vétsiny uloh jsou uvedeny pouze ¢iselné vysledky.



Mathrace Sada 1

odevzdavejte do 17.00

. Kolik jedni¢ek je obsaZeno v ¢islech od jedné do milionu (véetné)?

ReSeni 600001

. Oznacme A,, mnozinu n-cifernych ¢&isel obsahujicich jednicku a B,, mnozinu n-cifernych
¢isel neobsahujicich jednic¢ku. Pro ktera pfirozena n je A, mensi nez B,,7

Format odpovédi: Pokud je takovych n je koneéné mnoho, zadejte je jako rostouci
posloupnost ¢isel oddélenych ¢arkou, v opacném piipadé napiste ,nekonecno*.
ReSeni 1,2,3,4,5,6

. Najdéte soucin t¥i nejmensich celych kladnych cisel, kterd nelze vyjadrit jako rozdil
prvocisel.
ReSeni 1729=7-13-19

. 7 ¢islic 2, 3, 6, 8, 9 sestavte dvé pfirozend Cisla tak, aby jejich sou¢in byl maximalni.
KazZdou cifru smite pouzit nejvyse jednou. Jako vysledek zadejte vysledny soudin.
Reseni 80166

. Domorodec si chce u obchodnika koupit kalkulacku za 11 liber. Ma u sebe ale pouze
mistni ménu: kaie, limy a mogy, od kazdého 11 ks. Pfevodni kurz je takovy, ze 11 kait
je 15 liber, 11 limi je 16 liber a 11 mogt je 17 liber. Jakou kombinaci minci ma za
kalkulacku zaplatit?

Format odpovédi: ¢tverice Cisel a, K, L, M oddélenych ¢arkou, kde a je pocet feSeni
ulohy a K, L, M jsou po fadé pocty kaiti, lim a mogi v takovém feSeni, ze je K +2L +
3M minimalni.
ReSeni 1,7.1,0

. Kolikradt mezi jednou hodinou odpoledni 2.12.2009 a desdtou ranni 3.12.2009 sviraji
hodinova a minutova rucicka pravy thel?
ReSeni 38

. Kolik ¢tvercu je na obrazku?



10.

11.

12.

13.

Reseni 161=1+6+15+28+45+66

. Na stole lezi 84 korun. Kazdou druhou nahradime dvoukorunou. Pak za¢neme od za-

¢atku a kazdou tfeti minci nahradime pétikorunou. Pak kazdou ¢tvrtou minci nahra-
dime desetikorunou. Jaka celkova ¢astka (v korundch) je na konci na stole?

Reseni 371=7-(1+2+5+10+1+5+1+10+5+2+1+10)=7-53

. Najdéte soucet vSech prirozenych c¢isel mensich nez 1000 takovych, ze se kazdé z nich

sklada z riznych sudych cifer a je délitelné 9.

Reseni 3996

Na kule¢nikovém stole jsou ¢ernd a bild koule o nulovém poloméru (jde tedy o hmotné
body). Pomoci taga rozpohybujeme bilou kouli tak, aby se ¢tyfikrat odrazila od man-
tinelu a poté narazila do ¢erné koule. Bila koule se pohybuje po lomené ¢are, ktera se
lame pouze na mantinelech a to podle zakona o thlu odrazu. Pritom nesmi spadnout
do dér v rozich (které jsou zanedbatelné malé) a pfed étvrtym odrazem od mantinelu se
nesmi dotknout ¢erné koule. Kolik nejvyse muze existovat zpusobi, jak tohoto docilit?

ReSeni 16

Do rovnostranného trojihelniku ABC' je vepsan rovnostranny trojuhelnik K LM tak,
7ze KL je kolmé k AB. Je-li obsah trojahelniku K LM 10, jaky je obsah trojuhelniku
ABC?

Reseni 30

Kruhovy stolek se dotyka severni a zapadni stény pokoje. Jeden bod na jeho obvodu
je od severni stény vzdalen 10 cm, od zapadni 5 cm. Jaky je polomér stolku v cm, je-li
vétsi nez 5 cm?

ResSeni 25

Necht a, b, ¢ jsou ¢isla z mnoziny {1,2,3,4,5} (ne nutné riiznd). Jaka je pravdépodob-
nost, ze ab + ¢ je liché?



14.

15.

Reseni 0.528
Trojahelnik mé strany o délkach 11, 15 a k, kde k je prirozené ¢islo. Kolik takovych
prirozenych ¢isel k existuje, jestlize je trojuhelnik tupothly?
Reseni 13 (5 az 10, 19 a7 25)
Kolik riznych prvocisel se nachézi v rozkladu pfirozeného ¢isla N na soucin prvocisel,
jestlize
log, (logs(logs (. . . log,(N)...) = 2009,
kde p znaci 2009-té prvocislo v fadé 2, 3,5, .. ..

ReSeni 1



16.

17.

18.

19.

20.

Mathrace Sada 2

odevzdavejte do 18.00

Kolik nejvice podmnozin mnoziny {1,2,...,2009} mizeme vybrat tak, aby zaddné dvé
nebyly disjunktni.

Format odpovédi: poslednich 5 cifer ¢isla.

Reseni 20256

Uréete soucet nejmensich deseti piirozenych ¢&isel n, pro kterd je polynom x* — (2n +
4)2% + (n — 2)? soudinem dvou nekonstantnich polynomt s celo¢iselnymi koeficienty.

ReSeni 151, pro n = 2 lze vytknout z. Déle fesme piipady, kdy 2 # n a 0 neni
kofen. M4-li byt polynom délitelny (z + r), musi byt ze sudosti funkce délitelny i
(r —7) atedy i (22 —r?). Zadany polynom lze proto zapsat jako soucin nekonstantnich
polynomii s celoziselnymi koeficienty pravé kdy# jej lze zapsat jako (22 —p)(z% —q) nebo
(22 +ax +b) (2% +cx +d), kde p, q, a, b, ¢, d jsou redlna &isla. V prvnim piipadé jsou p, q
koteny polynomu y2 — (2n+4)y + (n — 2)2. Jeho diskriminant musi byt druh4 mocnina,
proto 8n = t? pro né&jaké t = 4k, kde k je celé ¢islo. Pak n = 2k% p, ¢ = 2k? + 2 + 4k.

Ve druhém piipadé mame z nulovosti dvou koeficientt tvar rozkladu (22 + az + b)(z? —
ax + b) = x* + (2b — a?)2? + b%, odtud porovnanim koeficientis b = n — 2, —2n — 4 =
2n —4 — a2, a® = 4n, n musi bjt étverec: n =12, a =20, b=1> — 2.

V obou pfipadech jsme nalezli nutné podminky pro n zpisobem, pfi némz jsme soucasné
zkonstruovali dané rozklady. Vyhovi proto pravé ta n, kterd lze psat jako 2k? nebo 2.
Mezi nimi je i 2, kterou jsme brali jako zvlastni prfipad. Nejmensich 10 vyhovujicich n
jsoul, 2,4, 8 9,16, 18, 25, 32, 49,

Pro kazdé ptirozené ¢islo n ozna¢me f(n) ¢islo, které z ¢isla n vznikne ndsobnym opa-
kovanim operace ciferného sou¢tu. Pfesnéji pro jednocifernd n je f(n) = n a pro vice-
cifernd je f(n) = f(e(n)), kde ¢ znadi ciferny soucet. Najdéte soucet vSech pfirozenych
n < 100, ktera splituji rovnost f(n) = f(3n).

ReSeni 9+ 18+ ---+99 = 594

Necht S je podmnozina mnoziny {1,2,3,4,5,6} takova, ze S neobsahuje zadnou trojci
Cisel, ktera by byla po dvou nesoudélna. Kolik nejvice prvka ma S?

ReSeni 4

Urcete pocet permutaci (ay, ag, . ..a12) mnoziny {1,2,...,12} pro kterd je soucin
(ap—1)-(ag —2) -+ (a12 — 12)

lichy.



21.

22.

23.

Reseni 7202 = 518400

Na fakulté jsme vyslechli nasledujici rozhovor studenti:
Adéla: ,,Jsem blazen.“

Bedrich: ,,Studuju matematiku.*

Cyril: ,Ja studuju fyziku.“

Darina: ,,Nejsem blazen.“

Adéla: ,,Cyril studuje matematiku.“

Bedrfich: ,,Darina je blazen.“

Cyril: ,Bedfich studuje fyziku.“

Darina: ,,Cyril neni blazen.“

Vite navic, ze

e Kazdy student je bud matematik, nebo fyzik.

Kazdy student bud je, nebo neni blézen.
e Matematici fikaji to, co si mysli.

e Fyzici rikaji opak toho, co si mysli.

e To, co si mysli blazni, neni pravda.

e To, co si mysli ti, ktefi nejsou blazni, je pravda.

Popiste ctvefici studentu.

Format odpovédi: osmice pismen, prvni dvé popisuji Adélu, dalsi dvé Bedficha,
dalsi dvé Cyrila a posledni dvé Darinu. Prvni pismeno ve dvojici je M nebo F podle
toho, co dany ¢lovék studuje. Druhé je B nebo N podle toho, jestli je blazen nebo ne.

Reseni FBMNMBMB

Spravné odpovédi k MathRace jsou uloZzeny v trezoru. K nému mé pfistup 11 organi-
zatord. Kolik nejméné zamkid musi na trezoru byt a kolik nejméné kli¢t od kazdého
musime vyrobit, chceme-li rozdat klice organizatorim tak, aby mohli trezor otevfit,
pravé kdyz se jich sejde alespon polovina.

Format odpovédi: dvojice ¢isel oddélenych ¢arkou, prvni je pocdet zamkd, druhé
pocet klicti od kazdého zamku.

Reseni (151) = 462,6. Zadna pétice nemlize trezor oteviit sama, proto pro kazdou
pétici existuje zamek, od kterého tato pétice neméa kli¢. Kdyby existovaly dvé rizné
pétice, kterym chybi kli¢ od stejného zamku, nemohlo by ani sjednoceni téchto pétic
trezor oteviit, coz nelze. Proto je kli¢t alespon tolik, jako pétic lidi. Kdyby od néjakého
zamku bylo méné nez Sest klicd, existovala by Sestice lidi, ktera by zadmek nemohla

odemcit, od kazdého zamku je proto alespon Sest klicu.

Je dana pétice ¢isel. Kdyz je s¢itdme po dvou, mizeme dostat soucty 16, 18,19, 20, 21,
22, 23, 24, 26 a 27. Jaka jsou to ¢isla?

Format odpovédi: neklesajici posloupnost péti ¢isel oddélenych ¢arkou.



24.

25.

26.

27.

28.

ReSeni 7,9,11,12,15

Pét loupezniku si chee rozdélit lup v podobé 1000 grosi. Postupné sdéluji ostatnim své
nabidky na rozdéleni. Pokud s nabidkou prvniho souhlasi alespon polovina ostatnich
loupeznikt, nabidku pfijmou. Pokud ne, prvniho zabiji a nabizi druhy. Takto pokracuji,
dokud néjakou nabidku nepfijmou.

vz

Nejdiilezitéjsi pro loupeznika je ziskat co nejvice penéz. Druhou nejvyssi prioritu ma
zabit co nejvic ostatnich loupeznikii. Loupeznik bude hlasovat proti nabidce, i kdyby
kvili tomu mél pfijit o Zivot. Nabidku ale podpoti, pokud tim ziska jediny gros.
Vsichni loupeznici védi, ze ostatni loupeznici maji stejné priority a jednaji naprosto
logicky. Neni mozné operovat s mensim finanénim obnosem nez 1 gros.

Jaké rozdéleni lupu mé navrhnout prvni loupeznik?

Format odpovédi: posloupnost péti ¢isel oddélenych carkami, kde i-té ¢islo Fika,
kolik navrhne i-tému loupeznikovi.

ResSeni 997,0,1,0,2 Kdyby zbyli jen étvrty a paty loupeznik, étvrty navrhne cokoliv,
paty ho zabije a vSe si necha. Kdyby zbyli tfeti, ¢tvrty a paty, tfeti nabidne ¢tvrtému
jeden gro§, patému nic a sdm si nechd 999, tato nabidka bude schvélena (¢tvrtému
se vyplati). Kdyby zbyli vSichni krom prvniho, nabidne druhy pétému gros, ¢tvrtému
dva, tfetimu nic a sdm si necha 997. Tuto nabidku odpofi paty i ¢tvrty. Prvni proto
nabidkou 997,0,1,0,2 uspokoji tfetiho i patého.

Necht a, b, c,d, e, f, g, h jsou redlné &isla spliujici
a+4b+9c+ 16d + 25e +36f +49g = 1
4a + 9b + 16¢ + 25d + 36e +49f + 64g = 12
9a + 16b + 25¢ + 36d + 49¢ + 64 f + 81g = 123

Urcete hodnotu 16a + 25b + 36¢ + 49d + 64e + 81f + 100g.

ResSeni 334

V roce 2008 evidovala seznamka Naslepo s.r.o. x muzii a y zZen, pficemz x > y. Schtizky
jim domlouvali na zadkladé losovani z mnoziny vsech klientti. Pravdépodobnost, ze vy-
losuji dvojici opa¢ného pohlavi byla 50%. V roce 2009 vzrostl pocet klient oproti roku
2008 o 100. Stéle je mezi klienty vice muzi nez Zen a pravdépodobnost vylosovani dvo-
jice opa¢ného pohlavi je stale 50%. Kolik mtizti a Zen je mezi klienty seznamky v roce
20097

Format odpovédi: dvojice ¢isel oddélenych ¢arkou, prvni udava pocet muzi, druhé
pocet Zen.

ReSeni 351,325

Pupa si mysli trojmistné c¢islo délitelné 29. Kdyz prohodi posledni dvé cifry, dostane
¢islo o 72 vétsi. Jaké je myslené ¢islo?

ReSeni 319

Je dan pravidelny 2009-tthelnik. Ndhodné vybereme dvé disjunktni trojice vrchold mno-
hothelniku. Jakd je pravdépodobnost, Ze se trojuhelniky urcené vybranymi vrcholy
neprotinaji?



29.

30.

Reseni 0.3 =6/20

Na sachovnici 3 x 3 jsou v hornich rozich bili jezdci a v dolnich rozich ¢erni jezdci. Kolik
nejméné tahu je potfeba, aby se ¢erni jezdci dostali do hornich rohti a bili do dolnich?

Reseni 16

Opravte pravou stranu jedné z rovnic tak, aby méla soustava feSeni a toto feseni uvedte:

r+y=41,y+2=13, x4+ 2=16,2x +y+ 2 =55, x + 2y + z = 52.

Format odpovédi: trojice ¢isel x,y, z v tomto poradi oddélenych ¢arkou.

ReSeni 21,18,—5



31.

32.

33.

34.

Mathrace Sada 3

odevzdavejte do 19.00

Na ulici jsou ¢tyfi domy riznych barev, v nich bydli lidé Nor, Ir, Rus a Slovinec, kazdy
chova jiné zvife a pije jiny napoj.

Nor bydli nalevo od Slovince.

Rus bydli tésné nalevo od rizového domu.

Kocky jsou v domé hned vedle muze, ktery pije kavu.

Clovék, ktery pije vino, bydli t&sné napravo od ¢lovéka, ktery pije ¢aj.

)

)

)

)
e) Nor bydli napravo od Zelv.

) Modry dtm je napravo od hnédého.

) Tteti dm zleva je modry.

) Mezi kotimi a osobou pijici ¢aj je jeden dtim.
Kde kdo bydli?

Format odpovédi: fetézec Ctyf pocateCnich pismen jejich narodnosti v poradi, ve
kterém bydli (zleva doprava).

ResSeni INRS,RINS,RNIS,RNSI

Najdéte soucet cisel a € N takovych, Ze pro dané a existuje trojice pfirozenych Cisel
(b,c,d) splitvjici a+b=cd, c+d=ab, a <b,a<c<d?

Reseni ANULOVANO (spravna odpovéd je 3)

Policii se podafilo dopadnout pfi loupezi trojici bratri. Védi, ze jde o Alfonse, Botka a
Cecila, ale nevédi, ktery je ktery. Védi také, ze Alfons vzidy mluvi pravdu, Botek vzdy
1ze a Cecil nékdy mluvi pravdu a nékdy lze. Policista si je postavi vedle sebe a pta se:
»,Jak se jmenuje ten uprostied?*

Levy odpovi:,, Alfons*
Prosttedni odpovi:,,Borek®
Pravy odpovi:, Cecil“

V jakém poradi stali?

Forméat odpovédi: trojice prvnich pismen jejich jmen v pofadi, ve kterém stoji (zleva
doprava).

Reseni BCA

Mame osm kulicek, z nichz kazda méa jinou hmotnost. Kolik potfebujeme vazeni na

vy,



35.

36.

37.

38.

39.

Reseni 10

Na tabuli je napsano pét vét.

Véty 4 a 5 jsou nepravdivé.

Véty 4 a 5 jsou nepravdivé.

Véta 1 je stejné pravdiva jako véta 4.

Véta 5 je nepravdiva.

A

Véta 1 je pravdiva, ale véta 2 je nepravdiva.

Rozhodnéte, které véty jsou pravdivé.

Format odpovédi: pétice pismen, z nichz i-té je P, pokud je i-t4 véta pravdiva a N,
pokud je nepravdiva.

Reseni NNNPN

Urcete prirozené Cislo, které v ¢iselné soustaveé pii zakladu n ma zapis zyz0 a v soustavé
pri zékladu 2n ma zapis yz5.

Format odpovédi: trojice Cislic zyz, tentokrat cifry ¢arkami neoddélujte.

Reseni 234

Na chodbé potkame Ctyti studenty, ktefi studuji matematiku nebo fyziku. Narozdil od
prvniho pfikladu zadny z nich neni blazen. Fyzikové vzdy 1Zou a matematici vzdy mluvi
pravdu. Kazdy z nich bud fandi nebo nefandi Brnénskému klubu Kometa.

Prvni povida: ,,Jsem fyzik a fandim Kometé.*
Druhy povida: ,,Jsem fyzik nebo fandim Kometé.“
Tteti povida: ,,Je-li mezi nami jediny fyzik, jsem to ja.“

Ctvrty povida: , Fanouskii Komety je mezi nami alespoii tolik, co fyziki.“

Format odpovédi: osm pismen, vzdy dvé pismena popisuji jednoho studenta. Prvni
pismeno ve dvojici je M,F podle toho, jestli je student matematik nebo fyzik a druhé
K nebo N podle toho, jestli fandi Kometé nebo ne. Pismena neoddélujte.

Reseni FNMKMNFN

Alfons, Borek, Cecil, Dusan a Emil jsou bratii, kazdy je jinak vysoky. Alfons je mensi
nez Emil. DuSan je vyssi nez Alfons i Emil. Alfons neni nejmensi. Borek je mensi nez
Emil. DuSan neni nejvyssi. Sefadté bratry podle vysky.

Format odpovédi: prvni pismena jejich jmen od nejmensiho k nejvyssimu.

ResSeni BAEDC

Polynom P ¢étvrtého stupné ma tu vlastnost, Ze pro vSechna x z intervalu (—1,1) je
P(z) € (0,1). Jaky nejvyssi koeficient mtize mit u z*?

10



40.

41.

42.

43.

44.

45.

ResSeni 4

Uvazme vSechny dvojice pfirozenych ¢isel x a n takovych, ze "1 — (x + 1)" = 2001.
Soucet vSech vyhovujicich z ozna¢me S, soucet vsech n je S,,.

Format odpovédi: dvojici ¢isel S, .S, v tomto poradi oddélenych ¢arkou

ReSeni 13,2
Uréete pocet permutaci (a, b, ¢, d, e, f, g, h,1) mnoziny {—4, -3, ...,4}, pro které je

at+b+tc=d+e+f=0.

ReSeni 2592 =2 6%

Je dana Sachovnice o rozmérech 7 x 7. Sloupce jsou oznaceny pismeny A az G, fadky
Cisly 1 az 7. Chceme odebrat jedno pole tak, aby bylo mozné zbyla pole pokryt L-
tetrominy (viz obrézek). Tetromina je mozno otacéet i preklapét. Urcete souradnice poli,
ktera lze odebrat.

Format odpovédi: oznaceni poli sefazené abecedné podle sloupcii, v pfipadé shody
podle radkt (napf. A1A4C3C5D2)
Reseni B2B4B6D2D4D6F2F4F6

Kolik existuje fetézcu délky 2009 slozenych z jedniCek a nul takovych, Ze pro kazdy
jeho podfetézec p plati |j(p) — n(p)| < 2, kde j(p) je pocet jedni¢ek v p a n(p) je pocdet
nul v p.

Format odpovédi: poslednich 5 cifer ¢isla

Reseni 40062

Uvazujme posloupnost ai,as,...,a; pfirozenych ¢isel nejvyse rovnych 2009. Urcete
maximalni pocet ¢lent takové posloupnosti, kdyz vite, ze kazdé dva jeji sousedni Cleny
jsou rtizné a navic v ni neexistuje ¢tvefice indext p < ¢ < r < s spliujici a, = a, #
aq = as.

ReSeni 4017

Necht A;, As, ..., As jsou mnoziny o péti prvcich a A; N Ay = As N A3 = A3 N Ay =
Ay N As = As N Ay = 0. Kolik nejméné prvki miiZze obsahovat sjednoceni vSech péti
mnozin A;?

ResSeni 13
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