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Mathrace Sada 3

odevzdavejte do 19.00

OSKAR CHCE NA ZACHOD

Oskar si chce v praci zajit na zachod, ale ten je pouze pro zaméstnance a dvere se
oteviraji pouze na ¢tyfmistny kod. Oskar ale kod zapomnél. Kdyz prisel ke dvefim,
tak si v§iml, Ze na ¢iselné klavesnici jsou tfi ¢isla sedfena: 3,1 a 0 (kod se tedy muze
skladat pouze z téchto ¢isel a jedno se v ném vyskytuje dvakrat). Jaka je pravdépo-
dobnost, ze Oskar uhodne kéd s témito znalostmi na prvni pokus?

Vysledek: 1/36

Postup feSeni:

Na vyfeseni této tlohy staci postupné vycist vSechny moznosti, podobné, jako nej-
spis bude muset Oskar. Jde to ale bez toho:

(a) Nejprve si vybereme cislo, které bude dvakrat. Pro vybér tohoto ¢isla mame 3
moznosti

(b) Dale nejprve umistime zbylé dvé cisla, kazdé jednou:
i. Pro prvni z nich mame 4 mozna mista
ii. Pro druhé mame 3 mozna mista

(c) Na zbylé dvé mista musime dat cislo, které je dvakrat
Celkem tedy mame 3-4-3 = 36 moznosti, a Oskar ma Sanci trefit se 1/36.

GONIOMETRIE

Vezméme si zakladni 4 goniometrické funkce (sin, cos, tg, cotg). Kolikrat se alesporn
dva grafy téchto goniometrickych funkci pronikaji na intervalu x € (0,1007)?
Vysledek: 701

Postup feSeni:

Nejjednodusi je se podivat na grafy funkci a spocitat praseciky. Protoze hodnota 27
je nasobkem periody vSech funkci, staci se podivat na pocet prisecikii v intervalu
[0,27].
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Z obrazku vidime, ze v intervalu [0, 27) je 14 prasecika, tedy v intervalu [0,1007]
jich bude 50-14 +1 (jeden pfi¢itame pravé pro x = 1007). Odpovéd je tedy 701.



33. DREVENA DESKA
Kouma chce vyrobit dfevénou desku z deseti prken 1 : 5 (délka : Sifka). Pét prken
polozi vedle sebe a dalSich 5 prken polozi pfesné na né otocenych o 90° tak, ze
vysledna deska tvori ¢tverec. Kolmo na prkna pak zatlouka hrebiky, ¢imz prkna
spojuje. Kolik potfebuje nejméné hiebika tak, aby vSechna prkna byla spojena?
Vysledek: 9
Postup feSeni:
Vsech 5 prken z jedné (napf. spodni) vrstvy se musi néjakym zpiiso-
bem pripojit ke druhé vrstvé, aby ani jedno neupadlo. Je vsak Gplné
jedno, k jakému prknu z druhé vrstvy prkno ze spodni vrstvy pfipev-
nime, nebof nasledné budeme muset spojit i prkna ze druhé vrstvy
k sobé.
Pokud tedy kazdé z 5ti prken pripojime k néjakému z druhé vrstvy,
budeme mit 5 ¢asti, které musime spojit dohromady a zaroven jsme
jiz pouzili 5 hfebikd. Na obrazku jsou prkna ze spodni vrstvy pri-
pojena k tomu stejnému z horni vrstvy a zbylé 4 casti desky jsou 4
samostatna prkna.
Ted nam tedy staci spojit zmiriovanych 5 ¢asti k sobé. Zvolme si
jednu cast jako hlavni, a to takovou, ke které jsme pfipevnili ale-
sponi 1 prkno ze spodni vrstvy (v nasem pfipadé to bude ta na 1.
obrazku). Vzhledem k tomu, Ze jsme prkna ze spodni vrstvy pfipo-
jovali vZdy pouze k jednomu z vrchni vrstvy, bude konkrétni spodni
prkno zakryto jen z 1/5 a na zbyla 4 prkna z vrchni ¢asti bude stéle
misto. Ted jen staci prkna na sebe vhodné polozit a véechny 4 ved-
lejsi casti jsme schopni pfipevnit na nasi hlavni, konkrétné na dané
spodni prkno. Na to budeme potfebovat 4 hiebiky. Celkem jsme tedy
pouzili 5+ 4 = 9 hrebika.

34. SIFROVACKA
Resenim této Glohy je zlaty fez. Odpovéd zadejte zaokrouhlenou na 5 platnych ¢is-
lic po prevedeni miliéntinasobku do oktalni soustavy.
Vysledek: 6130200
Postup feSeni:
Ze zadani vime, Ze feSenim je zlaty fez a jeho hodnota je ¢ = 1,6180339.... Takze
jeho miliéntinasobek bude 1618033,9.... Toto ¢islo prevedeme do oktalni, tedy os-
mickové soustavy:

1618033 :8 =202254 zb.1
202254 :8 =25281 zb.6

25281 :8 =3160 zb.1
3160:8 =395 zb.o

395:8 =49 zb.3
49:8 =6zb.1
6:8=02zb.6

Méame 1618033,...;9 = 6130161,...3. Odpoveéd dostavame po zaokrouhleni na pét
platnych ¢islic: 6130200.
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RADI1 TO NEMYSL]

Rada snida musli a haze si do ného ¢isla 1 az 10, kazdé pravé jednou. Kdyz prihodi
Cislo, které je soudélné s néjakym, které uz v musli ma, vSechna takova ¢isla zmizi
(v¢etné toho nové pridaného) a nahradi se jejich nejvétsim spole¢nym délitelem
(vsech, ktera zmizela). Jaky maze byt nejvétsi soucin vsech cisel, které ma nakonec
Rada v miisli?

Vysledek: 2520

Postup feSeni:

Konecny soucin muze obsahovat pouze prvocinitele 2, 3,5,7, budeme se tedy snazit
je tam dostat v co nejvyssi mocniné. Urcité se nam nepodafi ziskat vyssi mocninu,
nez jaka se vyskytuje v néjakém cisle, které Rada do miisli hodila (pokud by se
prvocislo vyskytovalo ve vice ¢islech, vsechna by zmizela).

Miizeme tedy ziskat maximalné 23-32.5.7 = 2520. Toho opravdu lze dosdhnout,
pokud cisla haze v tomto poradi: 1,7,2,10,4,3,6,5,8,9. Cisla 1 a 7 zmizet nemtiZzou
a prihozenim 2,10,4 skonc¢ime s dvojkou. Diky 6 zmizi 2 i 3, takZe uz nam nic
neprekazi skoncit s 5,8, 9.

NA ZMRZLINE

Magdalénka si s Tomasem koupili zmrzlinu. Zmrzlina je tvaru kuzele, na kterém
je polozZena polokoule o stejném polomeéru. Kolem kuzele je pak kornout zanedba-
telné tloustky. Domluvili se, Ze ona sni polovinu objemu a druhou polovinu necha
Tomasovi. Jaky podil z ptivodni délky hrany kornoutu méa Tomasovi ziistat, jestlize
thel mezi stranami kornoutu je 30° a Magdalénka ji zmrzlinu rovhomérné?
Vysledek: 0.91575

Postup feSeni:

Zmrzlina se sklada z casti s kornoutem - kuzele o poloméru podstavy r vysce h,
pricemz r = tg(15°)h, a polokoule o stejném poloméru r. Objem zmrzliny je tedy

Ze zkusenosti, i ze zadani vime, Ze vétsina zmrzliny je v kornoutu a tedy az Magda-
lénka doji, bude (diky podobnosti) objem zbyvajici zmrzliny roven objemu kuzele
o vysce xh a poloméru xr, kde x je odpovéd na nasi ulohu.

1
Vy= gn(xr)z(x}l) =x’ Vikuzele-
Tedy hledame x, pro které V, bude polovina V.

V= Vkoule
2

4.3
Vi 1 FTr 1 1
v Yote (Lo ST L ey L
4Vkuzele 2 437‘(1’2}1 2 2

3
+ Viuzele = 2% Viuzele = 2V



37. ONDROVY SVIHLE HODINKY

38.

Ondrovy hodinky ukazuji ¢as jako sestimistné ¢islo tvaru hhmmss. Pipnou mu vzdy,
kdyz je ¢islo délitelné 275 a po déleni 9 dava zbytek 4 a na pozici hodin (prvni dvoj-
¢isli) jsou pouze Cislice obsazené v sekundach. Kolikrat denné mu pipnou?
Vysledek: 1

Postup feSeni:

275 dava po déleni 9 zbytek 5 a 4 = 8-5 (mod 9), takze potfebujeme zkoumat
275-8 = 2200, a tedy 2200 + 9k - 275. Hned vidime, Ze 002200 sedi, protoze na po-
zici hodin i sekund jsou jen nuly. Pipnou hodinky znovu?

Nepipnou, nebot 9- 275 = 2475 a nasobky 45 maji na misté jednotek a desitek oo,
25, 50 nebo 75, z ¢ehoz udélame platné hodiny jen o ptilnoci nebo v pét rano. Na
kalkulacce zjistime, Ze po ptlnoci vyhovuje jen jiz zminény pfipad a v pét nevyho-
vuje zadny (056650 je fajn, ale nemame 66 minut).

LUKAS JE INTELIGENTN{ POZEMSTAN

Mimozemstané testuji inteligenci pozemstant. Jako hadanku vytvofi bludisté pro-
pojenych ¢tyf mistnosti ABCD, mezi kterymi se testovany subjekt miize pohybovat
pomoci mackani ¢isel (1,2, 3) na ovladaci, ktery mu daji soucasné s mapkou. Aby ho
mimozemstané pustili ven, musi se nachazet v mistnosti C a zakficet ,DEVATE*,
pokud to ale zakfici v libovolné jiné mistnosti, nemilosrdné ho zabiji. Lukas se ocitl
mezi testovanymi subjekty, na za¢atku mu ale nikdo neprozradil, v jaké mistnosti
se nachazi. Lukas je ale nastésti inteligentni pozemstan a nasel sekvenci cisel, kte-
rou musi zmacknout na ovladaci, aby se urcité nachazel v mistnosti C. Dokonce
dostal pochvalu, Ze nasel nejkratsi takovou sekvenci. Zadejte ji jako feseni.

Vysledek: 2312

Postup feSeni:

Nasim ukolem je najit tzv. synchronizacni sekvenci tohoto automatu. Pomtze nam k
tomu udélat si vyvojovy diagram. Na zacatku se mtzeme nachazet v libovolné z
mistnosti ABCD. Jestlize ale jednou zmackneme tlacitko ¢islo 1, tak se v tuto chvili
muzeme nachazet pouze v jedné z mistnosti ABC, protoze do mistnosti D nevede
sipka s ¢islem 1. Zkusime to tedy rozkreslit pro vSsechny moznosti.



Diagram obsahuje vSechny moznosti cesty délky 4. Proto feSenim je zvyraznéna
cesta v diagramu 2312. Kde:

A->C—->D—->A-—>C,
B—-C—-D—>A—C(C,

C—->A—->B—>B—C_,
D—-D-—-B—B—C.

39. 7-ADICKA CTVRTKA

Pro kazdé prirozené N existuje pravé jedna rada ij:o a,7", kde a,, € {0,1,...,6}
takova, ze

N

4. Za,ﬂ”— 1.

n=0

7N+1

Napiste soucet vSech hodnot, kterych miize nabyvat koeficient a,(;5.
Vysledek: 5
Postup feSeni:
Postupné vyzkousime prvnich par hodnot.
Pro N =1 dostavame
724 (ag7° +a;7") - 1.

To si mazeme piedstavit jako 4 - (ag7° +a;7') =1 = 49 - ¢, neboli ag + 7a; = 49[TC+1.
Vidime tedy, Ze 49 - ¢ + 1 musi byt délitelné ¢tyfmi, a kdyZ se na to podivame mo-
dulo ¢tyfri, vidime, Ze ¢ dava zbytek 3 mod 4. Vzhledem k tomu, ze a, € {0, 1,...,6},
dostavame ¢ = 3. Mame tedy rovnici ag + 7a; = 49[% = 37, ktera ma jediné reSeni
apg=2aa; =5.
Pro N = 2 dostavame

7314 (ag7° + a1 7" + a,7%) - 1.

To si nyni opét mtizeme predstavit jako 73 - ¢ = 4 - (ag + 7a; + 49a,) — 1 = (4 - (ay +
7a;) — 1)+ 4 - 49a,. Ztejmé 72 déli levou stranu rovnice, ale i 4 -49a,. Musi tedy
déliti4-(ag+7a;)— 1. My ale z pfedchoziho odstavce vime, Ze to ma jediné reSeni.
Dostavame tedy 73-c = 147+4-49a,. Po vydéleni ¢tyticeti deviti mame: 7-c = 3+4a,,
coz ma jediné feSenia, =1l ac=1.
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Pro N = 3 stejnym zptisobem dostaneme 7% -c = (4 (ag + 7a; +7%a,) — 1)+ 4- 73a3.
Obé strany rovnice museji byt nyni délitelné 73, coz uz vime, ze ma jediné feseni, a
sice 4 - (ag + 7a; +7%a,) — 1 = 73. Po vydéleni rovnice mame 7-c = 1 + 4-az, coz ma
jediné feSeniaz =5ac=3.

Pro N = 4 stejnym zptsobem dostaneme jediné feSeniay =1ac=1.

Nabizi se tedy myslenka, ze pro liché N > 1 bude vzdy a,, =5 a c =3 a prosudé N
naopak 4, =1 a ¢ = 1. Tu si nyni dokazeme pomoci indukce pro N.

Bazové pfipady N = 2 a N = 3 byly jiZ dokazany. Budeme nyni tedy predpokladat,
Ze tvrzeni bylo dokazano pro N €{2,3,4,...,k}, a chceme dokazat, ze pak plati i pro
N=k+1

Prvni varianta je, Ze k je liché a k + 1 sudé. Pro k tedy uz mame dokazano, ze 4 -
Y 0a,7"=1=751.3(aap =5). Pro k+ 1 tedy mame 7¥*2.c = 4.y k1 g 77 _1 =
(4- Zﬁ:o a,7" = 1) + 4 - ap 75 = 7813 4 4. g5 741, Po vydéleni rovnice ¢islem
7K1 dostavame 7c¢ = 3 + 4 - ag,1, coz ma jediné fesent, a sice ax,; =1 ac =1, coZ je
presné to, co jsme chtéli dokazat.

Zbyva nam tedy dokazat uz jen druhd varianta, a sice Ze k je sudé a k+1 liché. Pro k
tedy uz mame dokazano, ze 4-Zﬁ:0 a,7"-1=71.1(aa; =1). Prok+1 tedy mame
7K 2 c=4. Yk g 71 = (4.Y a7 1)+ 4 a5 7 = 7K 1 4 4y 7R Po
vydéleni rovnice ¢islem 7k+1 dostavame 7c = 1+4-ap,1, cozZ mé jediné feseni, a sice
ary1 =5 ac =3, cozje presné to, co jsme chtéli dokazat.

Kazdy koeficient je tedy jednoznacné urcen, a protoze 2025 je liché, dostavame, ze
45025 = 5, a tedy i celkovy soucet je pouze 5.

ToNDOV BALON

Tonda ma balén ve tvaru koule o poloméru 10, na kterém jsou vyznacené tii body,
které jsou od sebe stejné vzdalené. Pokud tyto tfi body propojime, dostaneme ta-
kovy pseudotrojuhelnik na sféfe, jehoz obvod je 15m. Spocitejte, jakou konvexni
plochu na kouli tento trojahelnik vymezuje.

Vysledek: 157.07963

Postup feSeni:

Jisté to, Ze 3 body jsou od sebe stejné vzdalené v R® implikuje, Ze jsou od sebe
stejné vzdaleny na sféfe. Tedy vznikly pseudotrojuhelnik je rovnostranny a kazda
jeho strana ma délku 5m. Jelikoz ma koule polomér 10, jeji obvod je 207, proto
délka kazdé strany pseudotrojihelnika je ¢tvrtina obvodu koule.

Po nakresleni obrazku vidime, Ze jediny (az na shodnost) takovy mozny trojuhelnik
je nasledujici:

[¢]
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Nyni mizZeme vyuZit néjakého vztahu pro obsah sférického trojahelnika, nebo si

uvédomit, Ze jeho plocha zabira osminu plochy koule. Tedy je rovna % Arr? =

nr® — 507 = 157,07963.

TONDOVA NAKLADACKA

Tonda ma polinka, a chtél by je naskladat do dfevniku. Drevnik je velikosti 4 x
4. Ma polinka délky 4,3,3,2,2,2. Kazdé polinko je sifky 1. Kolika zptsoby miize
Tonda dfevnik naskladat, aby byl Gplné plny? VSechny kusy dfeva jsou od sebe
rozpoznatelné.

Vysledek: 1392

Postup feSeni:

Pocitat vSechny moznosti po jednom by bylo prili§ zdlouhavé. Pokusime se tedy
najit par symetrii, které nam uleh¢i praci.

(a) Nebudeme zvlast pocitat rozmisténi obsahujici polena stejné velikosti na stej-
nych mistech zvlast. Pro kazdé takové jsou 2 moznosti, jak rozmistit polena
délky 3, a 3! = 6 moznosti, jak rozmistit polena délky 2, tedy celkem 12 moz-
nosti.

(b) Nebudeme zvlast pocitat rozmisténi, které se lisi jenom otocenim drfevniku.
Toho muzeme docilit tak, Ze budeme uvazovat jenom rozmisténi, ve kterych
je poleno délky 4 v levé ptlce dievniku. Rtizna otoceni jsou vidy 4. Nebot
poleno délky 4 je jenom jedno, a v kazdé pozici se pfi kazdém otoceni nachazi
na jiném misté.

Takze pro kazdé rozmisténi dfevniku s polenem délky 4 v levé poloviné ziskame
48 moznosti!

Dale se nam bude hodit jesté jedna véc. V mnoha rozmisténich difevniku se objevi
misto velikosti 2 x 3 (nebo 3 x 2), které musime vyskladat polinky délky 2. Na to
jsou vzdy 3 moznosti:

Pro Gsporu moznosti misto pro tyto 3 moznosti budeme znacit hnédym blokem:

Zbyva jiz jen postupné zkouset dat vSechny polinka na vSechna mista, kam se ve-
jdou tak, aby to slo dokoncit. Takovych konfiguraci je rozumné mnoho.
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Je tedy 7 moznosti, které jesté maji hnédy blok se 3 moznostmi. Dale mame 8
unikatnich moznosti. To je celkem 7 -3 + 8 = 29. Jak jsme uvedli na zacatku, tak
kazda nase moznost odpovida 48 moznostem ze zadani, takze vysledkem bude
29.48 =1392.

==
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ALFABETA
Mame polynom tfetiho stupné x> + ax? + bx + ¢ a vime, Ze ma celo¢iselné kofeny «,
B, v, které splnuji:

a’p+ap®+apy =28
azﬁy + aﬂzy =-224
a’pry +atp? =-147.

Jako feSeni odevzdejte soucet a+ b +c.
Vysledek: -1

Postup feSeni:

Ve tfeti rovnici vytkneme pfed zavorku:

a’B(y +a®) =-147

arozlozime 147 = 3-72.

Kofeny musi byt celociselné, tak zkousime postupné dosazovat. Pokud je vytknuta
¢ast 1, vyjde y = —148, coZ nesedi po dosazeni do prvni rovnice. Pokud je a = +7,
vyjde y = =52 a opét spor s prvni rovnici. Z f = =7 plyne a = +1,y = -4, coz je v
obou pfipadech spor s prvni rovnici. Ovéem =7,y = —4,a = 1 plati pro vSechny
tfi rovnice.

Nyni rozlozime polynom:

x3+ax2+bx+c:(x—a)(x—ﬁ)(X—V)

Roznasobenim dostaneme vztahy

a=-a-p-y
b=af+ay+py
c=-apy,

do nichz muzeme dosadit a ziskame

a+b+c=(-1-7+4)+(7-4-28)+(28) = 1.

TANECNI SOUTEZ

Terka se prihlasila do tanecni soutéze. Do stejné kategorie se pfihlasili pouze dalsi
2 soutézici. Tuto kategorii hodnoti 4 porotci, konkrétné A, B,C a Lea. Kazdy z po-
rotcti nezavisle rozhodne, které predstaveni se mu jak libilo a nasledné da kazdému
soutéZicimu c¢islo od 1 do 3, podle toho, na které misto by ho umistil - kazdy po-
rotce véetné Lei tedy udéli kazdé ¢islo pravé jednou. O findlnim umisténi rozhoduje
obdrzeny soucet bodti od vSech porotcti (nejmensi soucet vyhrava). Jaka je pravde-
podobnost, Ze Terka vyhraje (remiza neni vyhra), pokud vSichni porotci hodnoti
vystoupeni nahodné, az na Leu, ktera da Terce vzdy 1?

Vysledek: 13/27



Postup feSeni:
Vyslednou pravdépodobnost vypocitame jako:

pravdépodobnost = pocet moznych rozdéleni bodt, kdy ma Terka nejméné

vSechna mozna rozdéleni bodu

Vsechna mozna rozdéleni boda

Lea ma jasno v tom, ze da Terce 1. Mezi dalsi 2 soutézici musi rozdélit 2 a 3, ma
tedy 2! = 2 moznosti. Ostatni porotci museji mezi soutézici rozdélit 1, 2 a 3, maji
tedy 3! = 6 moznosti, jak se rozhodnout. Porotci se navzajem neovliviiuji, bodovani
je nezavislé, celkem tedy muzZe nastat 2-6-6-6 = 432 raznych rozdéleni.

Kdy Terka vyhraje

Kazdy porotce rozdéli mezi soutézici ¢isla 1, 2 a 3, tedy 1+ 2+ 3 = 6 bodt. 4 porotci
rozdéli mezi soutézici dohromady 4 - 6 = 24 bodi. Pokud bude mit Terka 8 boda a
vice, nemuze nikdy vyhrat (nejlépe dojde k remize, a to v pfipadé¢, kdy bude mit
kazdy soutézici 8 bodli (24 : 3 = 8)). Zamérime se tedy na situace, kdy ma Terka
mezi 4 a 7 body.

Terka ma 4 body

V Tomto pripadé obdrzela Terka samé 1 (pouze jedna moznost) a zaroven je zfejmé,
ze nikdo nemiize mit méné bodi — ve vsech pfipadech vyhrava. Kazdy porotce
musi mezi zbylé 2 soutéZici rozdélit 2 a 3, kazdy ma tedy 2 mozZnosti a celkovy
pocet moznych rozdéleni, kdy ma Terka 4 body, je 2-2-2-2 =16.

Terka ma 5 bodu

Tato situace nastane v pripadé, kdy da Terce jeden z porotcti hodnoceni 2 a ostatni
1. Lea da Terce vzdy 1, mame tedy 3 moznosti, od koho miize Terka dostat 2. I
v tomto pripadé Terka vZdy vyhraje, nebot druhé nejlepsi skére by bylo 2 + 2 +
2+ 1 =7 > 5. Dale ma kazdy porotce zase (nezavisle na ostatnich) na vybér ze
dvou moznosti, jak body rozdélit ostatnim soutézicim, celkovy pocet pfiznivych
rozdéleni pro Terku tedy bude 3 - 2* = 48

Terka ma 6 bodu

Zde mame jiz 2 odlisné zplisoby, jak mtze Terka tento bodovy zisk obdrzet.
Hodnoceni {1,1,1, 3}

V takovémto pripadé je druhé nejlepsi skore stale 2 +2+2+1 =7 < 6, Terka tedy

vzdy vyhraje. Mame zase 3 moznosti, kdo dal Terce 3 a dale kazdy porotce vybira
ze dvou moZnosti— 3 - 2% = 48.

Hodnoceni {1,1, 2,2}

Zde je druhé nejlepsi skore 1 +1 + 2 + 2 = 6 — mize tedy dojit k remize, kterou ne-
chceme. Nejdfive se zaméfme na to, kolika zptsoby mtize Terka dostat hodnoceni
{1,1,2,2}. Budou to zase 3 mozZnosti, protoZe Lea da Terce vzdy 1 a potiebujeme vy-
brat jednoho porotce ze tfi, ktery da Terce taky 1. Kazdy porotce dale vybira mezi 2
moZnostmi — vysledek tedy mtiZzeme vyjadtit jako 3(2% — pocet remiz), pfi¢emz re-
miza nastane v pripadé, kdy jeden ze soutézicich obdrzi samé 3 — to je pouze jedna
moznost, aviak mame 2 mozné soutézici, vysledek tedy bude 3(2% - 2) = 42.
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44.

Terka ma 7 bodu
I zde jsou 2 moznosti, jak mtze Terka obdrzet 7 bodu:
Hodnoceni {1, 2, 2,2}

Aby Terka vyhrala se 7 body, musi mit ostatni soutéZici 8 a 9 boda. Porotcim zbyva
rozdélit hodnoceni 1,1,1, 2,3, 3, 3, 3, z ¢ehoz vyplyva, Ze jeden soutézici musi dostat
{1,2,3,3} adruhy {1, 1, 3, 3} (pokud by nékdo dostal tfi 3, na druhého by zbylo moc
malo bodti a Terka by nevyhrala). Uvédomme si, ze pokud urc¢ime, kdo da 3 dru-
hému soutézicimu, je tim urceno celé rozdéleni bodti (kdo nedal 3 2. soutézicimu,
dava ji 3. a druhému dava 1 (Lea dava 2); kdo dal 3 2. soutézicimu, dava 3. 1 (Lea
2)). Potfebujeme tedy vybrat 2 ze 4 porotcd, ktefi daji 2. soutézicimu 3:

424
2) 2120 4

Hodnoceni {1, 1,2, 3}

V tomto pripadé nam zbyva rozdélit hodnoceni 1,1,2,2,2,3,3,3. Aby méli ostatni
soutézici 8 a 9 bodl,, mame 2 moznosti: {{2,2,2,3},{1,1,3,3}} a {{1,2,2,3},{1, 2,3, 3}}.
Nejdrive si uvédomme, zZe porotci A, B, C dali Terce hodnoceni 1,2,3 — mame tedy
3-.2-1 =6 moznosti v jakém poradi se tomu tak stalo.

V prvnim pripadé je jasné, ktefi porotci museji dat 2 tomu stejnému soutézicimu,
protoze zbyvajici porotce dal 2 Terce. Tim se jednoznac¢né urcuje zbylé rozdéleni, az
na to, ktery soutézici dostane {{2, 2, 2,3} a ktery {1, 1, 3,3}}. Mame tedy 2 moznosti.

Ve druhém pripadé se zaméfime na moznosti, jak maze 2. soutézici dostat {{1, 2, 2, 3}.
Tento pocet potom vynasobime 2, nebot pro 3. soutéZiciho to bude platit stejné a
zaroven ten dalsi vzdy dostane {1,2,3,3}}. 2. soutézici mtze dostat 1 pouze od 2
porotct (téch, ktefi ji nedali Terce). Pokud ji da ten, ktery dal Terce 2, je tim jed-
noznacné urcen zbytek, protozZe ten, co dal Terce 3, uz nemutze dat 2. soutézicimu
dalsi 1 — dostane 2 a zbyli 2 porotci museji dat 3. Pokud dostane 1 od toho, ktery
dal Terce 3, musi jesté dostat {2, 3, 3}}, pficemz vSichni 3 zbyvajici porotci maji k dis-
pozici 3, ale jen dva maji k dispozici 2 — mame 2, kdo da 2, ostatni daji 3. Celkem
tedy Terka vyhraje s hodnocenim {1,1,2,3} v 6(2 + 2(1 + 2)) = 48 pfipadech.

Celkem Terka vyhraje v 16 + 48 + 48 + 42 + 6 + 48 = 208 pripadech ze 432, pravdeé-

podobnost je tedy % = %

PYTHAGOROVA PROCHAZKA

Stépan s Ondrou musi na ranni pfednasku z algebry. Chodi po celo¢iselnych m¥izo-
vych bodech kartézské soustavy souradnic, kde jejich dim se nachazi na souradnici
(0,0) a skola na (20,20). Chodit mohou pouze po pieponach pravouhlych troja-
helnikt s vrcholy v mfizovych bodech a jejich cesta musi mit celo¢iselnou délku,
soufadnice své polohy mohou pouze ostie zvysovat (tzn. nesmi jit viibec dold nebo
doleva, ani kolmo nahoru, ¢i vodorovné doprava). Kolika zpiisoby se mohou dostat
do skoly?

Vysledek: 4

Postup feSeni:
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45.

Predpokladejme, Ze jednotlivé kroky jsou celociselné, tedy trojahelniky tvorené
krokem a odpovidajicimi iseckami na osach x a y jsou Pythagorejské. Potom délky
odvésen musi byt nejvyse 20, presnéji se museji nascitat na 20 a to jak ve sméru
x, tak ve sméru y. Pythagorejské trojuhelniky s obéma odvésnami mensimi nez 20
jsou

(3,4,5),(5,12,13),(8,15,17),
kde prvni dvé ¢isla jsou odvésny a tfeti pfepona.

Snadno zjistime, Ze jediny zpiisob, jak vybrat nékolik trojuhelnikd, jejichZ sourad-
nice se spravné nascitaji je vybrat (5,12,13) a (8,15,17). Cestu do skoly poté mu-
Zeme utvorit ¢tyfmi zpusoby, a to skrz bod (5,12), bod (12,5), bod (8,15) a bod
(15,8).

Podrobny diikaz, Ze staci uvazovat pouze celociselné trojuahelniky s odvésnami rov-
nobéznymi osam ponechavame kuriozité ctenare.

ANICKA NA TRESNicH

V sadu stoji 6 tfesni o obvodu kmene 107 cm. Stfedy jejich kment jsou v mfizce
3 x 2, sousedni stfedy jsou dva metry od sebe. Anicka chce natahnout provazek, na
ktery kladkou pfipne kosik. Provazek povede kolem kazdého stromu. Aby prova-
zek drzel, musi vést napnuty aspon kolem poloviny obvodu kmene, ne vSak okolo
celého obvodu, to by strom skrtil. Konec provazku Anicka navaze na zacatek. Jak
nejméné dlouhy provazek bude potfebovat? Odpovéd zadejte v metrech zaokrouh-
lenych na 5 desetinnych mist. Na obrazku je pfiklad povoleného obmotani stromi
v mfizce 2 x 2.

Vysledek: 15.07411

Postup feSeni:

Nejdfive ur¢ime nejkratsi cestu a poté vypocitame jeji délku. V idealnim pripadé
by nejkratsi cesta byla tvofena pouze pfimymi 2 m dlouhymi hranami, ale to kvili
podmince vedeni provazku kolem vice nez pulky a méné nez celého obvodu kmene
neni mozné. Navic diky poZadavku nejkratsi cesty stac¢i uvaZovat pouze cesty o
Sesti hranach. Chceme co nejvétsi pocet primych hran, ale musime pohlidat i rozdil
délek ostatnich mozZnych cest a pfic¢itani ¢aste¢nych obvodi kment. Mame nasle-
dujici kandidaty:
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Fot ot

Potfebujeme spocitat délku thlopficnych cest.
To jde jednoduse pomoci Pythagorovy véty.
Pro kratsi thlopficnou cestu plati, ze vzdale-
nost mezi sttedy stromii je V22+22 = V8 =
2V2. P¥epona trojthelniki na obrazku je tedy
V2 a kratdi odvésnu lze dopocitat z ob-
vodu kmene, r = 0,05m. Délka cesty bude
2V2-0,052. V druhém pfipadé je vzdale-
nost stiedt V42+22 = 25, délka cesty je
2V5-0,052.

Celkovy soucet délek hran v prvnim pfipadé je 4-2+4V2 - 0,052 ~ 13,653... a vime,
Ze na obvodech neni mozné pficist vice nez 0.6 m, tedy celkova délka nebude vétsi
nez ~ 15,538.... V druhém pfipadé mame soucet délek hran 5-2 +2V5-10,05? ~
14,471... a lze snadno odpozorovat, Ze na obvodech kmenti pricteme minimalné
4. %O, 1c+2- %O, 17t m, takze celkova délka bude vice nez ~ 15,806..., cozZ je vice nez
v prvnim pfipadé. Volime proto prvniho kandidata.

Pro pfesnou délku cesty nam zbyva dopocitat ¢asti obvoda kment (vSechny na-
sledujici vypocty budou v metrech). U dvou levych kment jde o % obvodu, tedy
% 0,1t = 4%7(.

Pti vypoctu pro prostfedni a pravé kmeny si pomtzeme nasledujicim obrazkem,
kde je pouze horni stfedni a dolni pravy kmen a vyznacené uhly, co nas budou
zajimat.
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U prostfednich kmenti pokryvé provézek thel 2rn—a a a = 7 -7 -, protoZe soucet

vnitinich hld trojahelniku je 7c. Uhel B dopoéitéme diky vypoctim vyse pomoci
funkce arkus sinus: g = arcs1n(0\/(§’) A proto a = J - arc51n(0\/0§5) a obvod bude

(zn—z+arcsm(0}5)) 0,17t = 5= (4n+arcsm(0}5)) 0,17.

U pravych kmenti nés zajima thel 2w — % —a = 27 + arcsin(%%) a mame obvod
2 1 V2

1 (Zn+arcsm(005)) 0,1m.

2n \/“
Celkové za Véech Sest kment mame:
2. Fm+ 2 (4n+arcsm(0}5)) 0,170 +2 5

2
- En"‘ 10[4”+arC31n(005)+ 4ﬂ+arcs1n(%)

0,05
20Tc+ 107z+ Larcsin(22 ;3 )=

—_
=
=
(€3]

~

20 T+t s arcsin
Nyni uz snadno dopoc1tame celkovou délku provazku:

4:2+4V2-0,052 + 557 + garcsin(%22) ~ 15,07410685 = 15,07411.
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