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Mathrace Sada 3

odevzdavejte do 19.00

Divnej $nek Lukis ma papir ve tvaru &tverce o strané dva. Papir rozptli (stithem rozvnob&Zznym
s jednou stranou) a jednu polovinu si poloZi na sttl. Druhou polovinu vezme a znovu ji rozpili na
pul (aby vznikly dva ¢tverce). Jednu polovinu pFida k papiru na stole, aby navazovala délka stran a
druhou stiiha déle. Zase ji rozstfihne na poloviny, jednu polovinu nastavi k papirim na stole stejnou
délkou hrany a druhou si neché. Takto na sebe vzdy navaze 3 kusy papiru (tedy kazda strana spiraly
bude tvofena ze t¥i kusi papiru) a pak cestu zato¢i (vZdy na stejnou stranu, aby se ¢asti papiru
stacely dovnit¥ a tvorily tak spirdlu). Takhle stitha az do nekone¢na. Mezitim ptijde Stépan a na
zaCatek papirového Sneka poloZi realného Sneka a neché ho oblézt po vnéjsi hrané papirového $neka
dovnit¥ spiraly (jako prvni poleze po delsi strané prvniho kusu papiru a ven ze spirdly uz neleze).
Jak dlouhou cestu $nek posneci?
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Vysledek: 7

ReZeni:

Vsimnéme si, ze délka prvni rovinky Sneka je 2+ 1 + % = %, délka druhé rovinky je 1+ % + i = g,
a tak dale. Délka kazdé rovinky je polovina pfedchozi délky. Se¢teme geometrickou poloupnost a
ziskdme

[NIEN]

=1.
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\
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Sudé funkce

Ada vymysli letosni Mathrace plakat, na ktery piSe spoustu funkci. Prozradila nam, ze f; = x + 3,
fo = 2% a dale plati, Ze f,411 = fn — fn_1. Uréete, kolik existuje p¥irozenych k mensich nez 10000,
pro které je funkce fi suda?

Vysledek: 3333

Reseni:

22



33.

fi=x+3

fo=a?

fa=fo—fi=a2*—z-3
fai=fa—fo=(2>—2—-3)—2?=—-2x-3
f5—f4—f3 (—x—3)— (2" —z - 3) = —a?
fo=fo—fa=(-2)—(~x—-3)=—-22+2+3
f7—f6_f5 (—x?+24+3)—(—2?)=x+3=Ff
fs=fr—fo=(a+3)— (-2’ +2+3)=2" = fo

Diky tomu, ze kazdé f,, zéavisi jen na piedchozich dvou, se ndm bude posloupnost funkci opakovat,
a to kazdych 6 funkei. KdyZz vyzkousime, které funkce jsou sudé, tedy které spliwji f,,(z) = fn(—2),
zjistime, Ze to jsou pravé ty, které obsahuji x s néjakym nenulovym koeficientem. To jsou fs, f5, fs....
Chceme takové funkce spoéitat pro k£ < 10000, tedy v f1, fo,. .., fogag. Z nich kazda trojice obsahuje
pravé jednu sudou funkci, takze jich je 3333.

Pegas se vraci

Pegas je ki, ktery na Sachovnici déla pohyb do L v jednom sméru o 3 pole a ve druhém o 1. Nyni
pegas zac¢ind v levém dolnim rohu klasické Sachovnice 8 x 8 a snazi se dostat do pravého horniho
pole. Kolika zptisoby to muze udélat, pokud chce udélat nejmensi mozny pocet skokua?

Vysledek: 26

ReSeni:

K snazsi orientaci pii FeSeni ulohy zavedme soufadnicovy systém a uvazujme Pegase jako bod, ktery
se pohybuje pouze po stiedech ¢tvercovych poli¢ek. Pocatek necht je stied policka v levém dolnim
rohu Sachovnice a jednomu policku uréeme rozmeéry 1 x 1. Pegas se tak snaz{ dostat z bodu [0, 0] do
[7,7].

Dale si uvédomime, Ze Pegas vzdy svym pohybem zméni svoji pozici o 1 ve sméru pravé jedné z os
a 0 3 ve sméru té druhé. Soucet zmén v obou soufadnicich je tedy konstantni a roven 4. Soucet
zmén v obou soufadnicich pfi daném poctu skokt déale oznacime ,,zména polohy* a soucet zmén
v obou soufadnicich pro jednu celou cestu jako ,,celkova zména polohy*. Celkova zména polohy musi
byt rovna 7 + 7 = 14. Celkova zména polohy bude zfejmé mensi nebo rovna souc¢tu zmén poloh pfi
jednotlivych skocich.

Ulohu si rozdélime na dvé ¢asti. V prvni uréime nejmensi mozny pocet Pegasovych skoki, v druhé
pak pocet ruznych cest, které nam pii tomto po¢tu mizou vzniknout.

Pocet skokt Pegase oznac¢me n. Zfejmé n > 3, protoze i kdyby se Pegas pohyboval pouze doprava
a nahoru, celkova zména polohy bude maximalné 12 < 14. Déle mizeme vyloudit i n = 4. Ve sméru
kazdé osy se totiz pii kazdém skoku zméni poloha o liché ¢&islo, proc¢ez po sudém poctu skoki bude
zména v obou soufadnicich sudé ¢&islo, tedy jisté ne 7. Plati n > 5; uvedenim feSeni pro pét skoku
prokazeme rovnost:

<

[]

Nyni se pokusime nalézt vSechna mozné feSeni tlohy.
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Kdy7Z si pohyb Pegase predstavime vektorové, kazdy skok je vektor ve tvaru (£1, £3) nebo (£3, £1).
Zaméime se nyni bez Gjmy na obecnosti pouze na soufadnici x a konkrétné na pocet pohybi +3
v této soufadnici ve stanovenych péti skocich. Hledame vSechny kombinace skoki, které x zvysi o 7.

e (0 nebo 5 vyskytid +3 neni mozné, protoze by soucet v zadné z kombinaci nedal 7

e pro 1 vyskyt +3 lze toto ¢islo doplnit pouze ¢tyimi 1, tedy {1,1,1,1,3}
e pro 2 vyskyty +3 lze doplnit pouze na: {1,1,—1,3,3}
e pro 3 vyskyty +3 to bude: {—1,—1,3,3,3}

e a kone¢né pro 4 vyskyty +3 mtZeme pétici doplnit jednoznaéné na: {1,3,3,3, -3}

Jednoznac¢nost doplnéni znamének v kazdém piipadé si jde jednoduSe rozmyslet. Vzhledem k vySe
uvedené podobé vektoru mame pro danou mnozinu soufadnic x také jednozna¢né urcené absolutni
hodnoty soufadnic y a podobnymi tvahami lze doplnit znaménka. Dostavame tak tyto ¢tyri mozné
kombinace skokii:

e (1,3),(1,3),(1,3),(1,-3),(3,1)
e (3,1),(3,1),(3,1),(-3,1),(1,3)
e (1,3),(1,3),(—1,3),(3,-1),(3,-1)
e (3,1),(3,1),(3,-1),(-1,3),(-1,3)

Hned vidime, Ze prvni dvé pétice jsou identické az na prohozeni soufadnic a obdobné je tomu
i pro druhou dvojici. Tato situace vznika diky symetrii tabulky podle spojnice stfedt startu a cile
Pegasovy trasy. MiuZeme tedy pouze najit pocet validnich permutaci pro napf. prvni (oznaéme A)
a tfeti (oznatme B) pétici vektort a tento pocet vynéasobit dvéma.

Muze se zdat, Zze na pocet permutaci pétic sta¢i uvazovat pouze klasickd kombinatorickd pravidla.
Musime ovSem také brat v potaz, ze Pegas nesmi nikdy opustit Sachovnici. Nesmi tedy po zadném
skoku nastat, Ze je souCet v nékteré soutradnici vétsi nez 7 ¢i mensi nez 0.

V praxi nam tak staci pro pétici A zajistit, aby skok (vektor) (1, —3) nebyl prvni ani posledni. Také
chceme, aby nenastala situace, pii které jsou vektory (1,3) prvni t¥i skoky (doslo by k piekroceni 7
v soufadnici y), ¢ aby prvnimi dvéma skoky nebyly (3,1) a (1, —3) v tomto pofadi (dostali bychom
y do zapornych ¢isel). Spocitame tak pocet permutaci vektori (1, 3), (1,3), (1,3), (3,1), pronasobeny
poctem povolenych umisténi vektoru (1, —3) do této sekvence, coz je % -3 = 12 a odecteme dvé vyse
zminéné moznosti, pii kterych Pegas vysko¢i z Sachovnice. Celkem tedy pro pétici A existuje 10
moznosti Pegasovy cesty a tedy 2 - 10 = 20 moznosti pro obé symetrické pétice.

U pétice B si snadno v8imneme, Ze prvni a posledni skok (vektor) musi byt (1,3), protoZe ostatni
maji alespon jednou soufadnici zapornou. Dle obdobné tvahy jako u pétice A vidime, Ze pocet
permutaci zbylych tif vektori (—1,3), (3,—1), (3,—1) je %: = 3. Tentokrat pii zddné z moznosti
Pegas nevysko¢i z Sachovnice, coZz lze snadno ovérit. Spolu se symetrickou pétici tak dostavame

dalsich 2 - 3 = 6 moznosti.

Celkem tedy existuje 20 + 6 = 26 raznych cest, kterymi se p¥i zadanych podminkach mohl Pegas
vydat.

Psychodéleni

O pfirozeném ¢islu n fekneme, Ze je OP, jestlize ma mezi v8emi pfirozenymi ¢isly od 1 do n nejvice
prirozenych délitela. Urcete hodnotu k-tého nejmenstho OP ¢éisla, kde k je paté nejmensi OP ¢éislo.
Vysledek: 240

ReSeni:

Pro zacatek si zkusime vypsat délitele napf. prvnich 15 pfirozenych ¢isel. Vypozorujeme nékolik véci:

(a) Paté nejmensi OP ¢islo je dvanéct, budeme tedy hledat 12. nejmensi OP ¢&islo.

(b) Pocet délitelti daného n lze ziskat pomoci jeho rozkladu na prvoéinitele: Necht n = p’fl . p’§2 .
... -pf, pak pocet délitela n je (k1 + 1)(ko +1) ... (k; + 1).

Nez hledat OP c¢isla pies jejich hodnotu, pocitejme pro kazdé k nejmensi ¢islo s k déliteli, feknéme
x. Napf. pro k = 10 = 2-5 je 219 = 2°~1 - 3271 = 48. Takto lze ziskat relativné rychle xj; pro
k < 50, ¢imz ziskAme posloupnost x. Jeji zacatek je 1,2,4,6,16,12,64,24 ... Z této posloupnosti
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pak vySkrtneme vSechna ¢&isla, pro néz pozdéji v posloupnosti existuje vétsi ¢éislo, z uvedeného za-
¢atku tedy cisla 16, 64. Toto odpovida situaci, kdy nejmensi ¢islo majici k1 = 5 délitela, x5 = 16 je
veétsi nez nejmensi ¢islo majici ko = 6 déliteli, zg = 12. Tedy 16 nemtze byt OP ¢&islem. Cisla, které
v posloupnosti zbyla, pak tvori podposloupnost z OP ¢&isel. Dvanactym prvkem této podposloupnosti
je ¢islo 240, coz je také vysledek.

Devyho véz

Obr Tonda vychazi a schézi schody velmi zvlastnim zpiisobem: vzdy piejde 11, 17, nebo 20 schoda
naraz a nijak jinak to neumi. Ob¢as ze srandy déva détem za tkol zjistit, kolika zptsoby dokéze sejit
néjaké schody dané délky.

Devyho uz tento typ tlohy extrémné Stve, a tak se rozhodl postavit véz, kterou Tonda nedokéze
vyjit ani jednim zptsobem tak, aby mu to vyslo pfesné. Zaroven ale chce, aby byla co nejvétsi. Kolik
maximélné miize mit schoda?

Vysledek: 69

Reseni:

Ulohu pieformulujme: misto nejvétsi véze, kterou nelze vyjit, hledejme nejmensi véz takovou, Ze
kazdou vyssi vyjit 1ze. Snadno vidime, ze pokud Tonda dokize presné vyjit véz s k schody, vyjde i
tu s k + 11 schody; stac¢i tedy hledat nejmensi k takové, ze lze vyjit k, ..., k + 10 schodi. Hledané
maximum pak bude k — 1.

Pravé jedno z ¢isel od k do k + 10 je nasobkem jedenacti (ozna¢me ho k + n), a lze jej vyjit pomoci
jedenactischodovych kroki. Uvazujme, jak se méni pocet vystoupanych schod, nahradime-li tyto
kroky za delsi. P¥itom se omezime na varianty, kdy se pocet nezvysi o vic nez jedenéct, tedy obcas
nahrazujeme vice kroki za méné. Je patrné, ze pokud k 4+ n je mensi nez 77, pak véZ o k +n + 3

17=11+6 2-17=33+1 3-17=4447 4-17=166+2
20=1149 | 17+20=33+4 | 2-17+20=44+10 3-17+20=166+5
2:20=33+7 | 17+2-20=55+2 | 2-174+2-20=66+8
3-20=55+5 17+3-20="77

4-20=7743

schodech nelze vyjit. Naopak, pokud k 4+ n je alesponn 77, pak lze vyjit véze o k +n+ 3, k+n + 2,
..., k4+n—7 schodech — sta¢i v tabulce tvary pfepsat na napt. 17420 =44—7,3-174+20 = 77—6.
Proto n =7, hledané k =70 a k — 1 = 69.

Vylepsené blafuj

Ema s Terkou hraji kostky. Stfidaji se po hodu, ptfi¢emz Ema za¢ind a hodi klasickou Sestisténnou
kostkou. V dal§im kole héazi Terka a musi hodit ¢islo vétsi nez Ema. Jestlize takové ¢islo hodi, pak
hézi Ema, jestlize ne, prohrava a Ema vyhravé, atd. S jakou pravdépodobnosti Ema vyhraje?
Vysledek: 31031/46656

Reseni:

Nejdrive tlohu rozdélime na 6 ¢asti podle toho, co Ema hodi v prvnim kole. Vypoéitame pravdépo-
dobnost vyhry Emy v kazdém pfipadé a jako vysledek bude jejich soucet vydéleny 6, protoze kazdy
hod ma4 stejnou pravdépodobnost, a to

6;
Ema hodi 6
Terka uz Emu neprehodi a Ema automaticky vyhrava s pravdépodobnosti pg = 1.

Ema hodi 5

Ema vyhraje s pravdépodobnosti % Pouze kdyz Terka hodi 6 (%), Ema okamzité prohrava. To
muzeme zapsat jako ps = % + %(1 —pg). Zde % je pravdépodobnost, Ze Terka Emu nepfehodi a Ema
tedy vyhraje. Pravdépodobnost %(1 — pe) = 0 vyjadiuje pravdépodobnost, Ze Terka Emu pfehodi a
Ema nésledné vyhraje.

Ema hodi 4

pa=g+g(l—ps)+§(L—ps) =5+ (5> +0=(3)

Ema hodi 3

ps=5+5l-p)+51—ps)+5(1—pe) =5 +5 3+ (5)° =5’
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Ema hodi 2
pr=F+g(l—ps)+5(l—p)+5(l—ps)+5(l—po)=3+5 a6 +5 3 +(5)° =)

Ema hodi 1

pr= gt (L=p2)+5(1=p3)+5(1=pa)+5(1=ps)+5(1-ps) = §+5 1905+ s16 T 5 56 +(5)° = (3)°

Celkovéa pravdépodobnost je tedy &(1+ 2+ (2)2 + (2)% + (2)* + (2)%) = 228

Z Brightonu do Francie

Vitek stoji na pobfezi Brightonu a snazi se dohlédnout do Francie. Kolik metri nad povrchem zemé
musi byt, aby tam mohl dohlédnout a nebranilo mu zakfiveni Zemé&? Odpovéd zaokrouhlete na celé
metry. Pocitejme, ze Zemé je koule o poloméru 6378 km a délka oblouku Francie - Brighton je 100
km. Vysledek: 784

Reseni:

100

6378

Velikost thlu « je takova ¢ast z 360, jaka je 100 km z obvodu celé zemékoule. Obvod zemékoule
je 127567 km. Uhel a tedy dopocitame jako 13267%06071" Trojuhelnik ACF je pravouhly, protoze te¢na
je kolma na polomér. Vypocitame kosinus jiz znamého thlu, ten se rovna pfiblizné 0,999998770.
Dostaneme, Ze cos a = %, odkud vyjadfime, Ze |AC| je pfiblizné 6378, 78402. Rozdil |AC| — |BC|

je tedy 784,02...m a hledana odpovéd je 784.

Eris jde ven bez cepice

Méme sus binarni operaci na pfirozenych ¢islech. Definujeme sus(a,b) jako citatele zlomku § v
zékladnim tvaru. O mnoziné fekneme, Ze je No cap, pokud je uzaviena na tuto operaci, coz znamena,
Ze pokud a, b lezi v mnoZing, pak i sus(a,b) leZ v této mnoZing. Urcete velikost nejménsi No cap
mnoziny, ktera obsahuje {400, 11664, 2460375, 614656} jako podmnozinu.

Vysledek: 25

ReZeni:
Nejprve si rozepiSeme ¢isla na sou¢in prvodéiniteli:
e a =400 =2*%.52
o b=11664 = 2* - 39,
e c= 2460375 = 3% . 53,
o d=614656 = 2% . 74,
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Pokud méame zlomek s ¢islem x v citateli, tak tento zlomek muZe mit v zdkladnim tvaru v Citateli
pouze Cislo, které ma v rozkladu na prvocinitele stejné prvocisla, ale mizou byt v mensi mocniné.
Nyni je otazkou v jaké mocniné tato prvocisla muzou byt.
z %. Potom miizeme dostat ¢isla, kterd budou mocninami prvocisel 2, 3, 5, 7.
e 7 — Mizeme dostat pouze mocninu 74, naptiklad jako sus(sus(d, a),a). Vzhledem k tomu, 7e se
7 nachazi pouze v d, mensi ani vétsi mocninu nedostaneme.
e 2 — Nejvétsi mocninou, kterou mizeme dostat, je 28, napiiklad jako sus(d,7*). Dale mizZeme
dostat pouze 2* napiiklad jako sus(2%,a). Protoze i v naich ¢&islech se 2 vyskytuje pouze v
¢tvrté a osmé mocning, jiné moznosti nedostaneme.

e 5 — MuZeme dostat jednoduge 53 jako sus(sus(c,b),b) a 52 jako sus(a, 2*). Kdy# na nich prove-
deme operaci sus, dostaneme dokonce 5.

e 3 — MiZeme dostat stejné jako v predchozich bodech 3% a 3°. KdyZ na nich nyni provedeme
operaci sus dostaneme 33, mensi mocninu & jinou mocninu neZ tyto 3 evidentné nedostaneme.

Kdyz méme nyni tyto jednoduché prvky nasi No cap mnoziny, mizeme je pouzit na dostani vSech
ostatnich prvki tak, Ze jimi budeme délit nase ¢isla a, b, ¢, d. Mizeme nyni kombinatoricky spocitat
nebo vypisem vSech moznosti zjistit pocet prvki nasi No cap mnoziny.

e 7 2% .52 mizeme dostat: 24 - 5, 24 .50, 20.52 20.51 90.50

e 7 2*.3% miizeme dostat: 24 - 33, 2% .39 20.36 20.33 20.30

e 7 3%.5% mizeme dostat: 3752, 3°. 5%, 39.50, 36.53 36.52 36.51 36.50 33.53 33.52 33.51
33.50,30.53 30.52 30.51 30.50

o 7 28 .74 muzeme dostat: 2% - 74, 20.74, 28.70 924.70 90.70

Nyni kdyz sec¢teme celkem vSechny prvky, dostaneme, Ze v nasi No cap mnoziné je pravé 25 ruznych
prvka.

Spokojeny par

Anicka a gtepén tvoli par. Vime, ze Anicka ma maximalné 7 penéz a gtepén maximalné 27 penéz.
Anicka a Stépén se budou mit radi, pokud rozdil mnozstvi penéz Stépéma a dvojnasobku mnozstvi
penéz Anifky (v tomto pofadi) bude v intervalu (—m, 7). Jinak by si zavidsli. Cht&ji si koupit va-
no¢niho kapra. K tomu potiebuji, aby soufet mnozstvi penéz Stépana a dvojnasobku penéz Anicky
(jeji kamarad Lukas ji totiz pfrispé&je stejnou Castku, jakou sama m4) byl alesponn w. Aby to ne-
bylo jednoduché, maji oba zamilovani sklon k pySe. Proto pokud sou¢et mnozstvi penéz Stép{ma a
dvojnésobku mnoZstvi penéz Anicky presdhne 37, zpychnou. Anicka je povérciva a povazuje Cisla z

intervalu (5 — %, 3+ %) za nestastna. Stépan je povéréivy jestd vic a za nestastna povazuje Cisla
z intervalu (7, 5°). Pokud néktery z nich ma mnoZstvi penéz, které povazuje za nestastné, bude

smutny. Vztah Anicky a gtépéna bude funkéni, pokud alespoi jeden z nich nebude smutny. Jestlize

se Anicka a Stépén budou mit radi, koupi si kapra, nezpychnou a jejich vztah bude funkéni, pak se

do roka a do dne vezmou. Jaka je pravdépodobnost, Ze se do roka a do dne vezmou?

Vysledek: 0.44934

Reseni:

Na ose ¢ budeme vynaSet vSechny moznosti, kolik penéz ma Stépan, na ose y naopak Anicka. Vzhle-

dem k tomu, Ze Stépan mé mit maximalné 27 penéz a Anicka maximalné 7, budou se vSechny pfi-

pustné dvojice mnozstvi penéz nachazet uvnit obdélnika s rozméry 7, 27. Podle pozadavki tlohy si

v tomto obdélniku zaznacime funkce, které ohranic¢uji vSechny podminky a vznikne ndm podmnozina

Ctverce, ktera obsahuje body, které vyhovuji zadani. Konkrétné jde o funkce y — 2x = 7,y + 2z =
3r

my+2x=3n,x=75 =+ %, y = 5,y = 5. Tim dostaneme nésledujici obréazek:

Nyni potifebujeme pouze vypocitat obsah modré ¢ésti a obsah celého ¢tverce, hledané pravdépodob-
nost je potom podil téchto hodnot. Obsah celého &Etverce je 27 - 7 = 272, Obsah modrého ttvaru
vypocitame jako obsah celého ¢tverce — soucet obsaht ¢tyt trojihelnikti — obsah obdélnika. VSechny
¢tyfi trojihelniky jsou shodné a pravouhlé, délky jejich odvésen jsou 7 a 7, proto soucet jejich ob-
saht je m2. Obdélnik ma delky stran % a 7, jeho obsah je tedy 1. Obsah modrého utvaru je tedy

”227:21 , coZ se po zaokrouhleni rovné 0.44934.

212 — 72 —1 = 72 —1. Hledana pravdépodobnost je tedy
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40. Osmisténna kostka
Kolik existuje rtznych osmisténnych kostek, pokud plati, Ze kdyz kostku postavime na libovolny
vrchol a rozdélime ji podle vodorovné osy na dvé poloviny, bude soucet ¢tyt Cisel ve vrchni Gésti
stejny jako soucet Cisel ve spodni ¢éasti? Kostky jsou rtzné, pokud je nemiZzeme ztotoznit libovolnou
rotaci v prostoru.

Vysledek: 6

ReZeni:

Nejprve si tlohu trochu analyzujme. Soucet ¢isel na vSech sténéch je Zi:l n = 36. Kazda polovina
kostky bude mit tedy soucet 18. Jsou pravé ¢tyfi kombinace ¢isel, kterd nam daji soucet 18 a zaroven
obsahuji jedni¢ku, a to:

1+2+4+7+8— druha stranaje3+4+54+6
1+34+6+8— druha stranaje2+44+5+7
1+4+5+8— druhé strana je2+3+6+7
1+4+4+6+7— druhd stranaje2+3+5+8

Pro kazdou z mozZnosti si rozkreslime, jak muze rozestavéni ¢isel na kostce vypadat, a pak proskrtame
opakujici se moZnosti (oznacujici stejnou kostku po otoceni). Zbude nam 6 rtiznych kostek:

4 7 4 6 6 4
1 6 1 7 1 7
8 3 8 2 8 2
) 2 5 3 3 5
4 ) 4 5 6 3
1 8 1 8 1 8
6 3 7 2 7 2
7 2 6 3 4 )

41. Sloup
Stépan se netsst na zkousku z anglictiny, tak chodi okolo sloupu, aby mu ¢as ubthal pomaleji. Pritom
obc¢as zméni smér, aby se mu nemotala hlava. V dany moment Stépan vnima Cas rychlosti D =t,.- k,
kde ¢, je normalni plynuti ¢asu (konstanta hodnoty 1 minuta za minutu), k = % +1aT je das od
posledni zmény sméru v minutach. Pokud tedy napi. D = 3, pak se Stépénovi realni minuta zda
jako tfi. Jak dlouho musi Stépan realns chodit, aby se mu zdalo, ze chodi okolo sloupu 340 minut?
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Uvazujte, ze zméni smér vzdy po realné pilhodiné chozeni.

Vysledek: 140

Reseni:

Podivejme se nejprve na to, kolik ¢asu ubéhne Stépé,novi mezi zménami sméru. V redlném case
ubéhne 30 minut. Ze zacatku vnima Stépan ¢as stejné jako realitu. Na konci (t&sné pred otackou)
vnima Stépan &as rychlosti D = t,.- (L 41) =t,-(334+1) = 4-t,. Zkusme si ted veli¢iny p¥ipodobnit
k nécemu, co uz zname. Rychlost vnimani ¢asu zni dost jako rychlost, uplynuty realny ¢as by mohl
byt normAalni cas, Stepanern vnimany ¢as by mohla byt vzdalenost. Stepanova rychlost vniméni se
ale méni a nas by zajimala vzdalenost. Najdéme si proto vzore¢ek pro rovnomérné zrychleny pohyb:
s =wvy-t+ %gt2 kde g je zrychleni a vg - t je vzdalenost, respektive ¢as, ktery by vnimal, kdyby
nezrychloval, tj. normélnf ¢as, a to 30 minut. Ty ale zname prece taky! Co se tyce g, za 30 minut
se Stépanovo vnimani asu zvedne z 1 min/min na 4 min/min, tedy g = g = 4301 = 110, avy =1,
nebot jde o standardni vniméni ¢asu. Pocitejme:

L o
s=uvg-t+ =gt

2
1- 30+1 L - 302
5= 210

s = 75 min

Spocitali jsme tedy, ze gtépan dobu mezi otockami vnima jako 75 minut; vime, ze 340 = 4 - 75 + 40.
Musime proto jesté spocitat, kolik realného ¢asu je pro Stépana zbylych ¢tyficet minut. Dosadime
tedy do predchoziho vzorecku a budeme pocitat.

1
40=1t+— -t?
T

0 =t + 20t — 800
0 = (t — 20)(t + 40)

Protoze pro nas ¢as musi byt kladny, volime kofen ¢ = 20. Dohromady realné muselo ubéhnout
430+ 20 = 140 min.

Valec a koule

Na stole je valec o vySce 16 cm a poloméru podstavy 2 cm. Vélec na stole lezi jednou z podstav.
Dale se na stole nachéazeji 2 koule o poloméru 1 cm. Také vime, Ze kazda dvojice téles se dotyka.
Uréete v cm? obsah trojihelniku s vrcholy v bodech dotyku.

Vysledek: 0.62854

Reseni:
Nejprve si uvédomime, ze prunik libovolné roviny rovnobézné s deskou stolu a zadaného ttvaru je

bud prazdna mnoZina, nebo mnozina bodi tvofici 3 kruZnice, pfi¢emz v roving, ve které se nachazeji
zadané t¥i body dotyku, jsou tyto body také body dotyku téchto kruznic.

Ulohu si tak miizeme zjednodusit na obsah zvyraznéného AJK L na nasledujicim obrazku:

AGHI a ANGJL jsou podobne s koeficientem podobnosti 2 %, a tedy ze znalosti |[HI| = 2 (dvakrat
polomér koule) vime, Ze |JL| =

Oznacme stied tsecky JL jako S.

Vyska |SK| v AJKL na stranu LJ je ziejmé |GK|—|GS|. Velikost |GS| dopocitame diky koeficientu
podobnosti z |GK|, coz je vyska v AGH I. Zarovei vime, Ze |GI| = 3 (soucet polomérti vélce a koule).
Z Pythagorovy véty plati:

|GI? = |KI|? + |GK|?,
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Tedy:

IGK| = |GI? — |[KI?=/(24+1)2-12=v8=2V2
2 4
|GS|—§|GK|—§\@

2
|ISK| = |GK| —|GS| = g\/5.
Nyni sta¢i dosadit vypoctené hodnoty do vzorecku pro obsah trojuhelniku:

4 2
. 2.2.42 .

5 5 ~ 0.62854 cm.

Lea porad mysli na polynomy

Mame polynom &tvrtého stupné z? + az® + bx? 4+ cx + d. Vime, Ze je sou¢inem dvou polynomit
druhého stupné z2 + ex + f a 22 + e’z + f’, které maji diskriminanty rovny 9 a 16 a minimalné&
jeden kofen maji stejny. Téz vime, ze ma nas polynom pouze celo¢iselné kofeny vSechny v absolutni
hodnoté mensi nebo rovny péti. Napiste souéet vSech mozny hodnot, kterych miize nabyvat d, za
predpokladu, ze a = 7.

Vysledek: -40

ReZeni:

Stejné jako ptivodni polynom budou mit oba polynomy, na jejichz sou¢in ho rozkladame, celo¢iselné
koteny, které budou v absolutni hodnoté mensi nebo rovny péti. To znamena, Ze tyto polynomy
budou mit i celo¢iselné koeficienty. To nam nedava aZ tak moc moZnosti, jak dané polynomy mohou
vypadat. Napisme si u obou polynomi vzdy pro danou hodnotu e ¢ €', jakou museji mit hodnotu
koeficienty f & f’ — (dopo¢itdme ze vzorecku pro diskriminant b? — 4ac). A jaké nam to pak dava
koreny — zjistime z Viétovych vztaha.
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Nejprve pro x2 + ex + f s diskriminantem 9. To znamena, Ze nam staéi zkoumat licha e, protoze
jinak by f nebylo celo¢iselné.

e le| =1— f = -2 tedy mame dv& moZnosti pro kofeny —1, 2 nebo 1, —2.

e |e|] =3 — f =0 tedy mame dvé moZnosti pro kofeny 0, 3 nebo 0, —3.

e |e| =5 — f =4 tedy mame dvé moZnosti pro kofeny 1, 4 nebo —1, —4.

e |e|] =7— f =10 tedy mame dvé moznosti pro kofeny 2, 5 nebo —2, —5.

e Pro vétsi e v absolutni hodnoté dostaneme uz moc velké koteny.
Nyni pro 22 + €'z + f’ s diskriminantem 16. To znamen4, Ze nam stadi zkoumat sudéa e’, protoZe
jinak by f’ nebylo celoéiselné.

e |¢/| =0 — f' = —4 tedy mame kofeny —2, 2

e |¢'| =2 — f/ = -3 tedy mame dvé moZnosti pro kofeny —1, 3 nebo 1, —3.

e |¢/| =4 — f' =0 tedy mame dvé moznosti pro kofeny 0, 4 nebo 0, —4.

e |¢/| =6 — f/ =5 tedy mame dvé& moZnosti pro kofeny 1, 5 nebo —1, —5.

e Pro vétsi € v absolutni hodnoté dostaneme uz moc velké kofeny.
Nyni opét pouzijeme Viétovy vztahy, a to na dopoc¢itani koeficientii. To, Ze je a rovno sedmi, zna-
mena, ze soutet kofend je roven minus sedmi. Vzhledem k tomu, Ze naSe dva polynomy maji mit

navic alespon jeden kofen stejny, dostaneme, ze jediné moznosti kofent jsou —2, —5, —2, 2 a 0, —3,
0, —4, 0. Nyni vime, Ze d je rovno soucinu vSech kofent, takze feSenim je —40 + 0 = —40.

44. Jekl étvercovy
Tonda se kvili nedorozuméni dostal do vézeni a velmi se tam nudil. Od svobody ho oddélovala
miizka n x m ¢tvercti. Tonda napocital, ze miizka obsahuje 50141 pod¢tvercd, coz jsou Casti miizky
z k X k ¢tverca pro néjaké k > 1. Najdéte vSechny moznosti pro n a m. Jako vysledek zadejte soucet
s(n) + s(m) pfes vSechny mozné rozméry miizky, kde s(z) je ciferny soucet .
Vysledek: 142
ReSeni:
Zatnéme tim, ze si zafixujeme n < m. Uvédomme si, jak se v takovémto pripadé bude pocitat pocet
v8ech ¢tverct. Hledame-li ¢tverecky o velikosti 1 x 1, pak jich tam bude n v jednom sméru, m ve
druhém, celkem tedy n-m. Pokud chceme ¢tverecky velikosti 2 x 2, pak se divejme jen na t¥eba horni
levy ¢tvereéek, to budou v jednom sméru v8echny aZ na ten posledni, tj. (n — 1) - (m — 1), atd. Az
do velikosti n x n, to je ten nejvétsi ¢tverec, ktery se tam pii nasem predpokladu vleze. Rozepisme:

I1x1...n-m
2x2...(n—1)-(m—1)
3x3...(n—2)-(m—2)

nxn...m—n+1)-(m—n+1)=1-(m—-—n+1)

Napisme si soucet vSech ¢tverct jako sumu a upravujme pomoci vzorci pro aritmetické a kvadratické
fady:

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
Z(n—i)(m—i):an—in—im—l—iQ:an—Zin—Zim—i—ZiQ
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 i=0
-1 -1 1)(2 1
=D @=Dn e DEatD)
2 2 6
50141:n2m—n3;n2—n22_n.m+2n3+zn2+n— 2

300846 = 6n°m — 3n® + 3n% — 3n?m + 3nm + 2n® + 3n% + n — 610>
300846 = 3n’m — n® + n + 3nm
300846 =n-(n+1)-(3m —n+1)
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Soucet jsme si upravili do pomérné hezkého tvaru, vime, Ze n,m jsou poCty ¢tvercd, a proto i
prirozena ¢isla. Nesmime ovSem zapomenout, Ze tento vzorec neni symetricky a plati jen za podminky;,
ze n < m. Jak na to ted? Vidime, Ze ¢islo 300846 je délitelné dvéma po sobé jdoucimi &isly n,n + 1.
Mizeme si tedy najit vSechny délitele ¢isla 300846 a podivat se, ktefi délitelé jdou po sobé a pro né
pak dopoéitat m a jen hlidat, Ze pofad plati n < m. Pro ty lingjsi (jako ja) se da napsat jednoduchy
for cyklus.

import math

def cifernysoucet(x):
return sum(int(digit) for digit in str(x))

def check(n,m):
ctverecku = 0
for i in range(l,n+1):
ctverecku += (n+1-i)*(m+1-1)
print("Soucet ctverecku:", ctverecku)

soucet = 0O
big = 6%50141
limit = int(math.sqrt(big))
for n in range(l, big):
if big % (n*(n+1)) == 0:
y = (big/(n*(n+1))+n-1)
if y % 3 == 0:
m=y//3
cifsoucet = cifernysoucet (int(m))+cifernysoucet(n)
soucet += cifsoucet

print("n=",n, " m=", m, " ciferny soucet:", soucet)
if n < m:

check(n,int (m))
else:

check(int(m),n)

Podivejme se, jak to tedy dopadne:

n= 1 m= 50141.0 ciferny soucet: 12
Soucet ctverecku: 50141

n= 2 m= 16714.0 ciferny soucet: 33
Soucet ctverecku: 50141

n= 13 m= 555.0 ciferny soucet: 52
Soucet ctverecku: 50141

n= 38 m= 80.0 ciferny soucet: 71
Soucet ctverecku: 50141

n= 57 m= 49.0 ciferny soucet: 96
Soucet ctverecku: 50225

Vidime, Ze jsme ziskali p&t vysledk, nicméné ten posledni je 57 a 49, kde n je vétsi nez m, pfi¢emz
pii zpétné kontrole vysel soucet jiny, nez chtény (je tomu proto, Zze pii Spatném potadi n,m se v
sumé zacnou objevovat zaporné ¢leny a soucet zmensi na pozadované ¢islo, to je vSak pfi redlném
pouziti §patng, protoZe nemiZzeme mit zaporny pocet Gtverecki).

Vyhodime proto posledni dvojici a vezme ciferny soucet a zvétsime ho dvakrat (pozn. ciferny soucet
je poCitan postupné, tedy ciferny soucet ve vystupu uz je ciferny soucet jeho a v8ech predchozich
dvojic). Protoze ted jsme predpokladali, Ze n < m, ale pro m < n ziskame dalsi symetricka FeSeni.
Resenim je proto ¢islo 142.
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45. Komplexni Zivot pana Fibonacciho
Mgjme jednotkovou kruZnici a na ni posloupnost bodi (f,,)22,, body jsou ur¢ené svym thlem «;,
ktery sviraji s osou x. Vime, ze ag = 21—’{ aq; = % a plati a; = a;_1 + a;_5. Oznaéme m minimalni
vzdalenost, kterou mize mit bod posloupnosti od bodu 1, tedy m = min(|f, —1|). Najdéte nejmensi
i takové, ze |f; — 1| = m.
Vysledek: 21
ReZeni:
MiZeme si povsimnout podobnosti s Fibonacciho posloupnosti: Fy =0, Fy =1, Fr, =1, F3 =2, ..,
ktera je definovana jako F; = F;_1 + F;_o.

.a2:F2.2i+F1.2i

13 11

—F, .2 L F, .20

e az=1r3 -3+ LI2-
21 21
.a4:F4'ﬁ+F3.H

e Obecné tedy pro n > 2 dostaneme o; = F; - 21—’; + F;_q- %r

Nejmensi mozné vzdalenost od bodu 1 by samoziejmé byla nulova vzdalenost. Abychom mohli tuto
vzdalenost dostat, potfebovali bychom, aby existovalo i takové, ze F; je délitelné t¥inacti a F;_1 je
délitelné jedenacti. Prvni takové ¢ je 21. Tudiz prvni ¢, pro které je vzdalenost 0, je 21.
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