16.

17.

Mathrace Sada 2

odevzdavejte do 18.00

Polynom se Vraci!
Anicka se na prednasce naucila o zajimavém polynomu. Na zkouSce ovSem zjistila, Ze ho zapomnéla.
Zapamatovala si pouze, Ze byl tvaru 23 + ax? + b, a Ze jeho koFeny tvofily aritmetickou posloupnost.
Pomozte ji urcit a%

. . 2
Vysledek: —5=
ReSeni:
Pouzijeme legendarni vlastnost kofent polynomu, a to konkrétné Vietovy vztahy. Vime, Ze polynom,
ma tii redlné koteny. Nazveme je x1, xo, x3 tak, ze 1 < xo < x3. Pak urcité plati:

23+ ax? +b=(z—x1)(x — z2)(x — x3)

=2 — (21 + 29 + 23)2% + (2122 + T2T3 + T321)T — T1T2T3
A jelikoz rovné polynomy musi mit rovné vSechny koeficienty, tak méame:

—a =21+ x2+ T3
0=x120 + X273 + 371
—b= L1X2T3
Dale jesté vime, ze kotfeny tvofi aritmetickou posloupnost. Pak existuji m, d takové, ze:
1 =m—d
T2 =M
r3=m-+d

Nyni jsou to jiz jen algebraické tpravy:

—a=z1+2x9+r3=m—d+m+m+d=3m
0 = 2129 + xox3 + 2371 = (M — d)m +m(m +d) + (m — d)(m + d) = 3m?* — d?

—b = 212903 = (M — d)m(m + d) = m*® — md*

Z prvni rovnice mame m = =*. Z druhé mame:
2 2
d>=3m*>=3—=—
I
Ze treti se v8e dourdi:
3 2 943
Ch=—md = & T4 2
M = T3y T
b 2
a3 27

Vysledek je tudiz —%.

Kolecka

Uvazujme t#i kruznice se stejnym polomérem r = 2 takové, Ze kazdé dvé maji vné&jsi dotyk. Urcete
obsah oblasti mezi témito kruznicemi

Vysledek: 0.64502

Reseni:

Zadani si zakreslime do obrazku.

Z néj je ziejmé, ze AABC je rovnostranny s délkou strany 4ecm a body dotyku F, F, G jsou jeho
stfedni pricky. AABC tak déli na 4 shodné trojuhelniky, které oproti nému maji ¢tvrtinovy obsah
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18.

a jsou mu podobné s koeficientem podobnosti 2.

Vidime, Ze obsah kazdé ze zelenych oblasti je rozdil obsahu kruhové vysece, uréené stranami AABC,
a jednoho z téchto mensich rovnostrannych trojihelnikii. Dale oranzovi oblast je rovna obsahu
ADEF zmenSenému o trojnasobek obsahu zelené oblasti.

Stfedovy thel kruhové vysede je 60°, jelikoz splyva s ZBCA, a tudiz obsah vysefe bude Sestina

obsahu kruznice se stiedem v C, tedy % = %w.

Dale si spoCitame obsah nap¥. AADF. |AD| = 2 a vyska na tuto stranu je z Pythagorovy véty
V22 —12 = /3. Obsah zelené oblasti tak mizeme vyjadiit jako %w — V3.

Na zavér pak znovu vyuZijeme vypocitany obsah AADF a zelené oblasti a vypocitame obsah oran-
zové oblasti jako:

V3 =3 (37 —V3) = 4V3 — 21 = 0.64502 cm?.

Neklesajici posloupnost

Kolik existuje maximalné ¢tyfcifernych ¢isel takovych, ze jejich cifry tvoii neklesajici posloupnost,
jejich ciferny soucet je nejvyse 13 a davaji zbytek 1 po déleni 57

Vysledek: 34

Reseni:

Dané ¢islo musi mit na pozici jednotek 1 nebo 6, aby platilo, Ze po déleni péti dava zbytek 1. V
nasledujici tabulce jsou vypsana ¢isla s neklesajicimi ciframi (tj. bud jsou stejné, nebo postupné
rostou) a jejich ciferné soucty. Pokud C'S > 13,dané ¢islo nemé smysl zvétSovat a na dalsim fadku se
pokrac¢uje zavedenym principem vypisovani / novou ¢islici. Napf. C'S(2236) = 13 => 2336 nefesime.

13



19.

20.

Cislo CS | Cislo CS | Cislo CS | Cislo CS Vyhovujicich ¢isel
1111 4 111 3 11 2 1 1 4
1116 9 116 8 16 7 6 6 4
1126 10 | 126 9 26 8 3
1226 11 | 226 10 2
2226 12 1
1136 11 | 136 10 36 9 3
1236 12 | 236 11 2
2236 13 1
1336 13 | 336 12 2
1146 12 146 11 46 10 3
1246 13 | 246 12 2
346 13 1
1156 13 | 156 12 56 11 3
256 13 1
166 13 66 12 2
Celkem | 34

Celkem existuje 34 vyhovujicich ¢isel.

Hraci automat

Lukas Sel do kasina a sedl si k hracimu automatu. Mé deset Zetont. Po vhozeni prvniho Zetonu méa
pravdépodobnost na vyhru 1.5 %. Kdyz prohraje, mtze vhodit dalsi Zeton s tim, Ze pravdépodobnost
na vyhru je kazdé dalsi kolo o 1.5 % vy&si; tedy prvni kolo 1.5 %, druhé kolo 3 %, t¥eti kolo 4.5 % a
tak dale. Kdyz vyhraje, vezme si vyhru a odejde, jinak odejde po deseti pokusech bez vyhry. Jaka

je pravdépodobnost, Zze odejde s vyhrou?
. . 4655331787877964201
Vysledek: {55505000000000000

Reseni:

Mohou nastat pouze dvé moznosti — bud Lukas po n&jakém poctu kol vyhraje, nebo ne. Pravdépo-
dobnost, Ze se mu to podaii, spocitame jako jedna minus Sance, Ze odejde bez vyhry. Aby nevyhral,
potfebuje prohrat v kazdém z deseti kol. Sance prohry je v kazdém kole jedna minus Sance vyhry, a
tedy se postupné o 1.5% za kolo snizuje.

Pravdépodobnost, Ze odejde s vyhrou, je 1 — 0,985 -0,97- ... -0,865 - 0,85 = g03533LT878TTI0420L
0,58192.

Milostné trojahelniky

Méame-li dva trojuhelnic¢ky abcde f a ghijkl, na obrazku vlevo, definujeme na nich nasobeni po prvcich
tak, jak je vidét na obrazku vpravo. Mé&me trojuhelnik 7', ktery ma za prvky ¢isla 0, 0, 0, 1, 2, 3.
Jaky nejvétsi soucet prvki mize mit trojthelnik 7% = (T'-T) - T?

ci kb
fg eh dj

Vysledek: 26

ReSeni:

Ozna¢me prvky trojahelniku T postupné a, b, ¢, d, e, f tak, jako v trojuhelniku na obrazku.
Vypoétem pak snadno zjistime, ze prvky T - T jsou af, c2, be, af, be, d?, prvky T2 zase af?,
bee, c*e, ad?, b%e, adf (v tomtéz potadi, shora doli, zleva doprava). Soucet prvki T° je tudiz
S =a-(d>+df + f%) +e- (b? + bc + c?). Zjevné nema smysl trojici nenulovych &isel délit mezi
tyto séitance, chceme-li vystup maximalizovat; bez ijmy na obecnosti tedy b = ¢ = e = 0. Z vysled-
nych moznosti S; = 1-(4+6+9) =19, S = 2-(1+349) = 26 a S5 = 3-(1+2+4) = 21 je nejvetsi 26.
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21.

22.

Nahrdelnik

Anicka si chce udélat ndhrdelnik z koralka. Ma 2 ¢ervené, 2 modré, 4 zelené a 4 Zluté. Kolik riznych
nahrdelnika si muze vytvorit, pokud by rada pouzila vsechny koralky? Dva nahrdelniky jsou razné,
jestlize nelze po jejich nasazeni na krk vytvorit dva identické pouze posouvanim koralki po Siife.

Vysledek: 17340

Reseni:

Néhrdelnik si muZeme predstavit jako pravidelny dvanéctituhelnik se zafixovanym stfedem. Stejné
jako v zadani pak jsou dva nahrdelniky povazovany za stejné, pokud existuje néjaka rotace dvanac-
tidhelniku podle stfedu tak, Ze ndm zobrazi jedno rozmisténi na druhé.

Nejprve uvazujme kolik existuje fad koralkd, za predpokladu, ze zadné dva kordlky nejsou stejné.
To je jednoduché permutace a existuje tedy 12! takovych uspofadéni.

KdyZz bychom se nyni pokusili tyto koralky uspofadat do dvanéctiihelniku, miZeme si v§imnout, ze

pfi "roztrhnuti"néjaké strany dvanactithelniku (a navratu k obycejné fadé koralki) dostaneme pro

libovolné dvé rtzné strany rtzné permutace. Poskladanim do dvanéctitihelniku se ndm tak pocet
12!

permutaci dvanictkrat zmensi a méame 75 = 11! moZnosti. Vzhledem k unikétnosti kordlku bude

pocet nahrdelnikt roven poc¢tu dvanactituhelniki.

Kdyz nyni koralky obarvime dle zadani, vyuZijeme pravidla pro permutaci s opakovanim a urc¢ime,
Ze existuje ;74 Fad koralk. Obdobnou tvahou bychom dosli k 3tz dvanactitihelnikiim, oviem
zde jiz musime uvazovat piipady, kdy z vice dvanactitihelniki vznikne jeden nahrdelnik.

Jelikoz méame pouze 2 Cervené koralky, musi byt ve dvanactithelniku tato dvojice naproti sobé,
jestlize chceme, aby se na sebe zobrazily rotaci (konkrétné o 180°). Obdobné méame jednoznaéné
uréené i ostatni barvy.

Muzeme tedy pozorovat, Ze jestlize je dvanactithelnik s doplnénymi koralky symetricky podle néjaké
osy, potom existuje n&jaky (pravé jeden) jiny dvanactithelnik, jejZz je moZno na puvodni zobrazit
rotaci. Tvrzeni je dokonce ekvivalence.

Jestlize tedy dany dvanéctiihelnik nenf symetricky podle Zadné osy, vztahuje se na néj stejny postup
jako diive. Pokud je symetricky podle néjaké osy, dava vzniknout stejnému nahrdelniku jako pravé
jeden jiny symetricky dvanactithelnik a navic tento dvanactithelnik vznikl pouze z % = 6 fad (fady
jsou po dvou totozné).

Pokusme se nyni ur¢it pocet dvanactitihelnikd s alesponl jednou symetrii podle osy. Zvolme osu
prochazejici stfedem nékteré dvojice stran dvanéctithelniku (FeSeni by bylo identické pro osu pro-
chazejici vrcholy). Po doplnéni koralki do vrcholit v jedné polorovinég je jiz jednozna¢né doplnéni
druhé poloroviny. Celkem tedy stac¢i doplnit 6 koralka - 1 Gerveny, 1 modry, 2 zluté a 2 zelené. Zde
se opét jedna o permutaci s opakovanim a fad, ze kterych vzniknou symetrické dvanéctiahelniky je
% = 180. Pocet symetrickych dvanactitihelniki tak bude % = 30. ReSenf nam tedy ukazuje, ze s
ptvodnim postupem bychom symetrickych dvanactithelniki nasli o 15 méné, a tedy jich tento pocet
musime nasledné pficist.

Celkové mame 3> + 15 = 17340 riznych nahrdelniki.

Liché funkce
Rada vymysli letosni Brkosi plakat, na ktery by chtéla napsat n&jakou hezkou lichou funkci z celych
do celych ¢&isel. Zatim se rozhodla, Ze chce, aby pro ni platilo:

f(n) = f(n+2024)

f(n)=—f(=n)

f(n) <|n|( mod 23)

Z kolika funkci si muze vybrat? Jako vysledek zadejte pocet prvocisel v rozkladu poétu funkei na
prvodisla. Stejna prvodisla se poéitaji tolikrat, kolikrat se vyskytuji.
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23.

24.

25.

Vysledek: 1232

ReZeni:

Mame t¥i podminky: funkce je periodicka s periodou 2024, licha a shora omezené.

Pozorujeme, ze 2024 = 23 - 88. Déle pozorujeme, Ze i kdyz je funkce omezena explicitné jen shora,
omezeni zdola plyne z lichosti. Kdyby nap¥. f(2) = —3, muselo by se f(—2) = 3, coZ porusuje
podminku.

Také pozorujeme, Ze periodicita je aplikovana v jednom sméru, ale lichost a omezeni ve dvou — od
pocatku pryé¢.

Tim padem napf. f(2023) = f(—1), f(2023) < |2023|(mod23) = 22 (mod 23),

ale f(—1) <|—1|(mod23) = 1 (mod 23), tudiz musime uvazovat silnéjsi omezeni.

Na funkci neklademe zadné dalsi naroky, takZe v libovolném ¢isle miZe nabyvat v8ech hodnot, které
vyhovuji omezenim vyse. ProtoZe je funkce periodické a licha, zajimé nas pouze 1012 hodnot (zbytek
je jimi uren), napf. 0 az 1011. Rozd&lime si interval na segmenty po 23 prvcich, tolik riznych je
¢isel modulo 23, které nés omezuji. Takovych segment je 44. Kazdy segment je z divodi urcéenych
vySe omezen vzdy dvéma nerovnicemi, ze kterych bereme tu mensi, silnéjsi.

Hodnoty jsou nezavislé, tudiz nasobime po¢ty moznosti: 1-3-...-21-23-23-21...3, nebot v nule
méme jednu moznost, v jednicce t¥i (-1, 0, 1), a% v jedenactce 23, ve dvanactce vyménime omezeni
a konéime ve 23. Vsimneme si, ze jednicka nepfispéje do soucinu a Ze zbytek se opakuje, takze mu-
7eme psat (3-5-...-23)% Vysledek je jesté umocnén poétem segmentii, nebot jsou nezavislé, tedy
(3-5-...-23)88,

Ted jesteé seGteme pocty prvocisel: 3,5,7,3-3,11,13,3-5,17,19,3 - 7,23, celkem 14 - 88 = 1232.
Poznamka: Kdyby vds zajimalo, jak spocitat , faktorial lichijch cisel, zkuste ovéfit,

Zeplatz’3~5._._.23:21%7§iu'

Nesoudélni kamaradi

Kolik existuje (neusporadanych) dvojic nesoudélnych prirozenych délitela éisla 24!7?

Vysledek: 12055838

ReZeni:

Necht a, b je dvojice nesoudélnych pfirozenych délitela ¢isla 24!. Potom pro kazdé prvoéislo v rozkladu
plati, Ze je bud v ng&jaké prirozené mocniné obsaZzeno v a, nebo v b, nebo ani v jednom z nich. Pokud
tedy prvocislo p déli 24! v n—té mocniné, mame n moZnosti, kam ho umistit, pokud déli a, n
moznosti, pokud déli b, a jednu moznost, pokud nedéli ani jedno z nich. Tyto pfipady se vzajemné
vylucuji, tedy je celkem 2n + 1 moznosti, pro kazdé prvocislo p.

Rozklad ¢isla 24! je 222.310.5%.73.112. 13- 17- 19 - 23. Postupem popsanym vy3e tedy najdeme
45-21-9-7-5-3-3-3-3 = 24111675 usporadanych dvojic délitelt.

Timto najdeme pocet uspoifadanych dvojic. Jedina dvojice obsahujici dvé stejna ¢isla je dvojice (1, 1),
zbylé dvojice se vidy opakuji v opa¢ném pofadi. Neuspofadanych dvojic je tedy %375_1 +1=
12055838.

Pevny bod piijde vhod

O polynomu P vime, Ze je ¢tvrtého stupné a jeho vedouci koeficient je —1. Déle jsme zkouSenim
overili, ze P(1) = 1, P(2) = 2 a P(i) = i (kde i = \/—1). Uréete soucet absolutnich hodnot jeho
koeficientt, vite-li, Ze jde o realna ¢isla.

Vysledek: 13

ReZeni:

Uvazujme polynom Q(z) = P(z) — z. Jisté Q(1) = Q(2) = Q(i) = 0; zname tedy t¥i kofeny Q.
Ozna¢me &tvrty kofen z4. Plati Q(z) = —(z — 1)(z — 2)(x — i) (z — x4) a P(z) = Q(z) + x; rozna-
sobenfm a pfi¢tenim snadno dostaneme P(z) = —a* + (3 +1i + x4)2% — (2 + 324 + (24 + 3)i)2% +
(14224 + (324 + 2)i)x — 2x4i. Jediny prijatelny kandidat na x4 je —i, jinak by kubicky koeficient
3 + i + x4 nebyl redlny. Jeho dosazenim ziskame rovnost P(x) = —x? + 323 — 322 + 42 — 2; soudet
absolutnich hodnot koeficienti je tedy 13.

Strihoruky Devy

Jednoho dne si Devy vzal ¢tverec o délce strany 1, nizky a az do smrti st¥thal. V prvnim kroku
roztTetil vSechny strany a odstfihnul ze ¢tverce ¢tyti rohové ¢tverecky s hranou délky % V kazdém
dalsim kroku roztfetil vSechny strany nového utvaru a odstfihnul u kazdého vrcholu, jehoZ vnitini
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26.

thel je 90°, ¢tverecek s hranou délky % aktualni délky kratsi strany u tohoto vrcholu. Pokud by Devy
stiihal nekonecné dlouho, jaky bude obsah vysledného obrazce?

Vysledek: %

ReZeni:

Pred stfihdnim ma ¢tverec obsah 1. Vypocitame si, kolik Devy odstfihl, a poté to odecteme od
jednicky. Prvné se zaméfime na obsah (délku strany) odst¥ihovanych Gtvereckt v kazdém kroku a
potom na jejich pocet.

V prvnim kroku zfejmé odstiihuje ¢tverecky se stranou délky %, obsah jednoho ¢étverecku bude

tedy (%)2 = %. V kazdém dalsim kroku bude mit ¢tverecek stranu délky % délky strany ¢tverecku

z pfedchoziho kroku. Obsah &tverecku bude tedy roven é obsahu ¢tverecku z predchoziho kroku. V
druhém kroku stithé &tverecky s obsahem (§)?, ve t¥etim s obsahem (§)% a tak dale.

Nyni se podivime na pocty C¢tvereckii. V prvnim kroku jsou to 4 ¢tverecky. Kazdé odstfihnuti
¢tverecku nam vynuti odstfihnuti dvou ¢tverecki v dalsim kole. Odstfihnutim ¢tverecku se nam na
misto jednoho vrcholu v dtvaru objevi 3 nové vrcholy, ze kterych bude pravé u dvou pravy thel.
Pocet ¢tverecki bude tedy v kazdém kroku dvojnasobny oproti tomu minulému. Ve druhém kroku
to bude tedy 8 ¢tverecku, ve tretim 16 atd.

Ted uz nam jen zbyva to vSechno spojit. Devy stfihd do nekone¢na, napovidd nam to tedy na
nekonecnou fadu. V prvnim kroku ustfihne 4 - § papiru, ve druhém 8 - ($)?, ve tietim 16 - (§)*
papiru a tak dale. Bude to tedy geometricka fada s koeficientem ¢ = % a protoZe koeficient je (v

absolutni hodnoté) mensi nez 1, muzeme pouzit vzorefek > >~ ja; - ¢" = all—iq, kde ¢ je nas jiz

znamy koeficient a aq je prvni ¢len posloupnosti, tj. a; = %. Dostavame tedy:

izl (Z)n 4 1 4
Sl L .
~9 9 91-2 9

Vypocitali jsme obsah papiru, ktery Devy odstiihne. Obsah vysledného ttvaru bude tedy 1 — % = %

Okopéavat trojahelnikovou zahradu zni jako dfina

Bratii zdédili zahradu ve tvaru tétivového deltoidu a rozhodli se si ji rozdélit na ¢tyfi trojahelniky
pomoci thlopfic¢ek. Vime, Zze nejvétsi vzdalenost, kterou ma vrchol zahrady od priseciku tthlopticek,
je jedna. Déle vime, Ze pomér obsahu kruznice opsané této zahrady ku obsahu zahrady je 2 : 1. Jaky
je obsah nejmensiho trojuhelniku ze vsech ¢tyf (uspofadano pomoci <)?

Vysledek: 0.05708

Reseni:

Oznacme si délku delsi ahlopficky d a polovinu kratsi ahlopticky v. Nejvétsi vzdalenost od priseciku

.| d-1
M

17



27.

k vrcholu musi byt na delsi z thlopticek, protozZe ta je primérem kruznice opsané a kratsi ahlopticku
puli. Ze zadani vime, Ze obsah deltoidu je polovinou obsahu kruZnice, tedy plati:

- d?
2-d-v=
YT
m-d
v=—.
8
7 eukleidovy véty o vySce dostaneme vztah
vi=(d—-1)-1
viP+1=d
Dohromady
(2
I (v*+1)
8

T’ —8uv+m7=0

,_ BEV61—dn?

27
_ 4£+V16 — 72
v = - .
Obsah malého trojuhelniku vyjadiime jako
S d-1)-v 0
5= 2 2
(4EV/I6=77 )3
S=—"——
2

Regen{ této rovnice vychézeji asi 4.379591 a 0.057082. Zbyva se podivat, zda plati podminka, kterou
jsme v TeSeni jeSté nevyuzili — Ze tseCka délky 1 je nejdelsi, tedy d — 1 < 1. V prvnim piipadé
dostavame d = 5.24922, v druhém d = 1.23534, a tedy jen druh& moznost je feSenim tlohy.

Skakacka

Lea hraje skakaci hru, kde panacek bézi stale doprava a pomoci zebiiku se vertikalné presouva mezi
patry a sbira mince. Jeden level je dlouhy 2024 krok. Zebﬁky jsou v pravidelnych intervalech po
44 krocich, posledni vede do cile a na startu neni. Na kazdém Zzebiiku musi zménit patro pravé o
mohla Lea hru probéhnout, kdyZ vime, ze panac¢ek probéhl v nejnizsim patie praveé dva useky véetné
startovniho?

Vysledek: 91482563640

ReSeni:

Nejprve si vypocitame, zZe celkem je ve hie 46 zebiiku, proto nas nemusi nijak trapit podminka, ze hra
mé 24 pater (nestihli bychom dojit nahord a zase zpét dolit). Jedind podminka je tedy, Ze nesmime
jit doli, pokud jsme ve spodnim patie, a ze musime pravé dvakrat jit po spodnim patfe, pricemz
poprvé se to vzdy stane uz pred prvnim Zzebiikem. Nejlépe se tloha fesi se znalosti Catalanovych
Gisel. Pfedstavme si prvng, Ze v zadani neni omezeni na spodni patro. Potom by spravna odpoved
byla 23. Catalanovo &islo. (Toto ¢islo udava napiiklad podet moznosti, jak se ve ¢tvercové siti 23 x 23
dostat z levého dolniho rohu do pravého horniho, aniz bychom pfekro¢ili diagonalu.) Evidentné tento
popis odpovida nasi dloze, kde chodime nahoru a doli, aniz bychom méli vicekrat cestu doli nez
nahoru. Regeni této ilohy by tedy bylo Css, tedy 23. Catalanovo ¢islo. My v8ak potfebujeme tlohu
modifikovat tak, abychom pravé jednou 8li po spodnim patfe. Reknéme, 7e n-tym zebiikem dojdeme
na spodni patro a n+ 1. Zebfikem opét vylezeme nahoru na prvni. Potom nutné pied n-tym Zebiikem
jsme v prvnim patfe, stejné jako pred druhym Zebiikem — tento tsek musime ujit, aniz bychom slezli
na prvni patro. To si miZzeme pfedstavit tak, Ze prvni patro je ted naSe spodni a nesmime se dostat
pod ngj. Tento pocet je tedy Cz ;. Stejné tak pocet cest od n+1. Zebiiku, které nikdy nevedou pres
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prvni patro, je Ca2—z. Nyni pouze zbyva secist souciny téchto dvou Catalanovych ¢isel. To zvlad-

neme s Wolframem, nebo si zjistime vzorec na pocitani s Catalanovymi ¢isly Cy1 = Zf:o Ci Cr_;
a dostaneme vysledek Coy. Staci si najit dvacaté druhé Catalanovo &islo, coz je 91482563640.

Tetromino

Vypliite tabulku 6 x 6 deviti tetrominy z obrazku tak, aby v kazdém poli bylo pravé jedno ¢&islo.
Navic plati, Ze ¢isla na krajich tabulky udavaji sou¢in nebo soucet ¢isel v prislusném radku ¢i sloupci.
Praveé 6 ¢isel urcuje soucin a praveé 6 soucet. Tetromina lze otacet, nelze je ovSem zrcadlové prevra-
cet. Pozice prvniho tetromina je dana obrazkem. Jako feSeni zadejte ¢isla v druhém a patém radku
tabulky (postupné po fadcich zleva doprava), pfi¢emz mezi kazdé dvé ¢isla vepiste jednicku, pokud
se mezi nimi nachazi sténa tetromina a nulu, pokud ne. Rédky ni¢im neoddélujte.

105 9 45 14 12 35 ?
1 112
630 | 7]
6 1 n
3 101 5
204 13|
. s O
13] 7] 0
1) ] 21
1 [ 3 115

Vysledek: 3110312071571311021107

Reseni:

Nejdiive si uvédomime, ze soucet Sesti ¢isel z danych tetromin musi
byt nejméné 6 => ve 4. fadku ¢islo 3 znéazoriiuje soucin. Dale,
souCtem Sesti nejvétsich &isel v tetrominech (4 x 74+ 2 x 5 = 38)
dostavame maximalni soucdet téchto ¢isel (ktery redlné do jednoho
fadku/sloupce ani nejde poskladat) => vSechna ¢isla vétsi nez 38 jsou E
souc¢iny (105,45,630,294). Pokud se zaméfime na posledni sloupec, D
zjistime, Ze kvtli rozdéleni ¢isel do tetromin nejsme schopni v krajnim |7 |1 1]3
sloupci dostat soucet v&tsi nez 30 => 35 je soudin.

Souciny: 105,45, 35, 630, 3, 294 - 7
Soucty: 9,14,12,11,6,16

SEEENE

©w
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KIE

N

Pomoci tohoto mizeme vyplnit 3. fadek jednickami, coz ndm jasné

urCuje, ze 1. tetromino, které je znézornéno v zadani, je H. To nam
jednoznalné urcuje cely 5. sloupec, ktery je doplnény jednickami (7 +

5x 1 = 12). Nasledné ur¢ime, ktera ¢isla museji byt ve kterych radcich

resp. sloupcich. Souciny jednoduse rozlozime na prvodisla (tetromina
obsahuji pouze prvodisla) a doplnime jednickami do Sesti ¢isel. Pokud  s21.1.1.
se zaméfime na fadky, mame urcené tii sedmicky, zbyva jedna a mame 753321 2
na vybér 1. a posledni fadek. V 1. vS8ak byt nemtze, protoze 11 — 11711171
7 = 4, ale chybi ndm jesté doplnit 5 ¢isel => 7 bude v poslednim
fadku. Zaroven nam chybi umisténi dvou pétek, pficemz v poslednim
Ffadku nam zbyva soucet 9 a v prvnim je stale 11 => v obou fadcich
bude pravé jedna pétka. Néaslednym dopoctem (1. fadek 5,2,1,1,1,1; 78110
posledni 7,5,1,1,1,1) jsme urcili ¢isla vSech fadka.

- s s woo N
[ S ™)
4 a e ww o
- s a NN N
D a s oo~

3,1,1,1,1,1

773211

Sl aAalaliN —~
RN
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Ve sloupcich ndm chybi ur¢it jednu sedmicku. Mame na vybér pouze
2. a 4. sloupec, ve druhém je vSak soucet 9, takze 7 musi byt v 5.
sloupci spolu se dvéma dvojkami (jedna uz tam je) a t¥emi jednickami.
K dispozici médme uz jen jednu 2, takze 2. sloupec bude tvofen ¢isly
3,2,1,1,1,1. Nejdiive se zaméfime na tetromino A. Pokud bychom
ho chtéli dat nékam doprostfed tabulky (jeho delsi strana nesplyva se
stranou tabulky), musela by se pé&tka nachazet v 2. fadku, 3. sloupci,
coz neni mozné kvili jiz uréenému tetrominu H. A bude tedy "na 1011111
kraji", pficemz v poslednim Fadku ani sloupci nemtze byt, kvali 2,  s1111
kterd je v A, ale v téchto sloupcich byt nemtize => A lezi v prvnim ;75,41 3
radku tak, ze 5 se nachézi ve 3. sloupci, 2 bude ve 2. nebo 4. sloupci TICEE
a jinde (1.,5.,6. sloupec) musi byt jednicky.

A s s an
A aan N~

R P R
Q1= == wowou

521,111

753321 2

EEN 'S ) 1 I I

Al AalaliN —~

Déale muzeme vyloudit, Ze by 5 byla ve 2. ¥adku, 1. sloupci. Ani tet- 13 5 1

romino E ani I na dané misto nesedi (kryji se s jinymi nebo nesedi

¢isla s jiz vyplnénymi nebo vznikne nevyplnény prostor (napf. 2 x 1), 1 1

ktery nejsme schopni vyplnit) => na druhém Fadku musi byt pétka 3 7
v poslednim sloupci. Tetromino E tam byt nemutze kvuli jedni¢kam

v 5. sloupci => pouzijeme tetromino I, které vSak nevime, jak bude 111141

1 1

7 1

1

N
N

3.1

Ao"_\

natocené také kvili 5. sloupci. Tetromino E tedy musi lezet v levém 3114
dolnim rohu tak, Ze v poslednim fadku bude mit 3 pole (pokud by
bylo "postavené", v 1. sloupci by byly 4 jedni¢ky, coZ uz byt nemize).

721

15011

Tetromino D musi byt v prvnim sloupci 2. — 5. fadku sedmickou dole
(jinak se nevleze nebo neodpovida ¢isliim, které musi v danych sloup-
cich a fadcich byt). Proto mtizeme urcit, ze A bude v 1. — 4. sloupci
(jinak by 1. pole ztistalo prazdné) a I bude otocené tak, ze bude zabi- 630
rat posledni 2 volna pole v fadku. Ve 2. fadku nam zbyvé doplnit 3,1
— tato ¢isla obsahuji uz jen tetromina B, F' — z téchto dvou vyhovuje
pouze F. Posledni trojka musi byt ve 4. fadku 3. sloupci, pficemz B 3

pak musi pokracovat smérem dolti, aby se sedmicka nekryla s jiz ur-  ,g4
¢enou jednickou. Posledni 7 musi byt v 5. fadku 6. sloupci. Abychom
byli schopni vlozit do tabulky i tetromino G, C' musi byt v rohu.

35

1
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Polskd mnoZina

Stépz’m mé tficetiprvkovou mnozinu Bober, jejiz prvky jsou pfirozena ¢isla. f{ekneme, Ze mnozina
gryZe, pokud pro pravé pilku jejich podmnozin plati, Ze soucin jejich prvku je délitelny dvéma,
pro praveé tfi ¢tvrtiny podmnozin plati, Ze soucin jejich prvki je délitelny tfemi, a pravé pro sedm
osmin podmnozin plati, Ze soucin jejich prvka je délitelny péti. Jaky nejmensi soucet prvka mize
mit mnozina Bober, kterd gryZe?

Vysledek: 1159

ReSeni:

Soucin ¢isel je délitelny néjakym prvocislem p pravé tehdy, kdyz je délitelné p alesponi jedno z nich.
Pokud bude pravé jedno z t¥iceti ¢isel délitelné p, bude urcéovat, zda bude souc¢in podmnoziny Bobera
délitelny p, nebo nebo ne. Kromé né&j musime pro kazdy ze zbyvajicich 29 prvka uréit, zda v dané
podmnoziné Bobera bude, nebo ne: 22° moznosti. 222 podmnozin bude mit soucin délitelny p, a 22°
ne. Vychazi to tedy, ze pravé polovina bude délitelné p.

Podobné, pokud bude k ¢&isel délitelnych p, kde k je néjaké piirozené &islo, budou urcovat, zda
soucin podmnoziny bude délitelny p. Pokud nebude zadné ¢islo délitelné p v dané podmnoziné, tak
ani soucin jim nebude délitelny. Pokud alesponi jedno z nich bude v dané podmnoziné, jejich soucin
délitelny p bude; to je 2 — 1 moznosti z 2¢. Pro k = 2 jsou to tii ze ¢tyf, pro k = 3 je to sedm
z osmi, atd.

Aby Bober gryzal, budeme tedy potiebovat, aby v ném bylo pravé jedno sudé ¢islo, dveé ¢isla délitelna
tfemi, a tii ¢isla délitelna péti. Tato ¢isla se mohou prekryvat (napi. 5, 15, 30 spliuji v8echny tii
poZzadavky). Budeme tedy jesté potFebovat 24 az 27 &isel navic, ktera nejsou délitelnd dvéma, tFemi
ani péti. Zalezi nam pouze, aby byla co nejmensi, takze tady je 27 nejmensich z nich:
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1 7 11 13 17 19 23 29 31 37
41 43 47 49 53 59 61 67 71 73
779 83 89 91 97 101

Jelikoz tato ¢isla zacinaji byt docela velka, intuitivné jich chceme mit v Boberovi co nejméné. Od-
pichneme se tedy od souc¢tu takového, kdyz se ¢isla splhujici gryZaci podminky nebudou kryt. Mé&jme
tedy tii ¢isla délitelna péti, pak dvé Cisla délitelna tfemi a jedno sudé, vSechna rizna. Nejmensi ¢islo
délitelné dvéma, ale ne tfemi ani péti, je jednoduSe 2. Nejmensi dvé ¢isla délitelné jen tfemi jsou
3 a 9. Nejmensi ¢isla délitelna péti, ale ne dvéma ¢ tfemi, jsou 5, 25, 35. Soucet téchto Sesti Cisel
a dvaceti ¢tyl nejmensich ze seznamu je 1159. Uk4zeme, Ze tento soucet je nejmensi mozny. Pokud
bychom ¢&isel potfebnych kvilli gryZacim podminkdm vyuzili pét nebo mih, museli bychom pouzit
alesponl dvacet pét nejmensich ¢isel ze seznamu, a ta samotni maji soucet 1171, tedy vic, nez jsme
uz postavili.

Vysledkem tedy je 1159, a to s nasledujicim vybérem éisel:

2

3 9
5 25 35

1 7 11 13 17 19 23 29 31 37
41 43 47 49 53 59 61 67 T1 73
779 83 89

Zkouska z Financky

Tonda pise zkousku z finan¢ni matematiky. Zkouska m4 4 tlohy, kazd4 ma jen 1 spravnou odpovéd.
Prvn{ je za 10 bodt a ma 3 mozné odpovédi, druhé je za 25 bodi a ma 4 mozné odpovédi, tieti je
za 30 bodi a ma 5 moznych odpovédi a ¢tvrta je za 35 bodi a ma 6 moznych odpovédi. Tonda se
na zkousku nestihl naucit, a tak odpovidd nadhodng, uniformé (kazdou odpovéd vybere se stejnou
pravdépodobnosti). Jaka je pravdépodobnost, Ze dostane alespont 50 bodi a projde?

Vysledek: %

Reseni:

Uvazme postupné vSechny zptisoby, jak miize Tonda dostat alespon 50 bodu. Odpovi-li na ¢tvrtou
otazku spravné, pak musi odpovédét spravné i na alesponi jednu z druhé a tieti otazky. Prvni otézka
v tomto pripadé nehraje roli. Pokud na ¢tvrtou otazku neodpovi spravné, ale na tieti ano, pak musi
také zodpovédét spravné otédzku druhou. Prvni opét nehraje roli. Pokud neodpovi spravné ani na
¢tvrtou, ani na tfeti otazku, muze ziskat nanejvys 35 bodu, a tedy jisté neprojde. Tyto dvé situace
se vzajemnd vylutuji a jejich pravdépodobnosti jsou ¢ (1 —2-2) = & a 214 = L; celkova prav-

6
dépodobnost slozeni zkousky je tedy jejich soucet, -2

7120
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