Mathrace Sada 1

odevzdavejte do 17.00

Pokud je teSenim pocet néjakich objekti a sprdvnd odpovéd je nekoneéno, napiste inf“. Pokud je
Tesenim raciondlni necelé éislo, napiste jej jako zlomek v zdkladnim tvaru (napt. 5/7, ale ne 4/6). Pokud
je Tesenim iraciondlni ¢islo, napiste jej v desetinném zdpisu s teckou zaokrouhleno na 5 desetinnigch mist

(napt. 5.55579846 . .. jako 5.55580).

1. Déleni hodin

Vysledek: 68400

Reseni:
Hodiny si muZeme predstavit jako pravidelny dvanactithel-
nik. Soucty v jiz rozfiznutych hodinach si ozna¢ime S1 a S2.
Ziejmé tyto dva soucty musi dat dohromady soucet &isel 1
az 12. Vzdy tedy bude platit S1+ S2 = 78 a pokud se maji
rovnat, pak S1 =52 = 39. Muzeme si v§imnout, Ze jeden ta-
kovy Tez prochézi stfedem, viz obrazek. Nyni kdyz tento fez
otoc¢ime o 30° od stfedu proti sméru hodinovych rucicek S2 se
zvySsi o 6 a tim padem S1 se o 6 snizi. Kdyz o 60°, tak se S2
snizi o 12 a kdyz o 90°, tak se snizi o 18. V opa¢ném sméru se
bude S1 snizovat a S2 zvySovat. Tento fez na obrazku je tedy
jediny Tez prochézejici sttedem, ktery vyhovuje zadéani.
Nyni ndm tedy stadi vytesit Fezy, které stfedem neprochézeji.
Podivame se na fezy, které ¢isla rozdéli na mnoziny po 5 a po

7 Cislech.
Zrejmé nejvyssi soucet, ktery muzeme dostat pomoci péti ¢isel je 12+ 11+ 10 +9 4 8 = 30 < 39.

Zadny takovy ez tedy nemiize splnit zadani. Dalsi fezy nyni uz feSit nemusime, protoze soucet méné
¢isel (od 1 do 12) ne7 Sesti bude vzdy mensi nez 39.
Jediny fez vyhovujici zadani je tedy fez na obrazku, stacéi tedy vypocitat:

I1x2x3x10x11x124+4x5x6X%x7x8x9=68400

2. Smoula hraje minigolf
Vysledek: 2.66218
Reseni:

Stied usecky XY oznacime jako O. Vzhledem k tomu, Ze thel dopadu
a odrazu je stejny, budou hodnoty |£S1XB|, |[{CXY|, |[{XYG],
|£SoY F| stejné (v obrazku oznaceno jako «). KdyZ povedeme body
S1 a S rovnobézky se stranou AB, pak jejich vzdalenost bude 11 cm.
Bod O pak tuto vzdalenost pili, tj. |[AO| = 11/2. Nyni protoze S; i Sy
maji od stén dréhy stejnou vzdalenost, tak |S1 X| = |S2Y| = ‘O—QX'. Z
obrazku tedy hned vidime, 7ze | XB| = @ = Yem. (Pokud vedeme
z bodu O kolmici na stranu BC, vznikne ndm podobny troujihelnik
(v8ta uu) s S1BX, akorat s dvakrat delsimi stranamy.)

Stac¢i nam tedy zjistit velikost thlu «. Vyuzijeme k tomu gonio-
metrické funkce. Zname délky stran S1B a BX, pouZijeme tedy

_IsBl _ 2 _ 12 — 12
tana = 557 = i =1 A tedy a = arctan {7.

Vysledek tedy bude [BX|+ o = L + arctan 13 = 2.66218

3. Svétylka
Vysledek: 111 111



Reseni: Kazdé svétylko ovlivni pouze lidé, jejichz poradové &slo déli &slo tohoto svétylka - napi.
svétylko ¢islo 12 budou prepinat prvni, druhy, t¥eti, ¢tvrty, Sesty a dvanacty ¢lovék. Protoze toto
svétylko ovlivnil sudy pocet lidi, ziistane toto svétylko zhasnuté. Hledame proto takové svétylka,
ktera ovlivni lichy pocet lidi, tedy svétylka s takovymi ¢isly, které maji lichy pocet déliteli. Délitelé
¢isla se daji obvykle poparovat tak, ze jejich soudin je puvodni ¢&islo. Jediné ¢&islo, které takovouto
dvojicku mit nebude, je odmocnina z tohoto ¢isla, ktera by se musela napéarovat sama se sebou.
Hledame proto pocet svétylek, jejichz ¢islo je néjaka mocnina pfirozeného ¢isla a téch bude piesné
111111, protoze 1111112 = 1234565432 < 12345678910 < 1111122 = 1234587654.

. Kofeny Polynomi
Vysledek: -6750
ReZeni:
Jak to s ulohamy podobného tvaru byva, i tato je fesitelna pomoci Vietovych vztahii: Necht x, zo, 23
jsou kofeny polynomu p = 3 4 522 + 3. Plati:
p=a3452° 43 = (x—21)(x—x2)(x —x3) = 2% — (21 + 20 +23) 2% + (2102 + Tox3 + 2321 )T — 17273
a tedy:
-5 = 1+ T2 + X3 0:x112+x2x3 + X321 73:’131‘%2:173

Chceme najit polynom ¢ = y® + asy? + a1y + ag, ktery ma koveny 2%, x3, z3. Z toho mame:

a=y’+aw’+ay+ao=(y—a7)(y—a3)(y — z3)

— 3 2 2 2,2 2.2 2.2 2.2 2,22
=y — (@) + 25 +23)y” + (212 + 2575 + 2327)y — 210525
a z toho:
2 2 2 2.2 2.2 2.2 2,22
—ay =]+ 15+ 3 a1 = x1x5 + x3r3 + r377 —ag = TITHT3

Pak uz se to takzvané vyalgebruje:

—ag = ziwsas = (z13223)° = (=3)* =9
a; = xf:cg + x%x% + x%x% = (z122 + Tox3 + :cgzcl)z — 2(xf:c2x3 + xlxgxg + xlxgxg)
= (1‘11‘2 + xox3 + .T31‘1)2 — 2(1‘1 + 29 + 1‘3)33133‘21‘3 =0- 2(—5)(—3) =-30

—ay = x% + x% + x% =(r1 + 22+ x3)2 — 2(z129 + o3 + T3T1) = (—5)2 —-2-0=25
Vysledkem je soucin agaias = (—9)(—30)(—25) = —6750

. Smoothie
Vysledek: 224

Reseni: NejdFive vypocitame celkovy objem, ktery muzeme do nadoby vlozit /nalit tak, aby Sel mi-
xér zaviit. Objem polokoule je %m*3 = %7‘(33 = 187 cm®. Objem vélce je mr?v = 73%(15 —2) = 1177
cm?. Celkovy mozny objem je tedy 187 + 1177 = 1357 cm?®. Ted potiebujeme zjistit objem bananu.
To zvladneme pomoci vzorce pro vztah objemu, hustoty a hmotnosti V = % = 55’7% =200 cm? (1750
kg/m3 = 1.75 g/cm?). Pro objem mléka ndm tedy zbyva 1357 — 200 = 224,115 cm?® = 224,115 ml.

Zaokrouhlenim na celé mililitry dostdvame 224.

. Sedm
Vysledek: 9 000 000

Reseni: Podivejme se nejprve na takové sedmiciferné &slo, které méa viechny cifry riizné. Oznaéme
ciferny soucet tohoto ¢isla c. Prvni cifru mizeme pfi tvofeni permutaci umistit na 7 pozic, dalsi cifru
muzeme umistit uz jen na 6, dalsi na 5 atd. Pocet permutaci cifer takovéhoto ¢isla tedy miuzeme
spocéitat jako 7!. V&imnéme si jeSté, Ze prohozenim cifer v éisle se ciferny soucet nezméni. Sumu
cifernych soutt véech permutaci takovéhoto ¢isla, tedy bude 7!-¢ = 7-(6!-¢), coZ rozhodné délitelné
sedmi bude.

To by byl jednodussi pripad. Co kdyz budeme mit jednu ¢islici dvakrat - celkem tedy 6 rtznych
cifer. Poc¢et permutaci pak miiZeme spocitat jako %, kde se nejprve tvarime, ze vSechny cifry jsou
jiné a pak to podélime 2!, kde zpé&tné ,,odusporadame* ty cifry, které jsou stejné (pocitani permutaci



! . v s
Tl . ¢, navic pocet permutaci bude

s opakovanim). Ze sumy cifernych souctii nim sedmicka nezmizi &

celé ¢islo, vidime proto, Ze i tato suma bude délitelna sedmi.

Mohli bychom takto rozebirat kazdy piipad opakovéni cifer zvlast, radé&ji si ale rozmysleme, v jakych
pfipadech se ndm povede z finalntho sou¢inu ,,odstranit* (vydsélit) sedmicku. Ciferny soucet je celé
¢islo, tim sedmicku neodstranime, musela by byt pouze ve jmenovateli, coz by se povedlo, pokud by
se nam néjaka cifra v ¢isle objevovala sedmkréat a vice. Pokud ale mé ¢islo sedm cifer, pak urcité je
jeho ciferny soucet délitelny sedmi. Permutace existuje pouze jedna a tedy i suma vSech cifernych
sou¢tt jeho permutaci je délitelnd sedmi. Zadani proto vyhovi v8echna sedmiciferna ¢isla, kterych je
presné 9 000 000.

. Pravouhlé radovanky
Vysledek:145,84675

Reseni: Oznacme si ¢ = |AB|, a = |BC|. Obsah trojihelnika je 2023, tedy a - b = 4046, proto

¢ = 406 7 Pythagorovy véty prepona ma délku /a2 + (4%4€)2. Ze vzorce pro polomér kruznice

. S . . o 4046 ;
vepsané e po dosazeni plyne, Ze polomér je roven T T Jor T () Z AG nerovnosti pro
minimalizaci jmenovatele plyne, Ze maximalni polomér kruznice vepsané nastane kdyz a = %,
tedy a = b a trojuhelnik bude rovnoramenny a a = b = /4046 a ¢ = v/8092. Poté r = %.
Potom vysledek je v/4046 + /4046 + %, po zaokrouhleni 145, 84675. Dalsf moznost byla
rovnici derivovat.

. Dopravni
Vysledek: 182
Reseni:

Ze zadani vime, Ze vSechny trojuhelniky v naSem obrazku jsou bud rovnoramenné, kde ty dveé
delsf strany se rovnaji, nebo jsou rovnostranné. Ozna¢me si z délku tusecky |V H|. Potom strana
|KH| =2+ 1. Z toho rovnou dostaneme, 7e strana b = x + 1, protoze = < = + 1.

Nyni projdéme vSechny moznosti, co miizou nastat. Podivejme se na trojihelnik VH M v kombinaci
s trojahelnikem V K M:

)
) £=5,0.5<a<5 Potomz+1=6ac=6 atedy dostaneme L € (12.5,17)
() a=5,05<x<4:Potom05<x+1<5atedyc=5alL € (10.5,15)
(d) a=5z=4:Potomxz+1=5a0.5<c<5adostaneme L € (10.5,15)
)
)
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Takhle jsme prosli vSechny moznosti a vidime, Ze existuji tedy pouze 2 cela ¢isla, ktera dostaneme

tfemi zpusoby, a to jsou 13 a 14.

. Ctyiuhelnik

Vysledek: %
Reseni:

Pokud vedeme ke kruznici 2 tecny, stfed této
kruznice lezi na ose uhlu, ktery tecny spolu sviraji.
Proto A,S1,S lezi na jedné piimce a C,Ss, S také.
Déle si povSsimnéme, Ze trojuhelniky AKS; a AMS
jsou podobné podle véty uu (body K,L,M,N jsou
body dotyku te¢ny s kruznici): ZKAS| = LMAS;
|£S1KA| = |£SM A|. Podobné trojuhelniky zacho-

vavaji pomér stran, proto tedy plati: ‘lggll‘l = 7”1\?93“7
|AS| = \KSH%. To stejné plati pro troj-
] ; . |cs cs
thelniky CLS; a CNS, takZe I\sz\l = ||NS‘\’
cs . . « AS o\
|CSy| = |L52|ﬁ. Chtény pomér ;CS;I muzeme

vyjadrit jako

AS
KSi|irs _ |[KSi] |AS]| NS
|LSo|1E5L |LS,| |CS][MS

[NS]
Ze zadani vime, ze |KSi| = 8 cm; |LS3| = 15 cm;
% = 3. M a N lezi na stejné kruznici se stfedem

S, proto |[NS| = |[MS] a % = 1. Vysledny pomér

je tedy:

2 .3.1=

8 8
15 5

Princ Markov zabiji draka v Fetézech
Vysledek: 0.2457

Reseni: Situaci si mizeme nakreslit nasledujicim obrazkem (grafem), kde vzdy ¢islo v kruhu znaci
soucasny pocet hlav draka a Sipka (pfechod) znaci jedno seknuti mefem. Cisla znadi pravdépodob-

nosti, s jakymi se zmeni pocet hlav draka pfi konkrétni seknuti.

0.5

0.7

0.5

Tento graf muzeme ,rozbalit” a spocitat celkovou pravdépodobnost cest délky nejvyse 5, které konéi

ve vrcholu ozna¢eném 0. Takové cesty jsou pravé

3-2-1-0,

3-3-2-1-0,
3-3-3-2-1-0,
3-2-3-2-1-0
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12.

13.

s pravdépodobnostmi 0.3 x0.5x 0.7 = 0.105, 0.7x 0.3 x0.5x 0.7 = 0.0735, 0.7x0.7x0.3x0.5x0.7 =
0.05145 2 0.3 0.5 x 0.3 0.5 x 0.7 = 0.01575, coz v souc¢tu dava 0.105+0.0735+0.05145+0.01575 =
0.2457.

Hracéska
Vysledek: 0.625

Reseni: U feSeni budeme postupovat tak, Ze si spocitame pocet viech hodi, pii kterych padne sou-
¢et méné nez 10 a odecteme ho od celkového po¢tu hodi. Pocet zptisobt jakym nam miize padnout
soucet 3 — 9 je po fadé: 1,3,6,10, 15,21, 25, coz dava soudet 81 a mame tedy 6% — 81 = 135 zptisob,
jak mize padnout pozadovany soucet. Pravdépodobnost je pak pocet piiznivych ku celkovému poctu
piipadi, tedy 2—% =0,625.

Posloupnost Posloupnosti
Vysledek: 57

ReSeni: Pro lepsi predstavu si lze zadani predstavit jako tabulku 20 x 20, ve které se kazdy prvek
rovna sou¢tu dvou jemu predchézejicich, a to zaroven ve sloupci a Ffadku. Z této tabulky mame zadan
¢tverec 2 X 2 v jednom rohu a dvé ¢&isla na diagonéle v proté&jsim rohu. Je ziejmé, ze tato tabulka
bude symetricka podle jeji diagonaly.
Vezmeme obé velka ¢isla a budeme je rozkladat:
(20,20 = G19,20 + @18,20 = 2a18,20 + @17,20 = 3a17,20 + 2016,20 = - - -
cee = 41810,2120 + 25840,1720
a19,19 = a18,19 + a17,19 = 2a17,19 + a16,19 = 3a16,19 + 2a15,19 = . ..
cee = 2584@2,19 + 1597@1’19
Pro rychlejsi postup si §lo vS§imnout, ze rozklady odpovidaji ¢lentim Fibonacciho posloupnosti.
Nyni si stejné vyjadiime ¢isla a1 20, a2,20, a1,19, a2,19:

a1,20 = 1,19 + a1,18 = 2&1718 + aypi7 == 4181&172 + 25840,1_’1 = 2584a
az 20 = a2,19 + az 18 = 2042,18 + azir = - = 41810/272 + 2584@2,1 = 4181b
a119 = a1,18 + a7 = 2a1’17 +a116 == 2584a1’2 + 1597@1’1 = 1597a
a219 = Q2,18 + a2,17 = 202,17 + G216 = - - - = 2584ag 2 + 1597ay 1 = 2584b

Tyto vysledky dosadime do predchozich rovnic a dostavame:

179306347 = 25842%a + 41842b
) 68488939 = 15972a + 25847
Resenim této soustavy rovnic je (a,b) = (19,3).

Presypaci hodiny
Vysledek: 7488

Reseni:

Pokud mé zrnko propadnout z vrchu az dold, jisté musi projit pravé jednim bodem

X nebo Y. Na celkovy pocet moznych projiti se tedy miuzeme divat jako na soucet

moznych projiti bodem X a moznych projiti bodem Y. Pokud se zaméifime napiiklad

na bod X, zpusoby, jak se dostat z vrchu do bodu X, jsou nezavislé se zpisoby, jak

se dostat z bodu X doli. Zavedu si oznaceni:

A - pocet moznych zpusobt, jak se dostat z vrchu do bodu X

B - pocet moznych zptisobt, jak se dostat z bodu X dola

C - pocet moznych zptsobi, jak se dostat z vrchu do bodu Y

D - pocet moznych zpiisobi, jak se dostat z bodu Y dolu

Celkovy pocet moznosti tedy bude: A- B+ C - D

Jesté bych rada zminila,ze nezalezi, ze které strany se na cestu divame, tj. pocet cest

f& vrchu do bodu X miiZeme pocitat jako pocet cest z bodu X nahoru.

1. moznost - cesty prochazejici bodem a:

Z bodu X do bodu a vede pouze jedina cesta. Cesty se rizni az nad bodem a. V ¢ méame dvé moz-
nosti, kam se vydat, a v kazdém dal$im bodé méme zase dvé mozZnosti, kam jit, dokud nedojdeme



uplné nahoru. Celkovy pocet cest 1. typu je tedy 2-2-2-2 =16

2. moznost - cesty prochéazejici bodem b, které neprochézeji bodem a

Pokud se méame dostat do bodu b jinudy, nez pfes a, musime jit vzdy pies bod c¢. Z bodu X se do
bodu ¢ miZeme dostat tfemi zpiisoby (vybereme jednu z cest d,e,f. Z bodu b nahoru se muZeme
dostat podobné jako u a 2 -2 -2 = 8 zpisoby. Celkovy pocet cest 2. typu je tedy 3-8 = 24

3. moznost - cesty prochéazejici bodem g, které neprochézeji body a a b

Tyto cesty musi vést bodem h, do kterého se z X dostaneme tak, Ze se posuneme 2x Sikmo nahoru
doprava a 2z Sikmo nahoru do leva. Mame tedy 4 pohyby a chceme vybrat 2 z téchto pohybt, kdy
se pohneme tfeba Sikmo nahoru doleva. Pocet moznosti, kolikaté pohyby budou do leva nam udava
kombinaéni ¢&islo (;) = 6. Z bodu g nahoru se dostaneme 2 - 2 = 4 zpusoby. Celkovy pocet cest 3.
typu je tedy 6 -4 = 24

4. moznost - cesty prochézejici bodem 4

Z bodu X se do bodu ¢ dostaneme pravé jednou cestou. Z bodu ¢ nahoru 2 -2 -2 = 8 zpusoby.

5. moznost - cesty prochazejici bodem j, které neprochazeji bodem i

Podobné jako u druhé moznosti se do bodu j muzeme dostat jen pres bod k, do kterého se z bodu
X muzeme dostat ¢tyfmi zptisoby, podle vybéru jedné z tsecek [,m,n,o0. Z bodu j nahoru vedou 4
cesty, celkovy pocet cest 5. typu je tedy 4-4 = 16

Pocet vSech moznych cest z vrchu do bodu X je tedy 16 + 24 + 24 4+ 8 + 16 = 88.

B:

Zbytek tlohy budu fesit stejné jako A, proto nebudu psat tak podrobné popisky:
1. moznost - cesty prochazejici bodem a: 2° = 32 moznosti

2. moznost - cesty prochazejici bodem b: 2* = 16 moznosti

3. moznost - cesty prochézejici bodem ¢, neprochazejici bodem b : 23 = 8 moznosti
Celkem: 32 + 16 4+ 8 = 56 moznosti.

C:

1. moznost - cesty prochazejici bodem a: 22 = 8 moznosti

2. moznost - cesty prochazejici bodem b, neprochéazejici bodem a: Y — > b : 3 moznosti, b— > nahoru:
22 = 4 moznosti; tedy 3 - 4 = 12 moznosti

3. moZnost - cesty prochazejici bodem c: 23 = 8 moznosti

4. moznost - cesty prochazejici bodem d, neprochazejici bodem c¢: Y— > d : 3 moznosti, d— >
nahoru: 22 = 4 moznosti; tedy 3 -4 = 12 moZnosti

Celkem: 8+12+8+12=40 cest
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D:

1. moZnost - cesty prochazejici bodem a: 23 = 8 moznosti

2. moznost - cesty prochazejici bodem b: Y — > b : 2 moznosti, b— > doli: 2* = 16 moznosti; tedy
216 = 32 moznosti

3. moznost - cesty prochézejici bodem c, neprochézejici bodem b : Y— > ¢ : 3 moznosti, c— > doli:
23 = 8 mo¥nosti; tedy 3 - 8 = 24 moZnosti

Celkem: 8 + 32 + 24 = 64 moZnosti.

Vsechny mozné cesty zrnek vedouci z vrchu az dolia: A- B+ C - D = 8856 + 40 - 64 = 7488

Skoro odmocniny
Vysledek: 21653600

Reseni:

Uloha se da fegit napiimo, pomoci toho, Ze si pro kazdy interval, kde miize lezet = zjistime, kde
miize lezet y, za pouziti kombinatoriky. MoZzna jednodussi je zde tlohu naprogramovat, zde napiiklad
pridavam nejjednodussi moznost (rozhodné ne nejhezéi) v pythonu, ktera po ngjakém mnozstvi éasu
vyplivne odpovéd 21653600.

from math import floor
from math import sqrt

count = 0
for x in range(-40402,40402):
for y in range(-40402,40402):
if floor(sqrt(abs(x))) +floor(sqrt(abs(y))) == 200:
count +=1
print(count)

AZ kviz
Vysledek: 1336

Reseni: Jako prvni mizeme z vybarvenych poli vyfadit rohy, jelikoz ty vynucuji vybarvena dvé dalsi
policka, ktera uz pak nemiizou sousedit s zadnym dal$im a zaroven vylucuji jakékoli jiné policko na
dané hrané. Kviili tomu v takové situaci nenf mozné spojit vSechny tii hrany.

Z podobné myslenky plyne, Ze kdykoli ndAm vznikne na hernim planu ,trojihelik“, tedy t¥i policka
dotykajici se navzajem, nemohou byt spojena s zadnym dalsim polickem.

Kdybychom obarvili druhé policko od rohu, vznikly by n&dm tfi situace zobrazené na obrazcich.
7 prvnich dvou zfejmé ani jeden nemiize dat pozadované feSeni. Ve tfetim piipadé nemohou byt
oranzové a zluté poli¢ko obarvena zaroven, ¢imz nam opét vznikne trojuhelnik a nemoznost spojit
t¥i hrany dohromady.

o0 B e
S SR shes



Dale ukazeme, ze musi byt vybarvené prostifedni pole z hrany. Kdyby tomut ak nebylo, situace by
vypadala jako na obrazku niZe, coz porusuje pravidlo o dvou obarvenych sousedech.

Obarveni spliujici zadani mé tedy obarvené stfedy hran a jedno ze s nimi sousedicich hranovych
poli¢ek. Moznosti jak takto obarvit policka hran je 2 x 2 x 2 = 8. Ukazeme, Ze pro kazdou z téchto
moznosti existuje pravé jedno obarveni spliiujici zadani.
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Jednoduchym sec¢tenim ¢isel v jednotlivych feSenich ziskime maximum 4+5+7+9+ 10+ 124+ 15+
174194+ 20 + 24 + 25 = 167 a vysledek 8 x 167 = 1336.
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16. Brkodort
Vysledek: 159

ReSeni: Pojdme se zaméfit na to, kolik nam v kazdém kole fezani pribude kouskit dortu. V 1. kole
fezani nam piibydou 3 kousky (z 1 celého dortu udélame 4 shodné trojthelniky). Ve 2. kole rozkro-
jime kazdy novy kousek (v tomto p¥ipadé jsou to 3 kousky) znovu na 4, takze nam piibyde 3x podet
piedchozich novych. A takto to pokracuje...

1. kolo: 1+ 3

2. kolo: (1+3)+3-3

3. kolo: (1+3+4+9)+9-3
4. kolo: 1+ 3+ 32+ 3%+ 3%

Ted si miizeme vSimnout, Ze v kazdém kole je pocet kouskt n-tgj soucet geometrické fady s pocated-
nim ¢lenem a; = 1 a kvocientem ¢ = 3. Konkrétné v n-tém kole mame (n+1)-ty soucet geometrické
fady. S vyuzitim vzorce pro n-ty soucet geometrické fady vytvorime nerovnici, kterou nésledné



vypocitame:

. 1—ag"
2028% < a1~ g

1-3"

1-3

—2.2023% >1-3"
3" >1+42-2023%
n > logs(1+ 2 - 2023%%)
n > 159,999

2023%3 <

Protoze n je pfirozené ¢islo, a hledame nejmensi takové, plati n = 160. To znamené, Ze soucet 160-
ti ¢lent této posloupnosti vystaci pro dany pocet tcastnikii. Tento soucet dostaneme po 159. kole
krajeni dortu.

17. Babylon
Vysledek: 2017
Reseni:
Jestlize nékdo ve mésté umi mluvit 7 jazyky, potom mi sta¢i umét mluvit jednim z téchto 7 jazyki.
Ur¢ité se tedy nemusim uc¢it mluvit vice nez 2017 jazyky.

Mnozinu v8ech jazyk si oznaéme J = {Jy, Ja, . .., Joges }. KdyZ nyni nalezneme alespon jeden piiklad
prifazeni piislusného poctu jazyki kazdému obyvateli, pti kterém se budu muset naucit mluvit pravé
2017 jazyky, dokdzeme, Ze toto ¢islo je feSenim tlohy.

Tento ptiklad vytvoifime snadno tak, ze kazdému obyvateli, mluvicimu pouze jednim jazykem pfira-
dime libovolny jazyk, pouze s podminkou, Ze kazdym z jazykt mluvi alespon jeden z nich. Poté ptira-
dime kazdému zbyvajicimu obyvateli libovolné pfislusny pocet jazykt z mnoziny J' = {Jy, Ja, ..., Jr }.
Tak zajistime, Ze 2016 jazyky mluvi vzdy pouze pravé jeden clovék (tedy se ho musim zajisté nau-
¢it) a v ramei mnoziny J' se pot¥ebuju naudit nejméné jeden jazyk. Tedy celkem se musim naucit
nejméné 2017 jazyki.

18. Casino
Vysledek: 3/10

Reseni: Kazdou situaci lze jednoznaéné charakterizovat podle toho, jaké kulicky jsou zrovna v na-
dobé A. Mohou nastat jen tii situace, jak udévéa nasledujici tabulka:

Situace Nadoba A Nadoba B
1 2 bilé 3 Cerné
2 1 bil4, 1 ¢erna | 1 bila, 2 Cerné
3 2 Cerné 2 bilé, 1 Cerna

Nyni 1ze urcit v8echny prechodové pravdépodobnosti, tj. pokud je systém v né&jaké situaci, s jakou
pravdépodobnosti bude po 1 prohozeni v (ne nutné) jiné situaci. Dochazime k t&mto hodnotam
(vypsany jsou pouze ty nenulové):

1—2:1

2—1:1/6

2—2:1/2

2—3:1/3

3—2:2/3

3—3:1/3
Chceme znat pravdépodobnost, s jakou je systém v dané situaci (3). Ozna¢me si poradé z,y, z

pravdépodobnosti, Ze je systém v situaci 1,2,3. Udélejme si pravdépodobnostni tabulku pro systém
v néjakém okamziku ¢ a okamziku po jednom prohozeni t + 1:



19.

20.

1 2 3
t x Y z
t+1|y/6 | x+y/2+22/3 | y/3+2/3

Protoze nevime, kdy byl stroj spustén, musi se pravdépodobnosti v jednotlivych sloupcich rovnat.
Dostavame tak ¢tyfi rovnice o tfech neznamych (¢tvrtou rovnici je nutna podminka pravdépodob-
nosti z +y + z = 1), jejichz jedinym feSenim je (z,y,2) = (1/10,6/10,3/10), nas zajimé z, tedy
odpovédi je 3/10.

Lapac snt
Vysledek: 22

ReSeni: Piedstavme si takovy n-uhelnik vepsany do kruznice. Nejvétsi koule, ktera takovym n-
thelnikem projde bude takova, ktera by se dala ,,vepsat® do n-thelnika.

Vzdalenost stfedu strany n-thelnika od stfedu kruznic bude 0,99. Vzdalenost bodi n-thelnika od
stfedu bude 1. Dilezity pak pro nas bude stfedovy thel «a, ktery spo¢itame pomoci goniometrickych
funkei z pravotuhlého trojthelnika jako: o = arccos(99/100) Je-li n pocet stran n-uhelnika, pak thel
a se da spocitat, jako 2a = 27’7, z C¢ehoz ziskame, Ze nejmensi n = W&)/loo)’ pfi kterém nejde

jesté koule prostréit je 22.

Sirkova

Vysledek: 338

Reseni:

Vsimnéme si, ze tato hra je tzv. nestranné: jediné rozdil mezi hradi je to, ktery z nich je zrovna na
tahu. Jinak maji k dispozici tiplné stejné tahy. Udélame si tabulku toho, zda ¢lovék, ktery je na tahu,
a vidi n a m sirek, ma (1) nebo nemé (0) vyherni strategii. Jak to ale pozname? Ze zadani mame, e
pokud nevidime zadou sirku, tak vyhravame. Jinak, pokud se mtuzeme dostat sebranim 1 az 3 sirek
z jedné z hromédek (tedy posunem o 1 aZ 3 poli¢ka nahoru nebo doleva) do stavu proherniho (pro
druhého hrace, nebot ten bude na tahu), tak mame vyherni strategii. Jinak jsme ve stavu prohernim.
Timto mtuzeme tabulku postavit z levého hornfho rohu:

OO UL W N H—=O

H R R ORRFRRFEORO
O R R ORFRRFRRF Ol
— = O R R RO - =N
— O R REFRORFRFRW
o= O RO
O R R R ORFKFREFE Ol
R R OR KRR ORFRRD
— O = O
== = O = = O |
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21.

Muzeme vypozorovat, ze se v tabulce kazdé 4 fadky a sloupce opakuje tohle:

—_ = O =
e =)
— O = =
O = = =

Dokonce to ani nenf tézké dokdzat: Zda mame nebo nemame vyherni strategii v néjakém stavu je
urceno policky o tfi doleva a o tfi nahoru. Nejprve dokdZzeme tvar prvnich 4 fadki: Reknéme, ze ve
sloupcich k az k 4+ 3 ma tamten opakujici se tvar. Z toho dopocitamé dalsi 4 sloupce:

|k kt1 k+2 ki3 | k4 k5 k+6 k+7
0[1 0 1 1 1 0 1 1
1o 1 1 1 0 1 1 1
201 1 0 1 1 1 0 1
3/1 1 1 0 1 1 1 0

A hele! Vzkutku se to zopakovalo. Tvar prvnich &tytech sloupct se dé dokézat obdobné. Nyni zbytek,
pokud uz mame dokazany tvar bloku nad a nalevo. Tak:

k k+1 k+2 k+3 | k+4d k+5 k+6 ki+7

1 1 0 1 1
1+1 0 1 1 1
1+2 1 1 0 1
1+3 1 1 1 0
1+4 | 1 0 1 1 1 0 1 1
14+5 | 0 1 1 1 0 1 1 1
46 | 1 1 0 1 1 1 0 1
471 1 1 0 1 1 1 0

OMG. Ono to zase vyjde stejné. Pak uz je tvar tabulky dokdzané dan opakovanim tamtoho.

Prvni hra¢ vybird stav hry, z kterého zac¢ina druhy hrac, takZze chceme spocéitat vSechny proherni
stavy. Budeme to pocitat po 4 sloupcich, pfi¢emz kazdy z nich vypada takto:

1 1+1 142 143
0 1 0 1 1
1 0 1 1 1
2 1 1 0 1
3 1 1 1 0
4-111 0 1 1
45-110 1 1 1
46-1 11 1 0 1
47-111 1 1 0
48-111 0 1
49-110 1
50-111

Kde I je nasobek 4. V kazdém celém bloku jsou 4 proherni pozice, a ve zbytku jsou 2. Celkem je jich
50 — I. Celkem je to 50 + 46 + 42+ 38+ ---+ 10+ 6 + 2 = 338.

Vitkovych 2023 kruznic
Vysledek: 0.01551

Reseni:

11



Mame 2023 kruznic, takZe | £51 ASy| = 525-. Prisecik
dvou malych kruznic P lezi na ose tohoto tihlu, takze
|£S1AP| = a = 5353. Protoze se kruznice dotykaji,
tak jiz zminéné osa s tiseckou 5153 jsou na sebe kolmé
a tedy |[{APS:| = 8 = T. Polomér malé kruznice
oznafime = a tedy |AS;| = |AS2| = 10 — z. Nyni
pouzijeme sinovu vétu, kterd nam da rovnici:

sina  sinf3
|S1P| [S14]
sinﬁ B sin%
T 10—z
™ s
10 — . o T
(10 — x) sin 5093 = 285
10si il i il
sin —— —zsin —— ==z
2023 2023
b ™
10sin —— = i 1
S 5oag = (N 5o3 +1)
10sin 575%
o= 0B - () 01551em

: us
Slnm+1

22. Domino
Vysledek: 147

Reseni: Domino kostek je celkem 49, protoze na kazdé poloviné kostky méme nezavisle na sobé 7
moznosti na pocet puntikt. Jelikoz zadné 2 kostky nejsou shodné, vzdy muze byt pro danou dvojici
pravé 0 ¢i pravé 1 zptsob, jakym je k sobé napojit. Pokud bychom si dali podminku, Ze napojované
¢islo je 1, mame (;) moznosti, jak vybrat vyhovujici kosticky. Vzhledem k tomu, Ze je ale situace
symetrickd pro vSechna ¢isla 0 — 6, celkovy pocet moznosti jak mizeme vytahnout 2 kostky a napojit
B o

je je (2) -7 =147

23. Poly-poly-polynom
Vysledek: 149161
Reseni:

Polynom upravime na vhodné&jsi tvar:

2t 4223 - 322 —de+1=Alz+1)*+ Bz + 1)+ Cz+ 1)+ D(z+ 1)+ E =
=Az* + (4A+ B)2* + (6A+ 3B+ C)z? + (4A+3B+2C+D)x+A+B+C+ D+ FE

Nyni mazeme porovnat koeficienty obou tvart polynomu:

1=A

3:2=4A+ B

2?2: -3=64+3B+C
rl:—4=4A+3B+2C+D
2:1=A+B+C+D+FE

V tuto chvili uz sta¢i pouze vyfesit soustavu rovnic a dostaneme feSent:
A=1,B=-2,C=-3,D=4,F =1 a tedy spravnou odpovédi je 149161

24. Myslim si cislo
Vysledek: &

ReSeni: Tahle aloha se nejlip fesi, kdy# si ji predstavime v prostoru a pouZijeme geometrickou
pravdépodobnost. Celkové mnozina vSech moznych piipadid je rovna vSem bodum krychle o hrané

12



25.

jeden centimetr. Nésledné v této krychli naleznéme mnozinu bodi, které vyhovuji nasi podmince v
zadéni.

Body (x,y, z) v krychli, které spliiuji zadani, jsou ty, co lez{ v itvaru ohrni¢eném rovinami, které jsou
zadané body ACE, AFD a AIE, kde I = (0,1, %) Jsou to roviny zadané rovnicemi z = y, x = z,
z= % Kdyz se podivame, co dostaneme za ttvar, vSimneme si, ze je to jehlan. Jeho obsah spocitame

jako obsah podstavy vynasobeny vyskou a podéleny tfemi. V naSem piipadé tedy dostaneme:

1.
2

W=
—_

A pravdépodobnost spoc¢itamé jako pomér nami piipustnych piipadii ku v8em moZnym pripadim.
Coz je v naSem piipadé objem naSeho jehlanu ku objemu celé krychle, coz je jedna.

Ctverylka
Vysledek: 1393459200

Reseni: Kazdé prirozené &islo n miizeme jednoznaéné zapsat ve tvaru a2 -y, kde y neni délitelné
druhou mocninou zadného prvocisla. Takové y nazveme ,zbytkem“ ¢isla n. V§imnéme si, ze soucin
dvou ¢&isel je druhou mocninou celého ¢isla, pravé pokud maji stejné zbytky.

Cislo na papirku a ¢slo v hrnicku tak maji stejny zbytek. Naopak, pokud toto plati pro kazdy
hrnic¢ek, pak kazdy soucin je druha mocnina. Pocet moznych usporadéani proto bude pocet vSech
permutaci mnoziny {1,2,3,...,50} takovych, Ze zbytek ¢isla je po permutaci zachovan.

Rozdélime si nyni ¢isla z mnoziny {1,2,3,...,50} podle zbytku:

e Zbytek 1 : Druhé mocniny, kterych je prave 7.

e Zbytek 2 : Cisla 2,8, 18, 32, 50.

e Zbytek 3 : Cisla 3,12, 27, 48.

e Zbtek 5 : Cisla 5,20, 45.

e Zbytky z = 6,7,10,11 : Vyhovuji pravé dvé ¢isla, z a 4z. Cislo 9z > 50 je moc velké.

e Pro zbylé zbytky uz je 4z > 50, proto v dané mnoziné existuje jediné ¢islo s timto zbytkem a

tak musi papirek v hrni¢ku s timto ¢islem obsahovat rovnéz toto &islo.

Hledany pocet permutaci je jednoduse souéin poétii permutaci pro dané zbytky, tj. 7!-5!-41-3!-(21)* =
1393459200.
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26.

27.

28.

Rovnice s velkym ¢islem
Vysledek: 12686895667813128973828804688

Reseni: Pomoci znamého vzoredku si rovnici zjednodusime na tvar (z+y)(z —y) = N. Jak vypadaji
v8ichni délitelé ¢isla NV vime, feSeni bude tedy ve tvaru z —y = a,x+y = % pro né&jaky délitel a ¢isla
N. Tyto dvé rovnice o dvou nezndmych nam uz jednoznacné urcuji hledana ¢isla z, y. Musime si ale
ovérit dvé podminky: x i y musi byt totiz jak cela, tak nezdporna. Je napiiklad intuitivné jasné, ze
nase a musi spliiovat a < %, jinak by y bylo zaporné.

Zformulujme to piesnéji: za predpokladu x — y = a, kde a > 0 déli N, méame z + y = % a systém

. - - 2 7 s ¥ v z 2 —_ 2
dvou rovnic o dvou neznamych pro z a y. Tento systém ma obecné Feseni z = & ;:1 @ ay=2L T

N2+aa2 bude nezaporné vidy, chceme tedy

pouze, aby y = Ngag > 0. Tato nerovnost se da (diky a > 0) pfepsat na VN > a. Tato podminka

a
musi platit. Chceme také, aby %{fz € Z*. Ale to plati vZdy, nebot jsme si mohli v&imnout, %e v
zadani prvociselny rozklad ¢isla N zac¢ind az od druhého prvoéisla, a v8echna prvocisla po prvnim,
které je 2, jsou nutné licha. Tedy i libovolny délitel ¢isla N je lichy jakozto soucin mocnin lichych

prvodisel. Z toho uz plyne, ze Nzia“z = % . (% + a) € Z*, protoze a, % jsou licha.

Celkem ziskavame, Ze pocet riznych feSeni puvodni rovnice takovych, Ze z, y jsou celd nezaporné,
presné odpovida poctu délitela N, ktefi neprevysuji v/ N. Toto &islo uz ziskame jednoduse, napiiklad

Chceme, aby tato ¢isla byla cela a nezaporna. Cislo z =

staci spocitat pocet vSech délitelu ¢isla IV, to udélame jako souéin 3-5-7-...-45, ozna¢me si tento
vyraz D(N). Od né&j odefteme 1 za délitele a = %, ktefi splyvaji, vydélime dvéma a pfFicteme 1,
neboli celkem feSeni ziskame jako %.

T¥i kruznice v obdélniku

Vysledek: 14.92820

Reseni: Zakladem je uvédomit si, ¢emu odpovidaji délky jednotlivych stran obdélniku. Jedna z hran
mé délku piesné 4 poloméry kruznic, tedy 4, a druha ma délku 2 poloméra kruznic (tedy 2) plus
délku vysky trojahelniku s vrcholy ve stfedech zadanych kruznic (viz obréazek).

Vyska trojuhelniku ma velikost v = /22 — 12 = /3. Po dosazeni ziskame vysledny objem S =
4 x (24 /3) = 14.92820

Lr+v

Zahadnéa funkce

Vysledek: 155

ReZeni:

KdyZ si nakreslime, kam funkce f posila rizné &isla z Ny podle prvni véty ze zadani, dostaneme
takovyhle né&jaky obrazek:
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29.

30.

pdzcieolele

Jde vidét, ze kazda funkee f spliujici tyto podminky je definovana dvojici (K, k), nebot zbytek de-
finice f je jiz pevné dan zadanim. Nyni potiebujeme najit v8echny takové funkce, které splhuji
fA(n) = f2314(n), pro viechna n € Ny.

Z této podminky plyne, Ze viechna &isla, kterd jde zapsat jako f*(n) pro n&jaké n jde po nékolikana-
sobné aplikaci funkce f musi objevit znova, coz podle obrazku vypadé, Zze by nemuselo platit, pokud
by bylo f4(n) < k', Pokud by nastalo, 7e k¥’ > 4, tak nam nemiiZe platit f*(0) = f2314(0): Jelikoz
k> k' > 4, tak f4(0) = 4. Pro kazdé = > 0 ale uz je f*(4) > 4, protoze f s &isly vétsi nez 4, déla
jednu ze dvou véci: Zvétsi je o jedna, nebo jej zmensi na k’. V obou piipadech bude vysledné ¢islo
vétsi nez 4. Takze f4(0) < £2314(0), a pot¥ebnou podminku nemiizeme splnit.

Musime tedy mit ¥’ < 4. Dale, aby se f(n) mohlo opakovat, musi dopadnout bud ve velkém cyklu od
k' do k, nebo v jednom z malych cykli. Pro &isla z malych cykl (tedy n > k) plati f4(n) < f234(n)
trivialng, jelikoZ f(n) = n. Omezme se tedy na &sla z velkého cyklu: Mé&jme libovolné ¢islo = z
velkého cyklu mezi k' a k. Vimé, Ze kdyZ z x udslame 4 kroky pozpatku po velkém cyklu, dostaneme
¢islo y, takove, ze f4(y) = x, a aby platilo f4(y) = f?4(y), musi platit x = f2*1°(x). Jediny zpisob,
jak mit f*(x) = x pro néjaké u, je obejit cely velky cyklus. Necht p = k& — k' + 1 je délka velkého
cyklu. Musi platit, Ze p déli u. Pro splnéni nasi podminky potfebujeme, aby p délilo 2310. Dale kvuli
podmince k' <k =p+k —1 mame 1 < p.

Nyni muzeme dokazat, Ze tyto podminky jsou uz dostacujici pro vhodnou funkci f: Méjme dvojici
(k', k) splimjici k' <4,k =k"+p—1,p > 1,p| 2310. M&me libovolné x € Ny. Pokusime se dokazat
fA(z) = f34(x): Pokud je x > k, tak to plati evidentné. Jinak = < k. Jelikoz kazda aplikace f na
&islo mensi k' jej zvétsi o jedno, a pro kazdé &islo vétsi nebo rovno k' uz nikdy nebude mengi, a k' < 4,
tak f4(x) > k', takze f4(x) je vzdy ve velkém cyklu. Necht y = f4(z). Pot¥ebujeme y = f2*10(y). Z
p | 2310 mame u takové, Ze up = 2310. Pak f“P(y) = fP(fP(... fP(y)...)) =y, coz jsme chtéli.

Mame 5 moznosti, jak vybrat k' < 4, a 31 moznosti, jak vybrat p > 1 takové, které déli 2310. Tyto
volby jsou na sobé& nezavislé, takze celkem méame 5 - 31 = 155 moznych zahadnych funkci.

Mafie
Vysledek: 6.33806

ReSeni: Trik je uvédomit si, ze jakmile vypadne prvni ¢lovek, musi po ném vypadnout ten, kdo
prvniho vyfadil. Toto musi platit, aby kazdy kromé prvniho vyfazeného ulovil pravé jednoho hrace.
Kdyby ve druhém kole vypadl nékdo jiny, nez prvni vrah, vypadl by ¢lovék, ktery nikoho nevyta-
dil a podminka ze zadani by byla porusena. Takto to indukéné musi pokracovat az do posledniho
hrace - v n-tém kole musi vypadnout ten hrac¢, ktery v n — 1-vém kole hrace vyfadil. Protoze
je situace symetricka, vypadnuvsiho v prvnim kole miizeme zanedbat a pravdépodobnost, Ze po
ném vypadnou v presném pofadi pravé ti lidé, které potfebujeme ke splnéni podminky je postupné

2022
20122 2021 Ce % =[[= 1, coz po dosazeni do Wolframu dava vysledek.
Hranolky

Vysledek: 382

Reseni: Uvazujme barvy 1,0. Nejprve si tlohu zkusme vyfesit na 6-thelniku. Kdybychom viechna
obarveni povazovali za riizna, méli bychom 2% = 64 feSeni. P¥i uvazeni otoceni vyjde 14 feSeni, ke
kterym pfipiSeme, kolik ze 64 feSeni pokryvaji:

15



31.

000000. ..
000001. ..
000011...
000101...
001001 ...
000111 ...
001011...
001101...
010101...

Regeni se nam rozdglila na 1,2,3,6-nasobna. Nyni vzdy vezmeme dvé (ne
nutné ruzné) feseni, jedno dame do spodni podstavy hranolky a druhé do
horni podstavy. Zkusime otacet jednou z podstav a pocitame, kolik riz-
nych feSen{ vzhledem k otoceni vznikne. Zjistime, Ze pocet vzniklych Feseni
zévisi na tom, kolikanadsobna byla dvé feSeni podstav. Také si vSimneme,
7e je jedno, které feSeni dame do horni podstavy a které do dolni, nebot

011011...
011101...
001111...
011111...
111111...

hranolku lze oto¢it tak, aby si FeSeni vymeénila mista.

= O OO WO WoO ooy~

Staci tedy vyzkousSet, kolik riznych hranolek vznikne pro vSechny kombinace nésobnosti podstav:
I1x1—1
1x2—1
1x3—1
1x6—1
2x2—2
2x3—1
2x6 —2
3x3—3
3x6—3
6x6—6

Dalsi zptisob jak tuto ulohu vyfesit vyzaduje néjaké zakladni znalosti z algebry. Ozna¢me M mnozinu

vBech obarveni hranolu, poznamenejme, e hranolka ma 12 vrchold, tedy mnozina M ma 2'2 prvka.

Dale ozna¢me G grupu vsech rotaci hranolky. Kdyz uvazime (levou) akci grupy G na mnoZinu M,

pocet orbit bude pravé hledané feSeni. Na zjisténi poctu orbit mizeme vyuzit Burnsideovo lemma.

Projdéme tedy prvky grupy G a spocitejme fixni body mnoziny M pro kazdy z téchto prvki. Grupa

G obsahuje identitu, rotace a) podle osy prochézejici stfedy podstav o 60,120,180, —120,—60, 3

rotace b) podle os prochazejicich stfedy protéjsich stén o 180 a 3 rotace c¢) podle os prochazejicich

stfedy prot&jsich hran o 180. Identita ma ziejmé kazdy prvek mnoziny M jako fixni, tedy 2'2 prvkii.

Rotace a) o 60, —60 m4 22 fixnich prvki, celkem tedy 2 - 22 = 23. Rotace a) o 120, —120 ma 2*,

celkem tedy 2° fixnich prvki. Rotace a) o 180 ma 26 fixnich prvki. Rotace b) mé kazda 2° fixnich

prvki, celkem tedy 3 - 2°. Rotace ¢) ma kazda 2°¢ fixnich prvki, celkem tedy 3 - 2. Celkovy podet
212423425 47.96
12

z 6-t1helniku, vysledky seCteme a vyjde 382 feSeni.

orbit bude tedy aritmeticky pramér fixnich prvku, tedy = 382, coz je hledané feSeni.

Kanoistika
Vysledek: 6,47

Reseni: Uloha by byla krasnym piikladem na derivace pro zkuSené matematiky, ukazme si ale
nyni i velice pékné feSeni s pomoci tzv. Snellova zdkona. Snelliv zdkon se vyuziva hlavné ve fyzice,
popisuje totiz Sifeni vlnéni ve dvou riznych prostiedich, s jinou rychlosti. Pfemyslejme o Tobiasovi
jako o vlnéni, které piechazi z prost¥edi vody (kde se $ifi rychlosti 6 km/h) do prost¥edi pobiezi
(kde se siff rychlosti 10 km/h). Analogie se svétlem se nam bude hodit, protoZe svétlo se z bodu do
bodu &iff po nejrychlejsi mozné cesté, stejné jako to chce udélat Tobias.

Ozna¢me si v; = 6km/h, vo = 10km/h, a také ahly a3 a as, coz jsou thly mezi trajektoriemi
Tobiase a kolmici na rozhrani prost¥edi (v naSem piipadé pobfeZi). Nutné pak as = 90°, protoZe se
potfebuje dostat do bodu na pobfezi, coz je v naSem pfipadé rozhrani prostiedi.
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Vznik4 operace, ktera podstavam dle jejich nasobnosti pfifadi pocet vznik-
lych TeSeni celé ulohy. Tuto operaci provedeme pro v8ech 105 dvojic feSeni



Snelluv zakon nam pak udava vztah mezi rychlostmi prostiedi a uhly od kolmice, tj.
sin o U1
sin oy 1272
. __sinaz vy sin90° - 6
sSino = ™ = 10
a1 = 36,8699°

Z pravouhlych trojuhelniki v obrazku pak jednoduse spocitame, Ze musi Tobias kanoi dojet na misto
vzdalené 6,47 km od mista urcéeni.

32. Dé&tsky obvod'ak
Vysledek: 22/25

Reseni:

7Z obréazku vidime, Ze body K a L lezi na Thaletové kruZnici se stfedem v M a polomérem AB, tudiz
[KM| = [LM| = &,
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33.

34.

35.

7 toho dostaneme, Ze
|KM|+ |KL| ¢ 1
|AB| +|AC|+|BC| c¢+2b 36

36c = 11c + 22b

25¢ = 22b
|AB| c_ 22
|[AC] b 25

Platonska postupka

Vysledek: 0,00208

ReZeni:

Platénska télesa jsou ¢tyfstén, krychle, osmistén, dvanactistén a dvacetistén, n tedy pro jednotliva
télesa po fadé nabyvad maximélnich hodnot 4,6,8,12 a 20.

Celkové tedy miizeme témito hracimi kostkami hodit 4 -6 -8 - 12 - 20 = 46080 kombinaci.

Nyni spocitejme pocet kombinaci, pii kterych padne pozadovana postupka. Pro ¢tyfstén mame 4
moznosti, jaké ¢islo muze padnout. Nezéavisle na tom mohou néasledné na krychli padnout 4 ¢&isla
(¢isla 1 az 5, kromé toho, které padlo na ¢tyfsténu). Obdobné mame 3 moZnosti pro osmistén, 2 pro
dvanactistén a 1 pro dvacetistén. Celkem tak méme 4-4-3-2-1 = 96 moznosti, jak miize postupka
padnout. Pravdépodobnost zadané postupky je tedy % = -1 =0,00208.

180
Pegas
Vysledek: 40

Reseni: Prvnim krokem je si uvédomit, ze pro libovolné n < 4 pegas nemize udélat ani jeden skok.
To nam dava 0+ 3+8+15 = 26 zafernénych poli (zacernéna budou vSechna pole, aZ na to, na kterém
pegas stoji na zadatku). Pro n = 5 lze jednoduse ukazat, Ze se dostane na libovolné z obvodovych
poli; na stfedovych 9 se ale nedostane ze stejnych duvodi, jako pro n < 4. Pro n = 6 se takto
dostane na v8echna pole do dvou od okraje (a blize do stfedu ne) a pro n = 7 se dostane na vSechna
az na stfedové. Pro vSechna n > 7, se uz pegas dostane na libovolné pole.

To nam dava dohromady 26 + 9 + 4 + 1 = 40 zacernénych poli.

Digitalni hodiny
Vysledek: 48

Reseni: Ozna¢me si jednotlivé segmenty od vrchniho po sméru hodinovych rucicek ¢isly 1 — 7 tak,
Ze prostfedni segment bude mit ¢islo 7.

Pocet segmenti v &islech spliiujicich zadané podminky musi byt zfejmé délitelny 7 a nabyva hodnot
0728. Pocet segmentii tedy mtize nabyvat hodnot 7,14, 21,24. Rozd€lme si dlohu na tyto ptipady.
Zatim nebudeme vibec zohlediiovat poradi cifer.

a) Cislo méa 24 segmenti:

Kazdy segment kazdé cifry musi byt rozsvicen, podminku tedy spliiuje pouze ¢islo 8888

b) Cislo ma 7 segmenti:

Cislo zFejmé musi byt maximalné trojmistné. Pokud by mélo 3 cifry, musely by byt alespon 2 jednicky
a posledni by musela byt sedmicka. Toto &islo zfejmé nespliuje podminky. Hledame tedy pouze
jednomistna a dvoumistna ¢éisla, kterda maji soucet segmentti roven 7, coz jsou:

8,12,13, 15,47, z nichz evidentné spliiuje podminky jen 8, 13.
¢) Cislo mé 21 segmentii:

Jednim feSenim je 888 a vzhledem k tomu, Ze je rozsvicen maximani pocet segmentt pro trojmistné
¢islo, mizeme nyni hledat pouze ¢&isla ¢tyfmistna. Hledat budeme vylucovaci metodou na principu
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36.

faktu, ze pokud néjaka cifra nema rozsviceny nékteré pozice segmentti, musi je mit rozsvicené vsechny
ostatni cifry.

Cifra 3 lze doplnit pouze ciframi 0,1, 8, pfi¢emz pouze cifra 1 neobsahuje segmenty 2,3, tedy se v
¢isle musi nutné vyskytovat. Do souctu 21 zbyva stale 14 segmentii, nutné tedy musime na posledni
dvé pozice doplnit dvé ¢isla 8. Nachazime tak feSeni 1388.

Obdobné k ciffe 7 muzeme doplnit pouze cifry 6,8, ale vSechny zminéné cifry maji segment 3, tedy
nemohou splnit podminky.

Obdobné k ciffe 1 muZeme doplnit pouze cifry 8,9 (variantu s 3 jsme jiz vyTesili) a ty vSechny
obsahuji segment 6.

Zajimaveéjsi bude situace u cifry 4, ke které miZeme doplnit pouze cifry 0,2, 6,8, kde pouze cifra 2
neobsahuje segment 3 a pouze cifra 6 neobsahuje segment 2. Cifry doplnime cifrou 0 a dostavame
FeSeni 2046. Vsechny zbyvajici nevyfazené cifry obsahuji segment 1 a tedy dalsi ¢tyfciferné reseni
jisté nevznikne.

d) Cislo ma 14 segmenti:

Z predchozich poznatkii snadno nalezneme feSeni 88, 138 a 1133. Snadno také urc¢ime, ze 88 je
jediné dvouciferné feSeni a pripad si rozdélime na hledani trojcifernych a étyfcifernych reSeni.

Vzhledem k pozadovanému souc¢tu musi byt u ¢tyicifernych feSeni alespon jedna cifra 1 ¢ alespon
dvé cifry 7. Druhou variantu snadno vyfadime a zaméfime se na situaci, kdy je v feSeni pravé jedna
cifra 1.

Pokud by se cifra 1 vyskytla dvakrat, nemtze mit na pozici segmentt 5,6 segment jiz zadné jiné
¢islo. To spliwuje pouze cifra 7 a feSen{ 1177 miizeme hned vyloudit.

Vzhledem k souc¢tu muzeme k ciffe 1 doplnit jiz jen cifry 4,7 a pro dany soucet tak vznikaji na
doplnéni poslednich dvou cifer pouze moznosti 24,34, 45,37,57, 44, kde vS8echny muZeme vyloudit.
Pro ¢tyrciferna ¢isla tedy reSeni se souCtem 14 segmentt neexistuje.

Posledni situace, kterd muze nastat je, ze ma Cislo 14 segmentt a 3 cifry. P¥i obdobném postupu
jako u ¢tyFcifernych pfi sou¢tu 21 vylou¢ime vSechny varianty.

Nalezli jsme tedy tato TeSeni: 8, 88, 888, 8888, 13, 138, 1388, 1133, 2046. Nyni ale musime
uvazovat veskeré permutace t&chto ¢isel (kromé varianty, kde je nula na prvni pozici). Ze zakladnich
kombinatorickych pravidel tedy dostavame, Ze pocet feSeni je:

1+14+14+1+2+3/+% +3/+4!/ -3/ =48

Mys$ v domé
Vysledek: %

ReSeni: Mys zije nekonené dlouho a my se snazime najit, jakou Gast (nekoneéného) zivota stravi
v jaké mistnosti. At uZ je tedy na zacatku v jakékoli z mistnosti, hleddme, kde bude s jakou prav-
dépodobnosti po n krocich, kde n jde do nekoneéna.

Pro piedstavu, feknéme, Ze zacind v mistnosti A. S pravdépodobnosti % z ni prejde do B a s pravdé-

podobnosti % do C'. Po dalsim zazvonéni zvonku se bude presouvat s pravdépodobnosti % . % + % . %
do mistnosti A, s pravdépodobnosti % . % do mistnosti C a s pravdépodobnosti % . % do mistnosti B

a tak déle. Hleddme tedy limitu této posloupnosti, kdy je nam jedno v jaké mistnosti my$ zac¢ina.

Celkové tedy v kazdém kroku nasobime pravdépodobnost, s jakou je my$ v dané mistnosti s prav-
dépodobnostmi prechodi do jinych mistnosti. Z toho ziskame v limité

2
PA =DPB 3 bc D)
NS
PB =PA 3 bc 9
_ 1 n 1
bc =Ppa 3 PB 3
pa+pp+pc=1
ReSenim soustavy rovnic je py = S pp=2%apc=1
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37. Rozdily
Vysledek: —2277
Reseni: Zavedme novou funkci g(x) = f(x + 1) — f(z). Podminka ze zadani pak diktuje

gz+1)—glx)=fz+2)—-2f(z+ 1)+ flx) =z +1

pro kazdé x € Z. Funkci g uréime snadno, piSme pro libovolné kladné n (chovani na zapornych
¢islech nevyuzijeme):

n(n+1)

gn)=n+gn—-1)=n+n-1)4+gn—-2)=---=n+n-1)+---+1+4g(0) = 5

+ ¢(0).
Méame dano f(11) = 111, f(111) = 11, jejich rozdil si zapiSeme v Feéi funkci g, kterou jiz mame na
kladnych é&islech urcenou:

~100 = £(111) — f(11) = (F(111) = £(110)) + (f(110) — F(109)) + - + (F(13) — F(12)) + (f(12) — f(11))
= ¢(110) 4+ ¢g(109) + - - - + g(12) 4+ g(11)
110-111 109 - 110 12-13  11-12
5 T Tty T
=100 - g(0) + 227700.

=100 g(0) +

Je tedy ¢g(0) = —2278. Dokonéime pak f(2) — f(1) = g(1) = g(0) + 1 = —2277.

38. Prechody pres piechod
Vysledek: 40
ReSeni: Oznaéme m pocet nagich hledanych dni. Pokud je m pocet dni, pii kterém nepozname,
kolik lidi preslo pfes pfechod, znamena to, Ze existuji dvé ¢isla x a y mezi 30 a 60, x < y, tak, ze
¢isla max a my jsou od sebe vzdaleny o celociselny nasobek 1000. Piedpoklddejme nejprve, ze jejich
rozdil je pfesné 1000, potom plati pro néjaké piirozené ¢islo z:

mx =z
my = z + 1000
m(y —x) = 1000

Rozdil y — = je v rozmezi 1 az 30, a jde o délitel 1000. Zjevné také m je délitel 1000. Hledame
tedy co nejmensi pfirozené m takové, ze 1000/m je celé ¢islo v rozmezi 1 a 30. Takovym m je 40,
odpovidajici ¢isla x a y jsou napiiklad 30 a 55: 30 - 40 = 1200, 55 - 40 = 2200.

Kdyby rozdil my — ma byl celoéisleny nasobek 1000 vétsi nez 1, pak by m muselo byt vétsi nez 40,
protoze rozdil 60 - 40 — 30 - 40 = 1200 < 2000, tudiz béhem 40 dnii nejsme schopni dosdhnout rozdilu
2000, natoz vyssiho nasobku 1000.

39. Devitky
Vysledek: 41

Reseni: Nejprve ukazeme, Ze tlohu lze preformulovat tak, abychom pouzivali nejugse pét &isel.
Pokud totiz existuje feSeni s 1,2 nebo 3 ¢isly, 1ze na konec pfidat néjaky vyraz, ktery jej "prodlouzi"na
pét ¢isel. Jako priklad vezméme ¢islo 4 - to lze vyjadiit jako 349 : 9, tedy s pomoci t¥i ¢isel, odsud
vSak lze snadno vytvorit péti¢iselné feseni 34+ 9 :9-9 : 9. Tim mame oSetfena FeSeni o délce 1-3.
Zbyvaji feSeni o délce 4, ty prodlouzime tak, ze jednu z devitek rozepiSseme jako 3 - 3 nebo naopak
trojku rozepiSeme jako 9 : 3.

Nynf feSime postupné od délky jedna po délku pét, vzdy se snazime najit vSechna ¢&isla, pro které je
dané délka nejkratsim moznym FeSenim.

(a) zde mame pouze 2 ¢isla: 3, 9.
(b) zde je 5 ¢isel: 1,6,12, 18,27
(c) pocet takovychto feSeni nartsta na 9: 2,4, 8,10, 15,21, 24, 30, 36
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41.

(d) tato FeSeni lze generovat jednak prodlouZenim FeSeni o délce 3, druhak kombinovanim dvou
feSeni o délce 2. Vyjde 11 ¢&isel: 5,7,11,13,17,19, 26, 28, 33, 39,45

(e) zde bud'to prodluzujeme FeSeni délky 4, kombinujeme FeSeni o délce 3 a 2, nebo pfimo vytvorime
feSeni délky 5 pomoci zlomkt. Vyjde 14 ¢&isel: 14, 16, 20, 22, 23, 25, 29, 31, 32, 35, 37, 40,42, 48

Celkem dostéavame, ze feSeni délky 5 lze najit pro 2+ 5+ 9+ 11 4+ 14 = 41 ¢&isel.

Skareda &isla, hezky polynom
Vysledek: 552,56922...

Regeni: Ozna¢me si nase &slo a = 1/v2 4+ v2 — /2. A nyni toto &slo upravujme:
o =1\/2+V2-V2

o +V2=1/2+V2
a® +2v2a3 +2=2+2
o =v/2(1 - 20
a'? =2(1 — 4a® + 4a°%)
a'? —8a8 +8a% —2=0
TakZe nyni vidime, Ze nage ¢islo je kofenem polynomu f(x) = x'? — 825 4 823 — 2, coZ je polynom
dvanactého stupné. Nyni dosadime v/3 a dostaneme f(v/3) = 552,5692193.... Z vysledki algebry

vime, Ze existuje pouze jediny takovyto polynom dvanactého stupné, ktery mé racionalni koeficienty
a vedouci ¢len 1.

Kalhoty
Vysledek: 3461

ReSeni: Prvné si vypoéitame, kolik ¢tvereckt dohromady bude Lea pot¥ebovat. Na kazdou nohavici
to je 5 x 6 = 30 a na zbytek kalhot 8 x 2 = 16 ¢tvereckti. Dohromady to je tedy 2 x 30 + 16 = 76
¢tverecku a zabere ji to 40 x 76 = 3040 minut.

Nyni ta tézsi cast a sice sesivani ¢tverecki k sobé. Na obrazku
jsou ¢tverecky, které musime sesit a vznikne prvni nohavice. Aby
nam vznikl takovyto obdélnik, musime sesit vzdy dva sloupce
Ctverecki k sobé (Cervena usecka) a to 4krat zopakovat a na-
sledné sesit vzdy dva fadky ¢tvereckii k sobé (modra usecka) a
to Hkrat zopakovat. Vzhledem k tomu, Ze seSiti dvou ¢tverecki
trva 1 minutu, tak sesiti dvou sloupct (¢i Fadkd) nam bude trvat
tolik minut, kolik je sloupec (fadek) dlouhy (kde jako jednotku
bereme jeden ¢tverecek). Konkrétné tedy seSiti dvou sloupcii
trva 6 minut a dvou fadka 5 minut. K vytvofeni tohoto ob-
délnfku budeme tedy potiebovat 4 x 6 + 5 x 5 = 49 minut.
Nohavice ale neni oblélnik, takze musime sesit jesté dvé delsi
strany k sobé a vznikne ndm valec bez podstav, ktery chceme.
Musime tedy pri¢ist jeSté 6 minut. Vytvoreni obou nohavic z jiz
hotovych ¢tverecktt nam bude tedy trvat 2 x (49 + 6) = 110
minut.

Zbyva nam tedy 16 ¢tverecki, které sesijeme do obdélniku 2 x 8 a nasledné opét do vélce (tentokrat
seSijeme kratsi strany k sobg). Stejnym zplisobem vypocitame, Ze ndm to zabere 8 +2 x 7+ 2 = 24
minut.

Mame tedy t¥i valce a ty prisijeme podle zadani. Spojeni nohavic v rozkroku nam bude trvat 1 mi-

tedy 9 minut. Nakonec pifidame pas, ktery trva uhackovat 270 minut, ale nasledné ho musime
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43.

jesté prisit zvrchu kalhot, kde je obvod 8 ¢tvereckt, takze to ji bude trvat dalsich 8 minut. Kalhoty
méame hotové a stac¢i nam ted vSe jen seéist:

3040 4+ 110+ 24 + 9+ 270 + 8 = 3461

Osamély hrac

Vysledek: 22

ReSeni:

Prvni krok k feSeni je uvédomit si, ze vSechny hody Karlovych minci jsou nezavislé. Kolikrat Karel

héaZe prvni minci, neZ padne orel, neovlivni jeho pocet hodi druhou minci, nez padne orel, apod.

Sta¢i nam tedy zjistit, jaky je ocekavany pocet hodi jednou minci, nez mu padne orel. Intuitivné

asi né&jak tusime, Ze to bude 2, ale pokusme se to zjistit pofadnéji.

Namodelujeme si situaci. Mame jednu konkrétni zafixovanou minci. Kazdému pfirozenému ¢&islu

n € N pfifadime pravdépodobnost, ze Karel touto minci hodi pravé n-krat. Kdyby hodil pravé

jednou, musel by hodit na prvni pokus orla, coZ nastane s pravdépodobnosti p(1) = % Kdyby hodil
171 _1

dvakrat, musel by hodit nejprve pannu a potom orla, coz nastane s pravdépodobnosti p(2) = 5-5 = 7,

a tak dale. Celkem intuitivné ziskavame, ze pravdépodobnost, Ze Karel s jednou minci hodi pravé
n-kréat, bude p(n) = (%)n

Nas ale celkem zajimaé, jaky je oCekavany pocet hodi jednou minci. Toho dosahneme jistou obdobou
"vazeného praméru". Vime-li totiz, Ze pravdépodobnost, Ze minci hodime pravé n-krat je (%)n,
miizeme kazdé prirozené ¢islo n vynasobit pfislusnou pravdépodobnosti, tato ¢isla secist a ziskame
tim hledany vysledek. (Pokud vam tento krok neni jasny, rozmyslete si nejprve, jak by vypadalo
napiiklad hledéni oéekévaného poctu vstielenych gola za zapas pro utocnika, ktery vstieli jeden gol
za zapas s pravdepodobnostl s a vstreli dva goly za zéapas s pravdepodobnostl £, Celkem intuitivné
nas tento priklad tahne k vazenemu prumeéru, tedy spocitani vysledku Jako z 1 +3 2.9= 5 .S minci

je to uplné stejné, pouze mame nekoneéné mnoho moznych vysledki.)
Celkem tedy ziskavame vysledek jako > 07 - (%)w Vyhodnoceni tohoto sou¢tu vyjde jako 2, bud

za pomoci Wolframu nebo se znalosti trochy teorie nekone¢nych rad. Vysledek celé tulohy je potom
211 = 22, diky nezavislosti minci, jak jsme zminovali.

O nosiéich ryze

Vysledek: 25

ReZeni:

Nejprve zjistime vSechny mozné hodnoty n. Ze zadani existuji nezaporna cela &isla a, b, ¢ takova, ze
n=17a+9 = 12b + 3 = Tc + 5. Zabyvejme se jejich vzadjemnym vztahem.

Z rovnosti 17a + 9 = 12b + 3 plyne, Ze ¢&islo 12b — 6 je délitelné sedmnécti. Zjistéme, pro jaké

hodnoty b toto plati. Snadno se ovéri, Ze to zavisi jen na tom, jaky zbytek po déleni 17 ¢&islo b ma.
b=17b+ || 0 |1 |2 | 3 | 4|5 6 | 7 |8|9|10|11|12| 13|14 | 15| 16

12b— 6 1611383151050 12| 7 | 2 [14| 9 | 4 |16
Vidime, 7e b = 17bs + 9. Dosazenim do tfeti rovnosti dostaneme 12(17b + 9) + 3 = 7¢ + 5. Toto
upravme na 204by + 106 = 7c¢; nutné leva ¢ast je délitelnd sedmi. Protoze 204 = 29 -7+ 1 a
106 = 15 - 7 + 1, nastane to jen v pfipadé, kdy bs + 1 je délitelné sedmi, tedy bs = 7bg — 1.
Opétnym dosazenim dostavame vztah n = 12(17(7b3 — 1) +9) 4 3, neboli n = 1428b3 — 93 pro n&jaké
prirozené bs. Ackoli toto je z naSeho postupu pouze nutna podminka pro to, aby n vyhovovalo zadani,
da se snadno ukazat, Ze je i postacujici — staci tento vyraz vydélit se zbytkem.

Vratme se nyni k omezeni n poctem ryZzonosu. Ten ozna¢me R. Celkové mnozstvi ryze v pytlich je

—1.3R
1+1,3+1,3% 1,301 = 1,3k = 1-1,37
+1,3+1,3%+ .+ Z 1713

z ¢ehoz urcita ¢ast je kulatozrnna. Aby n bylo jednozna¢né zadano, nutné je celkovy pocet pytli
mensi, nez 1428 - 2 — 93, tedy 2763 >

1 1 3 . Nejvétsi vyhovujici R je 25.
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44. Proces

45.

Vysledek: 409

ReZeni:

Zkoumejme situaci po pravé n probéhlych procesech. Jisté x—ova soufadnice polohy Koumy s Nou-
mou je sou¢tem n nezavislych hoda kostkou; stejné tak y—ova. Oznacme tyto soufadnice X a Y.
Presnym pravdépodobnostnim rozdélenim sou¢tu n hodi kostkou se nebudeme zabyvat; posta¢i nam
znamy fakt, ze nejpravdépodobnéjsi sumou je % -m pro sudé n a dvé hodnoty k této nejblizsi pro liché
n, a dale, ze pravdépodobnosti sum stejné vzdalenych od % -1 jsou totozné — dostaneme-li uréitym
hodem jeden soucet, pak druhy vznikne prohozenim jednicek za Sestky, dvojek za pétky a trojek za
Ctytky.

Po n procesech se nachazi Kouma s Noumou ve vzdalenosti L = X2 + Y2 od pocatku. Z vyse

G+ () =22 nal>Tf

épodobnost, Ze jsou ve vzdalenosti 2023, musi

uvedeného vidime, ze pravdépodobnosti, ze L < J
jsou stejné. Aby tedy byla alesponi poloviéni prav
2023 < Y2 . . Nejmensf takové n je 409.

Kryci jména

Vysledek: 52586176500

Reseni:

Pfi feSeni tlohy budeme postupovat nasledovné. Nejprve uréime pocet zptsobu vybrani 8 modrych
z celkovych 25 policek. Poté ze zbylych 17 vybereme 7 Cervenych a na zavér ze zbyvajicich 10 vybe-
reme unikatni ¢erné policko. Nezavisle na pfedchozich vybérech muzeme toto provést pro libovolnou
barevnou kombinaci, tedy celkovy pocet riznych rozmistnéni barev je roven sou¢inu kombinacnich
¢isel jednotlivych vybéra.

Nesmime ovSem zapomenout na to, ze hleddme neorientovana pole 5 x 5, tedy zadna dvé barevna
rozmistnéni nesmime dostat néjakou rotaci. Nyni bychom hledali po¢et rozmisténi pro orientované

pole. Ctverec mitzeme (bez zrcadleni) rotovat do 4 raznych poloh, vysledné &islo tedy jesté musime
vydélit 4.

Toto by ale ovSem platilo pouze pro pole, ktera nejsou po néjaké rotaci symetricka. Ukazme si tedy,
Ze pro zadanou barevnou kombinaci nelze vytvorit takto symetrické pole. Cerné policko musi urcité
lezet uprostied (jinak ndm samo o sob& vzdy vytvoii rotaci unikétni pole). Nyni at uz umistime
¢ervené policko kamkoliv, musi byt poli¢ko symetrické podle stfedu také ¢ervené. To je ale v rozporu
s faktem, ze mame lichy pocet Cervenych poli¢ek. Tedy neexistuji zadné pole s timto zadanim, ktera
by byla pro néjakou rotaci symetricka.

25\ . (17) . (10
w = 52586176500
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