Mathrace Sada 1

odevzdavejte do 17.00

Pokud je teSenim pocet néjakich objekti a sprdvnd odpovéd je nekoneéno, napiste inf“. Pokud je
Tesenim raciondlni necelé éislo, napiste jej jako zlomek v zdkladnim tvaru (napt. 5/7, ale ne 4/6). Pokud
je Tesenim iraciondlni ¢islo, napiste jej v desetinném zdpisu s teckou zaokrouhleno na 5 desetinnigch mist

(napt. 5.55579846 . .. jako 5.55580).

1. Cesty do Rima: Do Rima vede 2022 cest, které jsou néjak (ne nutné ruzng) dlouhé. Kdyz je
ocislujeme pfirozenymi ¢isly od 1 do 2022, nastane pravé jedna z nasledujicich situaci:

Pravé jedna z cest je delsi nez druha (tj. s ¢islem 2)

Praveé jedenact cest je delsich nez druhé
e Praveé sto jedenact cest je delSich nez druhé
e Pravé tisic sto jedenact cest je delsich nez druhé

e ZAdna cesta neni del§f nez druha

Navic kazda ze situaci urcité nastane v alespoil jednom ocislovani. Vybereme ocislovani rovnomérné

v

nédhodné. Urcete pravdépodobnost druhé nejpravdépodobnéjsi situace.
Vysledek: 911/2022

Reseni: Uvedomme si, 7e cesty muzeme rozdélit do péti tiid podle délky, od nejdelsich po paté
nejdelsi. Podle toho, v jaké t¥idé lezi zkoumana druha cesta, pak nastane jedna z péti moZnosti
poctu delsich; pokud by t¥id bylo vice nebo méné, nebylo by situaci pravé pét. Soucasné v situacich,
kdy je méné cest delsich nez druhé, je druhé cesta delsi, nez v situacich, kdy jich je vice.

Druhé cesta miize tedy patfit mezi cesty...

e Nejdelsi: Odpovida tu zjevné moZnosti E).

e Druhé nejdelsi: Odpovida A); nejdelsi cesta je tedy jedina.

e Tteti nejdelsi: Odpovida B); druhych nejdelsich je 11 — 1 = 10.

Ctvrté nejdelsi: Odpovida C); tretich nejdelsich je 111 — (1 + 10) = 100.

e Paté nejdelsi: Odpovida D); ¢tvrtych nejdelsich je 1111—(1410+100) = 1000, patych nejdelsich
2022 — 1111 = 911.

Pravdépodobnosti, Ze nastane dané situace, jsou tedy v pofadi sis, 510, A00 1000 “91L 1y} 4
nejveétsi z nich je 2901212.

2. Koralky: Ernesto ma k dispozici 10 barevnych koralki, kde kazdé 2 kordlky maji jinou barvu.
Téchto 10 koralki si navlékl na provazek a ten zavazal, ¢imz si vytvoril naramek. Sousedni koralky
poté razné poslepoval k sobé tak, jak je vyzna¢eno na obrazku. Vznikly mu tak na ndramku skupiny
slepenych koralku - skupina mize ¢itat 1 az 10 koralka. Mél dlouhy provazek, tedy at slepil koralky
libovolné (klidné vSech 10 za sebe do fetizku), vzdy zistaly néjaké dva sousedni koralky neslepené.
Kolik raznych naramku takto mohl ziskat? Dva naramky povaZujeme za stejné, pokud pomoci oto-
Ceni nebo nasazeni na ruku opaénym smeérem zjistime, Ze maji koralky nasazené ve stejném pofadi
a zaroven maji koralky poslepovany stejnym zptisobem.

Vysledek: 185613120

Reseni: Nejprve zjistime, kolika riiznymi zptsoby mohl Ernesto navléct koralky na naramek. Poté
toto &islo vynasobime po¢tem moznosti, jak mohl koralky poslepovat, a ziskdme vysledek. Pokud
budou totiz poradi koralkt razné, budou i naramky s poslepovanymi koralky rizné, at je poslepujeme
jakkoliv. Vime, ze se dva naramky povazuji za stejné, pokud lze jeden z druhého ziskat otocenim
nebo nasazenim na ruku opaénym smérem. Zafnéme s hornim odhadem 10!. Tolika zpisoby by se
dalo totiz navléct 10 koralkt na rovny provazek bez zavazani. Kdyz ale provazek zavazeme, ztracime
najednou schopnost rozlisit, ktery z koralkt byl v fetézci prvni - mohl by to byt kterykoliv z nich.



Tedy pro ztotoznéni vSech "rota¢né shodnych" poradi koralkt musime 10! vydélit 10 a ziskavame
9!. Dale jesté musime ztotoznit ta poradi, ktera jsou "osové shodna". Uvédomme si, Ze kdyz koralky
navleCeme na provizek v né&jakém poradi z jednoho konce provazku a poté ve stejném poradi z
druhého konce provazku, ziskdme tim dva naramky, které sice nejsou rotacné shodné, ale jsou osové
shodné - jeden z druhého muzeme ziskat osovou soumérnosti neboli nasazenim opa¢nym smérem.
Pocet rota¢né shodnych naramkt musime tedy jesté vydélit 2, ¢imz se ocitdme na hodnoté %.

Spocitali jsme tedy celkovy pocet riznych zpusobt, jak mtizeme kordlky na naramek navléct. Ted
uz pro slepovani koralka postaci néasledujici tvaha: Piedstavme si, Ze mezi kazdymi dvéma koralky
se ze zacatku nachézi drazka, ktera kazdou dvojici vedlejsich koralki oddéluje. Téchto drazek je cel-
kem 10. U kazdé z nich mame dvé moznosti - bud drazku ponechame a tedy danou dvojici koralkt
nechame oddélenou, a nebo drazku vyndéame a tuto dvojici vedlejsich koralku slepime. Celkem tedy
existuje 2'° moznosti, jak se pro dany naramek rozhodnout, jak jeho koralky poslepovat. Musime si
ale dat pozor - jedna tato moznost zadani nevyhovuje, a to ptipad, kdybychom chtéli vyndat vSech
10 drazek a slepit vSechny dvojice sousedicich koralka. Vime totiz ze zadéani, Zze vzdy musime alespon
jednu drazku ponechat, jelikoz vzdy bude existovat alespon jedna dvojice sousednich koralkt, ktera
nebude slepené. Celkem tak ziskivame &islo 2 - (210 — 1) = 185613120.

. Kruté zvolani: Dalik se prochazel parkem, kdyZ najednou zakopl o kdmen. P#i tom zvolal: "Mam
funkei spliwjici f(1) = f(2) = 1 a f(n +2) = 27+ 4+ 2f(") pro kazdé piirozené n > 1." Uréete
zbytek, ktery dava ¢islo f(23) po déleni ¢islem 42.

Vysledek: 8
Reseni: Podle Cinské zbytkové véty nam staci uréit zbytek f(23) po déleni &isly 2,3,7 (2-3-7 = 42

).
Nejprve jisté pro n > 3 je f(n) sudé. Pro sudé &islo 2z ale plati 22* = 4% = 1% = 1 (mod 3).
Pro n > 5 je kazdé f(n) rovno sou¢tu dvou mocnin dvojky se sudym exponentem, tedy f(n) = 2
(mod 3), a tak f(n) =2 (mod 6).

Koneéng, podle Malé Fermatovy véty plati 26 = 1 (mod 7). Pro kazdé n > 7 je tak
f(n) =2/ 4 of(n=2) = 9f(n=1) (mod 6) 4 9f(n=2) (mod6) _ 92 4 92 _g=1 (mod 7).
Hledané f(23) tak spliuje f(23) =2 (mod 6) a f(23) =1 (mod 7), neboli f(23) =8 (mod 42).

. Masinka Tomas: Masinka Tomas projizdi trasu, kterda mé devét zastavek, za¢ina v prvni z nich a
konéi v posledni, celkem tedy projede osm tusekti. Pokud na kazdé zastavce nastoupi stejny pocet



lidi a kazdy cestujici si po nastupu na vlak nahodné zvoli zastavku (pfed nim), na které vystoupi, v
kolikatém tseku bude vlak prumérné nejplnéjsi?

Vysledek: 6

Reseni: Ozna¢me si pofet lidi nastupujicich na kazdé zastavce z. V prvnim tseku (mezi prvni

a druhou zastavkou) tedy cestuje x cestujicich, z nichz % chce vytoupit na druhé zastavce, é na
tfeti atd. V druhém tuseku tedy cestuje x nové nastoupenych lidi, z nichz % chce vystoupit na tieti
zastavce a %m cestujicich, ktefi nastoupili na prvni zastavce a nevystoupili na druhé, celkem tedy

x4+ %x =z-(1+ %) Ve tietim tseku cestuje z nové nastoupenych lidi, z nichz opé&t % vystoupi na
dalsi zastéavce, dale %x, cestujicich z druhé zastavky a gx cestujicich z prvni zastavky, celkem tedy
z-(1+849).

Stejnou argumentaci muZzeme pokracovat pro dalsi zastavky a zjistime, Ze v n-tém useku cestuje
x - (gg” + 977" + ...+ 8:2) =x-> %:’Z.L. Zajimé nas, pro jaké nm nabyva tato funkce maxima.
Protoze je z kladné, mizeme ho vynechat, protoze jen skdluje celou funkci, ¢imz neovlivni pozici
maxima.

Vy¢islime funkei a zjistime, Ze jeji hodnoty pro n € {1,2,...,8} jsou postupné 1,1.875,2.607,3.173,
3.538,3.654, 3.436,2.718, z nichZ nejvétsi je 3.654 pro n = 6.

. Pekelny obsah: Bubla si nakreslila pravidelny 2023-thelnik a opsala mu kruznici, nazvéme ji k. Z
2023-thelnika pak vytvofila 2023-gram tak, Ze spojila v8echny dvojice vrcholi 2023-thelnika, které
mély stejného souseda. Zjistila, ze z téchto novych ¢ar se ji vytvofil druhy, mensi pravidelny 2023-
tihelnik s obsahem 10% uvnit¥ ptivodniho 2023-thelnika. Jaky byl obsah ptivodni kruznice k? Na
obrazku je analogicka situace pro heptagram, modfe je vyznacen nové vznikly pravidelny sedmithel-
nik.

\/

Vysledek: 1000008.84264

Reseni: Zkusime tlohu vyFesit pro pifpad, kdy obsah nové vzniklého 2023-thelnika polozime roven 1.
Kdyz v tomto pfipadé spocitame obsah ptivodni kruznice, posta¢i nam vysledek vynasobit 1000000.



Kdyz si nové vznikly 2023-thelnik rozkouskujeme na 2023 stejné velkych trojuhelniki tak, Ze spojime
v8echny vrcholy se stfedem, bude kazdy z téchto trojuhelniki mit obsah S = ﬁ. Na obréazku

méame situaci analogickou pro sedmithelnik. V tomto pfipadé je modfe vybarvenéd ¢ast analogie

trojahelnika s obsahem S = ﬁ. Abychom mohli zjistit, jaky je obsah celé kruZnice, musime

zjistit délku jejiho poloméru. Tu miiZeme zjistit jako soucet dvou délek - vysky modie vybarveného
trojihelnika a vysky bilého trojuhelnika. K tomu ndm postaci znalost obsahu modrého trojuhelnika,
ahlu |[<CAB| = (2%—’273)0 a uhlu |[<CDB| = (%)O. Velikost tthlu CDB vypocitame tak, Ze si
vSimneme, Ze kdyZ protneme polopiimky DC' a DB s kruznici k, ziskdme tétivu kruznice, jejiz
obvodovym thlem je pravé uhel C' DB. Tato tétiva rozdéluje obvod kruznice k£ na dvé ¢asti s délkami
4 a 2019, z &ehoz uz jednoduse dopocitame velikost @hlu |[<CDB| = (ZT)°. Ozna¢me si S =

50530 |[<XBAC| = a,|<CDB| = (. Nyni uz mizeme dopocitat délku poloméru kruznice pomoci

goniometrickych vztahi v trojuhelnicich naptiklad jako

o sin(§)
r= % . <cos (5) + tan(%))

Obsah kruznice vypoéitdame jako 712, po dosazeni do Wolframu obdrzime hodnotu 1.00000884264.
Vynasobime 10, tedy posuneme desetinnou ¢arku o Sest mist doprava a ziskdvame vysledek tlohy.

. Hloupy, ale funkéni robot: étvercovy stul je rozdéleny na Ctyfi stejné velké ¢tvercové ¢asti. Na
kazdé z téchto Casti je nakreslena Sipka sméfujici k néjaké strané stolu. Hloupy robot se po stole
pohybuje tak, ze kdyz pfijde na nové policko, pokracuje po sméru Sipky. MuzZe se ovSem stat, ze



prejde pres hranu stolu a spadne na zem. Urcete, kolik existuje rozmisténi Sipek na stole takovych,
Ze muZeme robota postavit na stil tak, aby nikdy nespadl.

Vysledek: 64

Reseni: Pro kazdé policko na ¢tvercovém stole plati, Ze dvé mozné pozice Sipky sméifuji smérem ze
stolu a dvé sméfuji do stolu. Rozeberme tedy nékolik moznosti smért vsech Sipek:

(a) Vsechny Sipky sméruji jednim ze smeéri ,do stolu® — v tomto pFipadé libovolné umisténi Sipek
povede k tomu, Ze robot nikdy nespadne. Mame tedy pro kazdé policko dvé mozné pozice Sipky,
¢tyfi policka, dohromady 24 = 16 pfiznivych moznosti.

(b) Prdvé jedna ze Sipek sméfuje ,ven® — tato Sipka se muZe nachizet na jednom z 4 mist, mame
na vybér ze dvou sméri. Zbylé museji sméfovat smérem do stolu, pricemz vzdy museji dvé z
nich ukazovat "na sebe navzajem"(—+<) — jinak by nastala situace, Ze robot dojde na gipku
sméfujici ven — a tfeti je natoc¢ena smérem do stolu (jednim ze dvou moznych). Pro kazdou z
osmi voleb ven smérujici Sipky mame dvé moznosti dvojic na sebe ukazujicich Sipek, pro kazdou
z nich muze posledni Sipka ukazovat jednim ze dvou vnitfnich smért; dohromady 8 -2 -2 = 32

(c) Prdvé dvé Sipky ukazuji smérem ven — to zejména znamend, %e dvé ukazuji dovniti. Tyto dvé
ukazujici vnitFnim smérem museji ukazovat na sebe navzajem — jinak totiz sméfuji bud ven,
nebo na policko s ven sméfujici Sipkou. Tato dvojice miize mit jednu ze étyf moznych pozic, zbyla
dvé policka maji na sobé Sipky sméfujici ven (kazda z nich ma dvé moZné pozice), dohromady
4-2-2=16.

(d) Prave tri Sipky ukazuji ven — pak jisté nevytvorfme vhodnou kombinaci — vzdy Sipka sméfuje
bud ven, nebo na policko s Sipkou sméfujici ven.

Dohromady tedy mame 16 + 32 + 16 = 64 moznosti.

. Cifry sifry: Kolik existuje deviticifernych ¢&isel s cifernym sou¢inem 72 a cifernym sou¢tem 207
Vysledek: 1008

Reseni: Prvni dileZitou myslenkou je, Ze abychom dostali ciferny soucin 72, nesmi se v daném &isle
vyskytovat cifra 0. Plati 72 = 22 - 32, jediné povolené cifry budou déliteli 72, tedy 9,8,6,4,3,2, 1.
Méame pravé devét moznosti, jak ziskat devét cifer takovych, Ze jejich soucin dava 72, pfi¢emz pouze
ti1 z nich davaji soucet cifer 20, a to {9,2,2,2,1,1,1,1,1},{8,3,3,1,1,1,1,1,1},{6,6,2,1,1,1,1,1,1}.
Prvni kombinaci mizeme sefadit %:1, = 504 moZznostmi, druhou % = 252 moznostmi a tfeti také

63—51! = 252 moznostmi, coz dava dohromady 1008 riaznych deviticifernych ¢isel spliujicich zadani.

. Kouzelna operace: Na pfirozenych ¢islech bez nuly je definovana operace ©:a©b = |a — b| + 1.
Kolik ruznych ¢isel je mozné vytvorit pomoci ¢isel 102299, 84099, 3606 a operace ©7

Vysledek: 14615

ReSeni: Muzeme si viimnout, ze viechna zadana ¢isla jsou ve tvaru 7- k + 1. Jejich rozdil tedy vidy
bude délitelny sedmi a po pfi¢teni jednic¢ky opét dostaneme ¢islo v tomto tvaru. Pocet feSeni se nam
takto omezuje pouze na ¢isla ve tvaru 7 - k + 1. Pokud by se ndm podatilo vytvofit ¢islo 8, mohli
bychom tak i postupnym odec¢itanim od ¢isla 102299 vytvofit vSechna ¢isla tvaru 7-k+ 1 < 102299.
To mtzeme provést pomoci kouzelné operace nasledovné:

84099 — ((3606 — 1) - 23) = 1184

84099 — ((1184 —1) - 71) = 106

1184 — ((106 — 1) - 11) = 29

106 — (29— 1) - 3) = 22

20— (22—1) =8

Regenim jsou tedy vSechna Gisla tvaru 7 -k + 1 < 102299, kterych je (102299 — 1)/7 4+ 1 = 14615.

. Mirumilovna mira: Mé&jme krychli o délce strany 1. Oznacme jeji vrcholy podle konvence jako
A,B,C,D,E,F,G, H. Dale ozna¢me stfed hrany AFE jako A’, stfed hrany BF jako B’, stfed hrany
CG jako €' a stied hrany DH jako H'. Uvniti kazdé z usecek A'B’, B'C’, C'D’ a D'A’ vyberme
bod rovnomérné nahodné. Uvnit¥ stén krychle ABC'D a EFGH vybereme opét bod rovnomérné



10.

nadhodné. Jaka je pravdépodobnost, Ze vSech téchto Sest ndhodné vybranych bodu tvoil téleso v
prostoru s objemem V < %?

Vysledek: %

ReSeni: Téleso tvofené Sesti ndhodnymi body je sloZeno ze dvou na sebe "pFilepenych"étyfsteni,
které maji oba jednu shodnou sténu. Objem tohoto télesa bude tedy soucet objemt obou prilepenych
CtyTstént. Pfipomenime si vzorec pro vypocet objemu Ctyfsténu: V. = %Sv, kde S zna¢i obsah
podstavy a v délku vysky spuSténé do podstavy z proté&jsitho vrcholu. Lehce se rozmysli, Ze at
vybereme bod na sténé krychle ABCD jakkoliv, vZdy bude mit vySka spusténa z tohoto bodu do
podstavy délku %, pricemz to stejné bude platit i pro bod ndhodné zvoleny na sténé EFGH . Tedy ve
vzorci pro objem obou ¢tyfsténi miizeme v nahradit % a objem vysledného Sestivrcholového télesa
bude V =2 %S% = %S. Chceme zjistit, jaka je pravdépodobnost, ze V < %, neboli %S < %, tedy
S< i

Puvodni tloha je tedy ekvivalentni s otazkou, jakad je pravdépodobnost, ze ¢tyii ndhodné zvolené
body na jednotkovém étverci A’B’C’D’, kazdy uvnitf jiné strany tohoto ¢tverce, tvori &tyfuhelnik
s obsahem S < % Zatndme oznacenim vzdalenosti bodu A’ od nahodné zvoleného bodu uvnit¥
strany A’B’ jako a, dale ozna¢me vzdalenost bodu B’ od nahodné zvoleného bodu uvnit¥ strany
B’'C’ jako b a stejné tak vzdalenosti ¢, d. Plati a,b,c,d € (0,1) jsou uniformné ndhodné vybrana
¢isla z tohoto intervalu. Pomoci téchto vzdalenosti mizeme vyjadiit obsah Gtyfuhelnika tvoreného
ndhodnymi body jako S = 1 — a'(12_d) - b'(12_a) - c'(lz_b) - d'(lz_c). Tuto hodnotu dosadime do
nerovnosti S < %, upravime a ziskavame nerovnost 1 < a + b+ ¢+ d — ad — ba — ¢b — dc. Vytknutim
a+ c dostavame 1 < (a+¢)(1 —=b—d)+b+dnebolil —b—d < (a+¢)(1 —b—d). Nyni uz jsme
skoro u cile - staci rozlisit dva piipady, kdy je b 4+ d v&tsi nebo mensi nez jedna, jelikoz nam to
zméni smér nerovnosti. Proménné a, b, ¢, d jsou nezavislé a z intervalu (0,1), tedy pfipad b+ d > 1
nastane s pravdépodobnosti %, a za této situace se ptame na pravdépodobnost, ze a + ¢ > 1, coz je
o¢ividné opét % Podobné piipad b + d < 1 nastane s pravdépodobnosti é a za tohoto predpokladu
bude pravdépodobnost jevu a + ¢ < 1 opét % Vysledné pravdépodobnost toho, ze S < % bude tedy
SEEn

Pozn.: Situace, kdy a + ¢ = 0 nebo b+ d = 0 nam vyslednou pravdépodobnost nezméni, nebot tyto
body tvofi mnozinu miry 0.

Sou¢in mnoha polynomi: UvaZujme polynom p(z) = Hiojzz(mt(”) —n), kde t(n) je nejvétsi k
takové, Zze k-t4 odmocnina z n je celé ¢islo. Urcete pocet riznych normovanych polynomi prvniho
stupné s celo¢iselnymi koeficienty, které déli p.

Vysledek: 2001

Reseni: Rozebereme jednotlivé pifpady podle toho, jaké hodnoty nabyva &islo t(n). Pokud t(n) = 1,
dostavame (™ —n = 2 —n, tedy za toto n prisp&jeme pravé jednim délitelem stupné 1 do celkového
souc¢tu. Pokud t(n) = 2, a tedy n = k2 pro n&jaké k € N, dostaneme z!(™ —n = 22 — k? =
(x —k)(z+ k). Jelikoz délitele  — k jsme jiz zapocitali difve, do celkového souctu piisp&jeme jednim
novym délitelem, a to polynomem x + k.

Pokud ¢(n) = a, kde a > 2, pFesvéd¢ime se, Ze polynom ') —p = 2% — k% nepiisp&je zadnym
novym délitelem. Pokud bude a liché, je to zfejmé: napiSeme-li si n = k® jako vySe, lze ukazat,
7e jediny normovany délitel stupné 1 s celo¢iselnymi koeficienty polynomu z!(™) —n = 2% — k% je
polynom x — k. To nap¥. proto, Ze takovy délitel je tvaru x — z, kde z je kofen polynomu z% — k%, ale

kofeny tohoto polynomu jsou jsou komplexni &isla tvaru k(cos(%) + isin(%)) pro j =1,2,.. k;

tedy maji nenulovou imaginarni ¢ast pro j < k.

Bude-li t(n) = a > 2 sudé, pak ozna¢me a = 2I. Polynom x!(") —n = 2% — k® = 22 — k?! muzeme

rozlozit na souéin jako (z! + k')(z! — k). Polynom z! — k! jisté nic nepfispé&je, nebot se v souéinu
nachéazel uz dfive, a lehce se rozmysli, Ze pokud by né&jaky (nanejvys jeden) normovany linearni
polynom délil 2! + k!, uz by byl opét obsazen difve v souéinu.

Tedy hledany podcet délitelt odpovida poctu &isel od 2 do 2022, pro néZ plati t(n) = 1 nebo t(n) = 2.
Oznatme Py pocet ¢isel od 2 do 2022 takovych, ze t(n) = k. Plati nasledujici rovnost:

P1+P222021—P3—P4—P5—P6—P7—P8—P9—P10.

Vypocet pravé strany si miZzeme uleh¢it tim, Ze spocitame, kolik se mezi ¢isly {2, 3, ..., 2022} nachazi
tietich, ¢tvrtych, patych a sedmych mocnin. To proto, Ze napiiklad Sesté mocniny uz zapocitdme
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12.

jako tfeti a nestalo by se tedy, Ze bychom né&jaké délitele odecetli dvakrat. Jelikoz 2! > 2022,
vy$8i mocniny uz od¢itat nemusime. Tretich mocnin je mezi témito Cisly 11, ¢tvrtych 5, patych 3 a
sedmych 1.

Nyni tedy snadno spoéitame P; + P, = 2021 — 11 -5 —3 — 1 = 2001.

Socialni tzkost: Sest studenti matematiky, ozna¢me je A, B, C, D, E, F, se snazi vejit do dveii
s poradim prvni, druhy az Sesty. Maji ale ke vstupu ur¢ité podminky spojené s poradim, ve kterém
vejdou.

e C chce vejit na prvociselné pozici

e Jestli B vejde pred D, pak A vejde po E

e I urcité nevejde hned po C

e A vejde hned po B pravé tehdy, kdyz F vejde jako posledni

e Soucet poradi vstupu A a B musi byt 7

e E vejde po A

e A vejde pred B pravé tehdy, kdyz 4 déli soucet pofadi E a D
Najdéte vSechna mozna poradi, ve kterych muzou vstoupit. Sec¢téte poradi A ve vSech FeSenich, totéz
pro B, C, D, E, F a vysledek zadejte jako soucin téchto Sesti ¢isel.
Vysledek: 5896935
ReSeni: Nejprve si viimneme, 7e ze 2. a 6. podminky vyplyva, Ze D musi jit vzdy pfed B. Nasledné
nalezneme vSechna feSeni vzhledem k pozicim A a B.
1) B-3., A-4.: jediné vhodné uspofadani je DCBAEF
2) B-2., A-5.: po splnéni 1., 2. a 6. podminky dostavame DBCFAE, coz vSak nedovoluje 3. podminka.
3) B-1., A-6.: D musi jit pfed B -> nemaé FeSeni
4) A-3., B-4.: jediné vhodné feseni je FDABCE
5) A-2., B-5.: soufet E+D bude délitelny 4 pouze, kdyZ budou na pozicich 1, 3; 3 je vSak jediné
vyhovujici misto pro C -> nelze
6) A-1., B-6.: mame 2 feSeni: ACEFDB, ACDFEB
Celkem dostéavame, Ze soucty poradi pro jednotlivé studenty ve 4 naleznutych feSenich budou A=9,
B=19, C=11, D=11, E=19 a F=15, coz po vynasobeni dava vysledek 5896935.

Protivna funkce: Pro kazdé prirozené ¢islo s prvociselnym rozkladem n = pi'p5?...pp", kde
a1, as,...,a; > 1, definujme funkei spliwjici 16g(n) = p1aipeas . .. prag alog(l) = 1. Urcete nejvyssi
prvocislo, které déli

> 1og(d)

dIN
pro N = 2693691142071492.
Vysledek: 268843
Reseni: Uvazujme libovolné piirozené &islo n s prvoéiselnym rozkladem n = P -+ - pik. Libovolny
délitel ¢isla n je tvaru d = plil '~ka, 0 < b; < ay, tedy 16g(d) = p1b1 - - - prbg. Proto dostaneme
nésledujici vzorec:

k
Zl()g(d) = H(l +pi +2pi + -+ aipi)
dIN i=1

zf[l<1+pi-ai(ai2+1)>.

Pro nade ¢islo N = 269 .369. 11420 . 71492 tody dostavame:

D log(d) = (1+2+2-2++69-2)(1+3+ - +69-3)(1+ -+ +420- 11)(1+ - + 1492 7)

d|N
. . 420 - 421 1492 - 14
= <1+2-69270> (1+3~69270> (1+11~02 ) (1—1—7- 1492 - 1493 5 93)
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Pak uz snadno zjistime, Ze nejvétsi prvocislo déli posledni zavorku, a je to 268843.

Lidobodi: Jenda a Cenda jsou lidobodi a nejlepsi kamaradi. Oba dva Ziji na stejném jednotkovém
¢tverci, tedy se muzou pohybovat jen po stranach tohoto ¢tverce, a oba dva maji na tomto ¢tverci
svij dim, pri¢emz jejich domy jsou také body. Jenda zjistil, ze kdyz se k Cendovi vyda ze svého
domu jednim smérem, bude cesta mit % délky cesty, kterd vede z jeho domu k Cendovi druhym
smérem. Jaka je nejvétsi pfima vzdalenost, ve které se domy kamaradi mohou nachazet?

Vysledek: Y21 ~ 1.16619

Reseni: Obvod ¢tverce: o = 4 musi byt rozdélen na 5 stejné dlouhych Gasti (%), které potom rozdé-
lime v poméru 2: 3 (§ = 12. 2).

Nejdelsi mozné vzdalenost bude, kdyz se bude jeden diim nachéazet na vrcholu ¢tverce. Uz jsme urdili
délku cest po ¢tverci. Vysledna délka bude ve tvaru y/z2 4+ 42, kdy = +y = %. Nejvétsi vysledek
bychom dostali, kdyby napf. y = 0 a domy by leZely na jedné strané &tverce. Avsak % > 1, proto to
neni mozné. Postupné, kdyz budeme x zmenSovat a bude se nam y zvétSovat, pfima vzdalenost se

bude zmensovat (do chvile, nez x = y). Nejvétsi mozna vzdalenost bude tedy v pifpadé z = 1,y = 2

5
ato /124 (2)2 = @.

Pielidnény ostrov: Na ostrové Zije 200 100 050 025 domorodct, kazdy z nich bud mluvi pravdu,
nebo 1ze. Milan kazdému z nich pfiradil ¢islo: prvnimu jednicku, druhému dvojku atd. Kazdy do-
morodec pak fekl: ,V8ichni, kdo maji mensi ¢islo nez ja, 1zou, kromé k z nich, kde k je pocet nul v
desitkovém zapisu mého ¢&isla.“ Kolik z nich mluvi pravdu?

Vysledek: 12

Reseni: Prvni domorodec mluvi pravdu, protoZe neexistuje nikdo s mensim ¢islem, a tedy vsichni
kromé 0 z nich (tedy v&ichni) lZou. Tim padem druhy lZe, protoze ¥ik4, ze domorodec 1 1Ze, coz neni
pravda. Dalsi, ktery mluvi pravdu, je aZ domorodec ¢islo 10, ktery ma ve svém desitkovém zéapisu
jednu nulu, a tedy fiké, Ze pravé jeden s mensim &islem mluvi pravdu, coz je pravda (jedna se o
domorodce ¢isla 1). Zobecnénim této tvahy dojdeme k zavéru, Zze pravdu mluvi domorodci 1, 10,
100, 1000 atd., kterych je na ostrové celkem 12.

Vtipny trojahelni¢ky: Najdéte viechny pravouhlé trojuhelniky ABC' s celymi délkami stran
|AB| > |AC| > |BC| a obsahem nejvyse 100, pro které lze &islo tan(|<BAC|) vyjadfit jako podil
dvou pfirozenych ¢isel ligicich se o 7. Jako feSeni zadejte soucet v8ech obvodiu téchto trojuhelniki.

Vysledek: 190
|BC|

ReSeni: Tangens thlu u vrcholu A miZeme také zapsat jako TAcT Hledédme tedy takové Pythago-

rejské trojice, pro které existuje vyjadreni leljg“ ,k € (N) takové, ze k - |BC| — k- |[AC| =T.

Existuji pouze 3 zakladni Pythagorejské trojice (takové, 7e kazdé dvé &isla z této trojice jsou nesou-
délna), pro které plati ACHBECL < 100, Jsou to trojice: {3,4,5}; {5,12,13};{8,15,17}.

V prvni trojici se &isla lisi o 1 (stadi zlomek rozsifit ¢islem 7), v druhé a tieti je jejich rozdil rovnou
7, vSechny tfi tedy budou feSenim zadané tulohy.

Nesmime ovSem zapomenout na nasobky téchto trojic, pro které jisté také zadany podilovy tvar
nalezneme (jejich podil je jen rozsiFenim zlomki podila pro zékladni trojice). Zde jsou v8echny, jez
vytvor{ pravouhly trojihelnik s obsahem mensim nez 100: {6, 8,10}; {9,12,15}; {12, 16, 20}.

Nyni ndm stacéi vSechny hodnoty z vypsanych Pythagorejskych trojic seéist a dostavame vyslednou
hodnotu 190.
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17.

Mathrace Sada 2

odevzdavejte do 18.00

Zradny pomeér: V kartézské soufadné soustavé je dan trojthelnik s vrcholem A v bodg& [0, 0],

vrcholem B v bodé [1,0] a vrcholem C' v bodé [3, @] Naleznéte vnitini bod X tohoto trojthelnika
takovy, Ze obsahy trojuhelniki ACX, ABX a BCX budou v poméru 1 : 2 : 3. Jako vysledek zadejte

soudin z-ové a y-ové soufadnice bodu X.
; VAR
Vysledek: ¥ ~ 0.09623

Reseni: Plati
3-Spaaxc =2 -Saapx =1-Sapcx-

Trojihelnik ABC je rovnostranny — to snadno ovéfime vypoctem vzdalenosti v8ech dvojic vrcholi,
vSechny nam vyjdou rovny 1. Kazdy z trojuhelniki ACX, ABX, BCX ma tedy jednu stranu délky
jedna; v kazdém z nich se jedna o stranu proté&jsi bodu X. Jejich vysky piislusici vrcholu X tedy
museji byt v zadaném poméru 1 : 2 : 3, to plyne pfimo z toho, Ze jsou v tomto poméru jejich obsahy
a maji jednu stranu stejné délky.

SAABX = % (|AB| - y) = %, kde y znaci vysku piisluinou strané AB (tato vyska odpovida y-ové
soufadnici bodu X).

1 1
SAACX:i-(|AC|.vAC):§.1.g:%

1 1 3 3
SABCX25-(|BC|~UBC):§.1.§y: 4?4_

Sectenim obsahii vSech t#{ mensich trojihelnikt ziskAme hodnotu rovnou obsahu celého trojihelniku,
tedy:

Spacx +Saapx + Sapox = Saasc

B2 = (1AB) vap)
3y _ V3
Py
3
V=

Necht x je rovnobézka s AB prochézejici bodem X, X, a X} jsou pruniky x se stranou AC, resp.
BC, a A, a B, jsou paty kolmic na stranu AB vedené body X,, resp. Xp.

Pomoci Pythagorovy véty a znalostl y snadno dopocitame, ze vyska AC X, Xy je délky 5 V3 ‘[ ‘[
a tedy délka strany AC X, X} Je X X| a | XpX| jsou v pomeru 1: 3, jelikoZ jsou v tomto pomeru
i délky vysek spusténych z X do AC BC. Tedy | X, X| = § § = %. Z rovnostrannosti trojtuhelnika
plati [AA,| = |BB,l|; dile |A,B,| = |X,Xs|, tedy |[AB| = 1 = 2|AA,| + 2, proto |AA,| =
Dohromady z = |AA,| + [ X, X| = + ¢+ = 1.

o:\»—‘

@\%
\&

Vysledny soucin je tedy x -y = § . 5

Posloupnosti k nakousnuti: Definujme posloupnosti (a;)$2; a (b;)52, tak, ze a1 = 0,az = 1,

by =1,by = RVER pro kazdé n > 1 plati
Ap42 = anJrlbn + bn+1ana bn+2 = bn+1bn — Qp+10Gn.

Pro N = 3% .10 uréete ay + 2by.
Vysledek: 1 + /3 ~ 2.23205
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Reseni: Z hodnot pro ai, as, b1, bo nas napadne, Ze by se mohlo jednat o sinus a kosinus. Kdyz
se podivame na rovnosti, které maji posloupnosti spliiovat, zjistime, Ze se jedné vlastné o souctovy
vzorec pro sin(z + y) a cos(x + y).

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)

cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)
Mizeme si v8imnout, Ze a; = sin(0), az = sin(F), b1 = cos(0) a by = cos(F).
Obé posloupnosti za¢inaji se stejnymi argumenty, budou tedy mit i nadale stejné argumenty. Ze
sou¢tovych vzorcu plyne, Ze a, bude rovno sinu sou¢tu argumentt piedchozich dvou ¢lent. Stejné
tak b, je rovno kosinu sou¢tu argumentii pfedchozich dvou ¢lend. Pov§imnéme si podobnosti s
Fibonacciho posloupnosti, kde kazdy ¢len je sou¢tem dvou piedchozich.

Vzhledem k tomu, jak mame zadanad ai, as, b1, be, tak dostaneme, ze a, = sin(% - Fh_1), kde

F,, je n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti. Clen7 ktery potfebujeme, ma poradi n — 1, protoZe nase

posloupnost argumentt za¢iné: 0, &, &, %’T, %’r, %’T, ..., ale Fibonacci za¢ina: 1, 1,2, 3,5 ....

Nyni potfebujeme najit nejmensi periodu ¢, se kterou se hodnoty posloupnosti opakuji, tedy

F, - % = Fyyt - 5 modulo 27. Hleddme tedy nejmensi Fibonacciho ¢islo Fj,, které bude délitelné
12, abychom dostali argument 27 - k pro néjaké celé k. Dalsi ¢len F, 11 by mél davat zbytek 1 po
déleni 6, aby dalsim argumentem bylo k - &. Zjistime, Ze nejmensim takovym ¢islem je Fo4. Tedy 24
je nejmensi perioda, a proto chceme zjistit, jaky dava zbytek po déleni 24 &islo 3%® - 10. Napiiklad
pomoci Wolframu ur¢ime, Ze je to 18, a proto argument u ay a by bude Fi7 - §, coz je &

modulo 27. Vysledek tedy bude

sin (%) + 2 cos (%) = 1 +V3

Pravdépodobna pratelstvi: Na Piirodovédecké fakulté se koné zahradni party od 14:00 do 18:00.
David by rad potkal svych 5 kamaradek: Anetu, Bereniku, Cecilii, Danielu a Emmu. BohuZel ale
mize na party byt pouze od 16:00 do 17:00. Kazda divka si rovnomérné ndhodné zvolila ¢asy t; a to

Jaka je pravdépodobnost, ze David potkal alesponi jednu z nich?

. . 1045451
Vysledek: 1015576

ReSeni: Prvné si vyFesime pravdépodobnost, 7e David NEpotké jednu z zen. Ona tedy musi pFijit i
odejit difv nez David - pravdépodobnost i - nebo pfijit a odejit pozdé&ji nez David - pravdépodobnost
1—16. To zjistime tak, Ze si nakreslime ¢tverec vSech moznych prichoda a odchodii, omezime se pouze
na jeho vrchni ¢ast a spocitame obsah mnozin, které zna¢i pozadovany jev. Celkové tedy dostavame
i + % = 1—56, coz je pravdépodobnost, Zze nepotka jednu z Zen. Pravdépodobnost, Ze nepotka zadnou
z zen tedy bude (1@)5 Pro pravdépodobnost, Ze potké alespon jednu Zenu, tedy dostavame:

6
L_ (5 _ 1045451
16/ 1048576

Desetimistné é&islo: Predstavme si desetimistné ¢islo, kde prvni éislice udava pocet nul v éisle,
druh& pocet jedni¢ek apod. Najdéte nejmensi takové &islo.

Vysledek: 6210001000

ReSeni: Snadno urc¢ime, 7e na 8. a7 10. pozici nemiiZe byt zadné nenulové &islo. Postup této avahy
predvedeme na 9. pozici (zbytek je obdobny). Zfejmé nemuize byt 2 a vice osmicek v celém d¢isle,
jelikoz by takto musely byt alesponi dvé razné cifry na osmi pozicich. Pokud by byla na 9. pozici
cifra 1, musela by se nékde v Cisle vyskytovat cifra 8. Jediny vhodny kandidat na pozici této cifry
je 1. pozice, v ¢&isle by tedy muselo byt 8 nul. To ale neni mozné, jelikoz by byla nula i na 2. pozici,
ackoliv pocet cifer 1 v ¢&isle je jiz nenulovy. Obdobnymi tvahami dojdeme k jedinému feSeni a to je
¢islo 6210001000.

10
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Zabava se soustavami: V osmnéctkové soustavé feste nasledujici rovnici pro cifry
a,b,c,d €{0,1,...,17}: o
ab18 . ba18 = Cdcdls.

Jako odpovéd zadejte soucet viech moznych riznych hodnot cdedig v desitkové soustave.
Vysledek: 93600

Reseni: Nejjednodussi zptsob, jak vyfesit tuto tlohu, je zapsat si rovnici ve tvaru
(18a +b) - (180 + a) = 18%¢c + 18%d + 18c + d

Rovnici poupravime a ziskdme (182 + 1)ab + 18(a? + b2) = (182 + 1)(18¢ + d). Jednoduchou tiva-
hou o dglitelnosti pak ziskavame podmiku, ze 182 + 1 musi délit &islo a? + b2. Protoze a,b jsou
Cislice v osmnactkové soustavé, musi platit a? < 182, tedy z predchozich dvou podminek nutné plyne
a? 4+ b? = 182 + 1. Z tohoto lehce ziskime jedina dvé feSeni pro cdcdg, v desitkové soustavé to jsou
¢isla 39000 a 54600, jejichz soucet 93600 je FeSenim tlohy.

Soucinietitel: Vojta ma mnozinu M = {a,b,c} t¥i pfirozenych &sel. Rozhodl se, Ze spocita jeji
soucinicetitel jako S = abe(a + b)(a + ¢)(b + ¢)(a + b + ¢). Kdyz to Marta uvidél, tak zakricel:
"HAHAHA, je ti ale jasny, Ze kazdej vi, Ze souciniCetitel tvy mnoziny je délitelnej pfirozenym ¢&islem
k?" Jaké nejvétsi k mohl Marta zakticet, aby jeho tvrzeni bylo pravdivé pro kazdou M?

Vysledek: 24

Reseni: Tuto tlohu vyfesime pomoci zbytkovych tiid. Zacneme u nejmensiho prvoéisla a budeme
zkoumat, zda a popfipadé v jaké mocniné déli soucinicetitel. Poté prozkoumame vé&tsi prvocisla. Pro-
jetim v8ech relevantnich moZnosti zbytkd po déleni 2 &isel a,b, ¢ (diky symetrii nemusime pocitat
vSechny moZnosti) zjistime, Ze nejvyssi mocnina dvojky, ktera soucinicetitel déli vzdy, je 8. Projetim
v8ech moznosti pro zbytky po déleni 3 zjistime, Ze nejvyssi mocnina trojky, ktera soucinicetitel déli
vzdy, je 3. Kdybychom si vzali libovolné prvoéislo p vétsi nez 3, mohli bychom vzit tfi ¢isla a, b, c
tak, aby kazdé z nich davalo zbytek 1 po déleni p. Diky tomu, Ze p > 3 je nyni jasné, Ze soucinicetitel

jistotou miizeme ¥ict, Ze déli soucinicetitel tii libovolnych pfirozenych Cisel, je 8 - 3 = 24.

Zavodnik: Zavodnik bézi na okruhu délky 290 metri prvni kolo, kdyz tu uvidi lisdka a zepté se ho,
na kolikdtém metru se nachazi (jedna se o celé &islo). Lisak odpovi: ,AZ ub&hnes od mista, kde se
momentalné nachazis, Sestkrat tolik, kolik jsi zatim ubéhl, budes na 50. metru.“ Na kolikdtém metru
se zavodnik nachézi?

Vysledek: 90

ReSeni: Lisék potka zavodnika na z. metru. ProtoZe je zavodnik v prvnim kole, ubéhl zatim z
metri. Kdyz ubéhne jesté Sestkrat tolik, ubéhne celkem 7z metri. Bude na 50. metru, tedy ubé&hl
290k + 50 metrt, kde k je celociselné. Dostaneme tedy rovnici, na kterou se podivame mod(7):

Tx = 290k + 50
0=3k+1

6 =3k
k=2

Tedy vime, ze 7x = 630 a zavodnik je na 90. metru.

Komplexni rovnice: Pfirozené ¢islo n nazveme "hustacké a drsné", pokud existuje komplexni ¢islo
x s absolutni hodnotou 1 spliujici

a2+ 22" 4322+ 22 +1=0.

Kolik existuje hustackych a drsnych ¢isel, kterd jsou nejvyse 20227
Vysledek: 674

11
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ReSeni: Pfipomeiime, Ze pro komplexni &slo z = a + bi, a,b € R mame definované &islo komplezné
sdruZené z := a— bi. Absolutni hodnota komplexniho &isla je definovana jako |z| := va? + b2 = 1/2Z.

Méme-li polynom p(x) s realnymi koeficienty, tak plati, Ze pokud ma komplexni kofen z, je kofenem
i komplexné sdruzené ¢islo z. Pokud je pfirozené ¢islo n hustacké a drsné, znamené to, ze polynom
p(x) = 2" + 22" 1 + 322 + 22 + 1 ma kofen z s absolutni hodnotou jedna, tzn. 2z = 1. To oviem na
zékladé vyse uvedeného znamena, ze kofenem tohoto polynomu je i ¢islo z = % Jestlize tedy plati
p(z) = p(%) = 0, mus{ byt z rovnéz kofenem polynomu x”p(%) = 2" + 22" 1 4 3272 + 22 + 1.
Celkem tedy mtizeme ¥ici: je-li éislo n hustacké a drsné, existuje komplexni FeSeni nasledujici
soustavy, které ma absolutni hodnotu rovnu jedné:

2"+ 22" 7 327 420+ 1 =0, (1)
" 422" + 32" % 4 22+ 1 = 0. (2)

Odeétenim prvniho fadku od druhého a drobnou tpravou dostavame jedinou rovnici 2" ~* = 1. Tedy
onim Fefenim je komplexni &islo w, které splituje w4 = 1 (takové ¢islo m4 jisté absolutni hodnotu
rovnu jedné). Potom ale dostdvime w" = w?*, w" ! = w3, tedy jelikoZ w je koFenem polynomu
2™ + 22" + 322 4 22 + 1, je i kofenem polynomu z# + 223 + 322 4+ 22 + 1 = (22 + z + 1)2. Tedy
nejmensi k takové, ze w® = 1. Oviem nezapomeiime, Ze rovnéz w” * = 1! Z toho jednoduse plyne
nésleduji poznatek: &islo n je hustacké a drsné, pravé kdyz 3 déli n — 4. V opacném piipadé
bychom dostali spor s existenci ¢isla w vySe, naopak pro n spliujici tyto podminky si snadno ovéfime,
—1£iV3
2

ze libovolné z &isel spliuje podminky definice v zadéni.

Chceme-li tedy urcit vSechna hustacka a drsna ¢isla od 1 do 2022, staci urcit, ktera ¢isla v tomto
rozmezi spliuji podminku 3|(n — 1), ktera je jisté ekvivalentni s podminkou 3|(n — 4). Ziejmé pro
libovolné k plati, ze mezi Cisly 3k — 2,3k — 1,3k je takové pravé jedno, a to &islo 3k — 2. Jelikoz
2022 = 3- 674, dostavame, Ze takovych ¢isel je 674 (jelikoz {1, ...,2022} = U231{3k —2,3k—1,3k}).

O ¢tytrech vrcholech: Méjme v roviné ¢tyfi body A, B,C, D, které tvoii tétivovy Ctyithelnik
takovy, 7ze polopfimky AD, BC maji prunik. Plati |[AB| = 1,|<CAB| = (ﬁ)o a |[<DBA| =
(220022129)0. Dale ozna¢me priisecik polopfimek AD a BC jako E. Necht |[<AEB| = 10°. Urcete velikost

poloméru kruznice opsané bodum A, B,C, D.
Vysledek: %

Reseni:

(a) Oznagme F prusecik tsecek AC a BD, v = |<BAC|, § = |[<ABD|. Pak |[<BF A| = 170°, nebot
soufet thla v trojuhelniku je 180° a v+ 6 = 10° .

(b) |<BFA|+ |<AFD| =180° = |<AFD|=7+§
(¢) |[«BFA|=|<CFD|=170° - vrcholové thly
(d) Oznatme « := |[<DAF|, 8 := |<ADF|, pak o + 8 = 170° (ze souctu thla v AAFD)
() |[<ADF| + |<FDE| = 180°; |<ADF| = §, tedy |<FDE| = a + 10°
(f) <ADB a <ACB jsou obvodové tihly prislusné tétivé AB, tedy |[<ADB| = |[<ACB|=j
(g) <DAC a <DBC jsou obvodové tihly piislusné tétive CD, tedy |[<DAC| = |<DBC| =«
(h) |[<BCF|+ |<FCE| = 180°; |<BCF| = 8, tedy |<FCE| = a + 10°
)

Soucet vnitinich thla étyfthelniku je 360°, |[<DEC| + |<DFC| = 10° + 170° = 180°, tedy
|<FDE| + |[<FCE| = 2a + 20° = 180°; o = 80°

(i) B =180° — (a+10°) = 90°
(k) Obvodovy thel prislusici tétivé AB je pravy, tedy kruZnice opsana A, B,C, D je Thaletova
kruZzice zkonstruovana nad AB, tedy jeji polomér je % -|AB| = %

Glogloglo: Urc¢ete hodnotu vyrazu

20222022 n"

(20222°%2)1 -Jogy (v2022) - [ ] logs(k —1)

n=3 k=n
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26.

Vysledek: 2022

SR , . . 20222022 . . _ log(b)
ResSeni: Vyhodnotme nejprve vyraz [[, 7 log,(k —1). Plati pravidlo log,(b) = Tog(a)’ tedy

e e log(k — 1
H logy(k —1) = H lo((k:))
k=n k=n &

Souc¢in zlomkt si mizeme piepsat jako soucin ¢itatelt jednotlivych zlomku vydéleny souc¢inem jme-
novateli:

1”—[ log(k — 1) _ [T_, log(k — 1)
k=n lOg(k) Znnl g(k)

Upravme ¢itatel ,,posunutim indexu“:

n"—1

Hlog -1 H log(k

k=n—1

Takto prepsany jmenovatel ndm pomuze pii tpravach vysledného vyrazu, dostavime:

ity log(k) _log(n —1) [Ty, log(k) _log(n—1) _log(n—1)
v log(k) log(n™) [T log(k) log(n"™) n - log(n)

Celkem tedy dostaneme:

20222022

log(n — 1)
20222922)1 . 1og.,(1/2022) - =/
( O ) OgZ( O ) J__:‘L nlog(n)

202220‘22 20222022 20222022

log(n — 1) log(n — 1)
20222922)1 . L — (202220221 . ogin— 1) _
( ) ;LE[?’ n -log(n) ( ) J;[?, n HEI?’ log(n)
20222022 90292022
— (2020202 2 11 log(n —1) _ 11 log(n — 1)
- (20222022)) log(n) 2L log(n)

Zcela analogicky, jako jsme szn log,.(k — 1) upravili na 12%5)2(_73)), odvodime z H20222022 loligzn)l)

vyraz %. Postupné tedy jsme ziskali:

20222022 n™
log(2)
(20222921 - log, (V2022) -2+ [] (H logy,(k — 1)) = 1082(V2022) - 2+ 0o et
n=3 k=n

Ze zékladnich vlastnosti exponenti a logaritmut pak ziskdme vysledek:

log(2 1 2022 log(2 L 10e(2022 1
log, (VI0T3) . 2. 108(2) __ log(v2022) ,  log(2) _, 5-log(2022) _
log(20222022) log(2) log(20222022) 2022 - 1og(2022) ~ 2022

Osud: Luke napsal na tabuli &sla 1,1 5 3, ceey 2023 Mia pak provadi nasledujici proces: V kazdém
kroku vybere dvé z ¢&isel a,b pravé na tabuli, smaZe je a misto nich napiSe ¢islo ab + a + b. Takto
postupuje, az dokud na tabuli nezbyde jediné ¢islo. At 2 je v zakladnim tvaru nejvyssi mozna
hodnota, kterou miaze Mia na tabuli napsat. Jaka je hodnota p + ¢?

Vysledek: 2024

13



27.

28.

Reseni: Vsimnéme si, 7e ab+a+b = (a+1)(b+ 1) — 1. To nas navadi na nésledujici avahu. Dejme
tomu, Ze v néjaky moment je na tabuli k ¢lenil aq, ..., ax. UkdZeme, Ze veli¢ina

S=(ay+1)(ap+1)

je invariantni. (Poznamenejme, Ze pocet Ciniteld v S klesa)

Smazme dvé ¢&isla, BUNO aq,as a nahradme je ¢islem ajas + a1 + ao. Poté v S vSechny ¢initele
mimo prvni dva zachovaji, z témi prvnimi se stane nasledujici

(a1 + 1)(0,2 + 1) — (a1a2 + a1 + az) +1=(a1+ 1)(&2 +1).

Soudin S je tak zachovan. Specialné posledni &islo na tabuli je vzdy rovno

1 1 2023

Odpovéd je tedy 2024.

Prvocéiselné sudoku: Do mfizky 5x5 jsou rozmisténa ¢isla 2, 3, 5, 7, 11 tak, Ze v kazdém fadku i
sloupci je kazdé pravé jednou. Dale plati, Zze ¢tverec 2x2 v levém hornim rohu ma soucet 10, ¢tverec
2x2 v pravém hornim rohu mé soucet 28, ¢tverec 2x2 v pravém dolnim rohu m4 soucet 19 a ¢tverec
3x3 piimo uprostied (tj. nedotyka se okraje mtizky) obsahuje &islo 11 tolikrat, kolik je &islo v jeho
stfedu. Urcete spodni fadek miizky; zapiSte jej jako Sesticiferné ¢islo, podle jeho obsahu ¢teného
zleva doprava.

Vysledek: 117532

Reseni: Ctverec vlevo nahore ma soudet 10; jediny zpusob, jak tento soucet dostat podle pravidel,
je2+2+3+3. Ctverec vpravo nahofe tedy nemuze obsahovat ani dvojky, ani trojky, a je tedy
tvofen ¢isly 54 5+ 7+ 11. Kone¢né ¢tverec vpravo dole, ktery neobsahuje pétky a nanejvyse jednu
sedmicku a jednu jedenactku, musel vzniknout jako 2+ 3+ 34 11. Jediné mozné misto, kam umistit
posledni zbyvajici trojku, je pfimo doprostied miizky.

Je vidét, ze na dvou zatim neomezenych polich mezi ¢tverci na prvnich dvou fadcich jsou praveé ¢isla
5 a 11. V prostfednim sloupci jinde byt jedenéactka tedy nemuze; soucasné ve ¢tverci 3 x 3 uprostied
miizky jsou tfi jedenactky, ¢ili v tomto sloupci je jedenactka v prostiednich tfech buiikach. To ji jed-
noznac¢né umistuje. Obdobné, v prostiednim fadku je jedenactka v levych dvou polich, a je stejnym
zpusobem jednozna¢né umisténa. Posledni jedenéctka je nutné v pravém dolnim rohu zminéného
Ctverce 3 X 3; po jejim zapséani je tloha dofeSena trivialng. (Pozn.: existuji dvé moZnosti vyplnéni
¢isel do mrizky tak, aby bylo zadéni splnéno; lisi se rozmisténim dvojek a trojek v levém hornim
¢tverci. Na feSeni tlohy nemé vliv, ktera je zvolena, je-li viibec né&jaka.)

Hromada polynomi: Polynom p(z) = az? + bz + ¢, a,b,c € R, lze napsat jako soudet 1012
normovanych polynomu s koeficienty z R a kofeny praveé 1,2, ..., 2022 (kazdé z t&chto &isel je kofenem
pravé jednou). Urlete nejvétsi mozny soudet a + b + c.

Vysledek: 1376796651

Reseni: Viechny polynomy jsou normované, tedy mohou byt nanejvys druhého stupné (kdyby byl
néjaky normovany polynom vyssiho stupné, nebyl by polynom p(z) ze zadani kvadraticky). Z tohoto
dtavodu miZzou byt nanejvys 2 ze séitanych 1012 polynomi linearni (jinak by nam zbylo n&jaké &islo
z mnoZiny {1,2,...,2022}, které by nebylo kofenem 7zadného polynomu). Dale je evidentni, Ze kazdy
linearni polynom bude do vysledného sou¢tu a + b + ¢ pficitat vzdy nekladné ¢&islo, protoze bude
tvaru z — k, kde k € {1,2,...,2022}. Proto chceme v naSem souctu co nejvice polynomut druhého
stupné. Kazdy polynom 2. stupné ma dva kofeny, v naSem piipadé jsou to dva rtizné kotfeny. Nejvic
polynomu druhého stupné muzeme vzit 1011, protoze pak budou mit celkem pozadovanych 2022
korent. Zbyde nam jeden polynom, ktery je normovany a nema koten, tedy konstantni polynom 1.

Chceme dostat co nejvétsi soucet a+b—+c, tedy do néj chceme dostat co nejvétsi souciny z absolutnich
koeficienttt polynomti 2. stupné. Proto budou tyto polynomy vypadat takto: (x—2022)-(x—2021), (x—
2020) - (z — 2019), (z — 2018) - (x — 2017),... Ze je toto rozloZeni koFenti optimalni, bychom mohli
dokézat i napfiklad pomoci permutacni nerovnosti.
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29.

30.

Dostaneme, Zze a je 1011 - 1, jelikoz pfi¢teme jednicku za kazdy normovany polynom 2. stupné. Z
Vietovych vztahu déle ziskdvame, Ze b je soudet v8ech &isel z mnoziny {1,2,...,2022} s opaénym
znaménkem, a Ze c je soucet soucini dvou po sobé jdoucich &isel od 1 do 2022, plus 1 za konstantni
polynom. Celkem ziskdvame feSeni dlohy

2022 1011
1011 — (Z n) + (Z(m —1)- (2n)> +1 = 1376796651

n=1 n=1

Vzdalenosti: Kouma dal Noumovi k narozeninam ¢tyfrozmérnou krychli s délkou strany 1. Jaka je
pramérné vzdalenost dvou jejich riznych vrchola?

Vysledek: 1.42757

Reseni: Kdybychom chtéli zjistit, jaka je pramérna vzdalenost dvou vrchola klasické trojrozmérné
krychle, mohli bychom sec¢ist vzdélenosti vSech dvojic vrchola a vydélit poctem téchto dvojic. Staci
si ale uvédomit, Ze situace je symetricka, a proto si muzeme zafixovat jeden vrchol a spocitat pramér-
nou vzdélenost tohoto vrcholu od v8ech ostatnich. Stejné tak muzeme postupovat u ¢tyirozmérné
krychle. Nyni je jen potfeba vytvofit si n&jaky mentalni obrazek. Usecka (jednorozmérna "krychle")
mé 2 krajni body, ¢tverec (dvojrozmérnéa "krychle") ma 4, trojrozmérna krychle 8 a ¢tyfrozmérna
tento vzor dodrzi, tedy bude mit 16 vrcholii. Krychle ze zadani je jednotkova, a tedy mtzeme jeji vr-
choly reprezentovat pravé jako ¢tverice nul a jednidek (stejné tak, jako vrcholy jednotkového ¢tverce
muzeme jednoznac¢né reprezentovat jako dvojice nul a jedni¢ek a vrcholy jednotkové krychle mu-
Zeme jednozna¢né reprezentovat jako trojice nul a jedni¢ek). Zafixujeme-li si nyni napiiklad bod
reprezentovany Ctvefici [0,0,0,0], sta¢i ndm pomoci Pythagorovy véty spocitat jeho vzdalenost
od vSech ostatnich 15 bodu, tyto vzdalenosti seéist a vydélit 15, ¢imz ziskdme vysledek, ktery je
%54\[3*2 ~ 1.427565, po zaokrouhleni dostaneme 1.42757.

Ov¢aci ¢tveraci: étyfi bratfi nasli kouzelnou studnu. Kdyz se do ni hod{ k zlatych minci, dostanou
jich zpatky k*. M4 to ale hacek: ze ziskanych minci je potieba vratit pravé jednu zpét do studny
a zbytek rozdélit rovnym dilem mezi vSechny lidi, ktefi se u studny zrovna nachézi, jinak vSechny
mince zmizi. Studnu nelze pouzit opakované.

Bratii se zacali dohadovat, s kym v8im se rozdéli - kazdy chtél mezi né pfibrat jiny nenulovy pocet
lidi. Shodli se ovSem na tom, Ze pro névrh kazdého bratra plati: Necht a je pocet dila, na které
nabyté jméni rozdéli (tedy necht se u studny nachézi a lidi, kde a > 4). Pak existuji pravé ¢tyti
prirozena ¢isla mensi nez a, kterd jsou s a nesoudélné.

Urcete nejvétsi pocet minci, které mohli do studny hodit, aby se mohli ¥idit navrhem libovolného
bratra a mince nezmizely. Bratii maji k dispozici 66 zlatych minci.

Vysledek: 61

Reseni: Piipomenime (zesilenou) Eulerovu vétu: pro pfirozena ¢isla a, m plati a?(m =1 (mod m)
pravé tehdy, kdyZz a,m jsou nesoudélna. (p(n) je Eulerova funkce. Udava pocet prirozenych éisel
mensich nez n, ktera s nim jsou nesoudélna.)

Povsimnéme si, ze mozné pocty lidi my, ..., my, mezi které chtéji bratfi rozdélit mince, spliji ze
zadani p(m;) = 4. Snadno pak najdeme, Ze jde o &isla 5,8, 10, 12.

Hleddme nyni nejvétsi piirozené k < 66 takové, Ze k* = 1 (mod m;) pro m; € {5,8,10,12}. Na
to tedy musi byt podle Eulerovy véty & nesoudélné se vSemi ¢tyimi témito Cisly. Nejvétsi takové je
prave 61.
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32.

33.

Mathrace Sada 3

odevzdavejte do 19.00

Super soucet: Ozna¢me A,, mnoZinu vSech kone¢nych posloupnosti ay,as,...,a, délky pravé n,
kde a; € {0,1,2,...,9}. Pro posloupnost A : (a;)_; € A,, ozna¢me jeji "super soucet"jako

S(A):1+a1+a1a2+,,,—|—a1a2...an'

Kuba si zvoli n € N a poté nahodné vybere posloupnost A € A,,. Ozna¢me P, (A) pravdépodobnost,
Ze super soulet posloupnosti A je sudy. Ke kterému &islu se bude P, (A) pfiblizovat, pokud bude
Kuba volit vétsi a vétsi n?

Vysledek: %

Reseni: Evidentné plati, Ze je-li v posloupnosti A : (a;)7, € A, prvni sudé &slo na k-té pozici (tedy
nejmensi index takovy, Ze a; je sudé, je k), pak budou v8echny sé¢itance v super sou¢tu od ajas - - - ag
pocinaje sudé a vSechny pfedeslé s¢itance v super souctu bude liché. Zalezi ndm tedy vyhradné na
pofadi prvniho sudého ¢isla v posloupnosti (a;)f ;. Pokud bude prvni sudé &islo na sudé pozici, pak
bude super soucet sudy. Pokud bude prvni sudé ¢islo na liché pozici, bude super soucet naopak lichy.
Hledame tedy, jaka je pravdépodobnost, Ze v n&jaké kone¢né posloupnosti z mnoziny A,, bude prvni
sudé ¢islo na sudé pozici. To bude soucet vSech pravdépodobnosti, Ze se prvni sudé ¢&islo nachémzi
na né&jaké konkrétni sudé pozici. Kdyby mélo byt nap¥iklad druhé, bude tak s pravdépodobnosti @
jelikoz prvni musi byt liché a druhé sudé. Kdyby mélo byt étvrté, bude tak s pravdépodobnosti - 16
atd. Protoze Kuba ale voli stale vét$i a vétsi n, miZeme tuto tvahu zobecnit na soucet pravdépo-
dobnosti, Ze se prvni sudé ¢islo bude nachézet na libovolné sudé pozici Zibkavame tak geometrickou

fadu s kvocientem i a pocatecni hodnotou 1, Jejiz soucet je pravé ; + ctert- :13

Zijeme sportem: V databazi "Vse O Fotbale" najdeme u kazdého tymu mimo jiné udaj "Vyher-
nost", ktery udava pomér vSech dosud vyhranych zapasi ku celkovému poctu odehranych zapast
daného tymu pocitano kumulativné pres vSechny odehrané sezény. Urcete nejmensi pocet zapasii,
které mohl tym bé&hem ¢trnacti sezon odehrat, jestlize zacal hrat v prvni sezéné a po prvni sezéné
mél vyhernost pfesné 5%, po druhé 10%, po n-té presné n-5%, po posledni presné 70%. Tym mitze
ve dvou sezonach odehrat rtzny pocet zapasi.

Vysledek: 240

Reseni: Hledame minimalni pocet zapasi z(n), a tedy taky pocet vyher v(n), které pro kazdé
n € {1,2,...,14} splhuji:

a) v(n) = ( )-m- 0,05 - definice vyhernosti

b) z(n + 1) > z(n) - jedna se o kumulovany soucet pfes viechny sezony
c) v(n+1) > v(n) - viz bod b)
d) z(n) > v(n) - tym musi celkem odehrat alespoii tolik zépasi jako vyhrat

e) Az(n) > Av(n) - tym nemuze v sezénd vyhrat vice zapasi nez odehrat

Pro n = 1, nejmensi mozna hodnota pro pétiprocentni vyhernost je z(1) = 20 (20 zapast - 1 vy-
hra). A ta také spliiuje vSechny podminky. Pro n = 2 je nejmensi kandidat, na zakladé vyhernosti,
2(2) = 10. Ten ovSem nespliiuje hned podminku b). Dale se nabizi z(n) = 20. Tady ovSem neni
splnéna podminka e) - tym neodehral v 2. sezéné zadny zéapas, ale vyhral 1. Dalsi moZnost spliiujici
podminku a) je z(2) = 30, a ta jiz spliuje i v8e ostatni. Takto postupujeme déle, aZ najdeme, Ze
nejmensi hodnota z(14) = 240.

Zabava s tiskirnou: Kouma si pofidil 3D tiskdrnu. Vytiskl si pravidelny ¢tyistén s délkou hrany
1 cm. Vsiml si, Ze kdyz si vybere néjaky roh étyfsténu a na vSech tfech hranach z néj vedoucich
vyznadi ¢arku ve vzdalenosti k-1 cm, tyto t¥i nové ¢arky s pivodnim vrcholem vytvoii novy ¢tyfstén
s délkou hrany k. Tento novy ¢tyfstén oznadil za rohovy a vytiskl si 4 nové rohové ¢tytstény, jeden
za kazdy roh ptuvodniho ¢tyfsténu. Tento proces opakoval do nekonecna pro kazdy novy CGtyistén,
ktery si vytiskl, tedy naptiklad pro kazdy rohovy Ctyistén s délkou strany k si vytiskl 4 nové s délkou

strany k - k a tak dal. Vsiml si, Ze ho to stalo celkem 9Y2 3 materidlu. Jaké si zvolil k?

106 ¢
Vysledek: %
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34.

35.

ReSeni: Objem piivodniho &tyfsténu si vypocitame pomoci vzoretku V. = %, kde S je obsah

podstavy a v je vySka ¢tyrsténu. Dostavame tedy V = 1—‘/2§cm2. Pro dalsi ¢tyfstén se stranou k

dostavame objem V = k3§cm3, pro dalsi V = kﬁgcm?’ atd. Nesmime ale zapomenout, %e nové
CtyTstény vznikaji u kazdého vrcholu, tzn. bude jich 4krat vice nez téch predchozich. Dostavame
tedy geometrickou posloupnost, kde a; = % a q = 4k3. Ze vzorce pro soucet geometrické fady tedy

dostavame rovnici pro celkovy objem:
1

1—¢

90v2 V2
106 12(1 — 4k3)

V:a1

Dosadime:

a vychazi ndm, ze k = %.

Zacyklené cyklostezky: Starosta Brkolandu povéril Koumu s Noumou stavbou moderntho systému
cyklostezek propojujiciho vSech 10 mést, které se v Brkolandu nachézi. Starosta pozaduje, aby se
pomoci tohoto systému dalo z libovolného mésta dostat do libovolného jiného mésta. Déale chce, aby
systém cyklostezek obsahoval pravé jednu kruznici, a to délky 5. To znamena, ze bude existovat pravé
jedna pétice mést naptiklad A, B, C, D, F, kde existuje cyklostezka mezi A a B, BaC,Ca D, D a
E, E a A a nebude existovat zadnéa jina trojice, ¢tvefice, pétice, Sestice, sedmice, osmice, devitice ani
desetice mést s touto vlastnosti. Kolika zptsoby mohli Kouma s Noumou tuto sit postavit? Kazda
cyklostezka je obousmérné.

Vysledek: 151200000

Reseni: Toto je pokro¢ila tloha z teorie grafii. Zadani si mizeme pieformulovat na otazku, kolik
existuje souvislych grafi na 10 oznaenych vrcholech, které obsahuji pravé jednu kruznici délky
5. Mame (150) moznosti, jak vybrat vrcholy, které tvori kruznici. Oznac¢me je 1 aZ 5. Vrchol 1 ma
dva sousedy ze zbylych ¢tyt, ktefi jdou vybrat Sesti zptsoby. Zbylé dva vrcholy pak mohou byt

uspofadany dvéma zpiisoby. Zatim jsme tedy na hodnot& 12 - (*7).

Zbylych pét vrcholi je rozdéleno do nékolika stromt, které jsou napojené na kruznici. Z teorie grafi
totiz vime, ze grafy, které jsou souvislé a neobsahuji kruZnici, jsou pravé stromy (viz https://cs.
wikipedia.org/wiki/Strom_(graf)). Kazda moznost, jak to udé&lat, je identifikovana nerostouct
posloupnosti ¢isel, kde kazdé ¢islo fika, kolik vrcholi je v jednom stromé. Moznosti jsou 5, 41, 32,
311, 221, 2111 a 11111. Napf. 32 znamen4, Ze jeden strom je tvofen tfemi vrcholy a jeden dvéma. Pro
kazdou z téchto moZznosti vynasobime mozné rozdéleni vrcholil do stromii, mozna napojeni stromi na
kruznici a moZné usporadani vrchold v ramci stromi. V posledni poloZce si mizeme pomoci tim, Ze
zjistime, Ze oznackovanych stromii na n vrcholech je n™~2 (viz https://en.wikipedia.org/wiki/
Cayley%27s_formula).

Napt. pro posloupnost 32 je (g) rozdéleni vrcholi do stromii, 5 - 4 moZnych napojeni na kruznici a
16 - 3 moznych usporadani v ramci strom.

Vsechny moznosti rozdéleni zbylych péti vrcholti nakonec se¢teme, vynasobime moznostmi uspora-
dani prvnich pé&ti a ziskdme odpovéd, ktera ¢ini 151200000.

Zahradni posloupnost: Terka a Tonda nasli na zahradé t¥i kladné cela ¢isla a,b a k. S nimi Terka
zavedla aritmetickou posloupnost (a;)$2; s diferenci k a a; = a a Tonda si vytvoril geometrickou
posloupnost (b;)52, s kvocientem k a by = b. V8imli si, Ze soucet prvnich &ty¥ ¢lent Teréiny posloup-
nosti je 102 a soucet prvnich ¢tyr ¢leni Tondovy posloupnosti je 400. Zadejte soucet v8ech moznych
soudini asbs.

Vysledek: 132773

Reseni: Plati, ze n=ty ¢len Teréiny aritmetické posloupnosti splituje a, = a + (n — 1)k a n-ty ¢len
Tondovy geometrické posloupnosti splituje b,, = b - k™~ L. Tedy:

at+a+k+a+2k+a+3k=102 = 4a+ 6k =102
b+ bk + bk% + bk® = 400 = b(1 4+ k + k? + k%) = 400

Vime, Ze a, b, k jsou cela kladn4 ¢isla. Proto zname vSechny moZznosti, jak miize vypadat soucin b
al+k+ k2 + k2, protoze 400 miizeme vyjadfit jako soucin dvou celych kladnych &isel pouze jako:
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36.

37.

1-400,2-200,4-100,5-80,8-50,10 - 40,16 - 25,20 - 20. U vSech té&chto moznosti vyzkousime, zda k
bude celé, kdyZ se 1+ k+ k2 + k2 bude rovnat jednomu z t&chto &isel. Vyjde nam, Ze k celé dostaneme
jenom pro pfipad b = 1, b = 10 a b = 100, pak dostaneme postupné k = 7, k = 3, k = 1. Kdyz
dosadime jednotliva k do rovnice pro aritmetickou posloupnost, vyjde ndm po fadé a = 15, a = 21,
a = 24. Nyni dopocitame v jednotlivych p¥ipadech a5 a bs:

e a=15k=7,b=1 = ay = 43, b5 = 2401, a5b; = 103243

e a=21k=3,b=7 = a5 = 33,b; = 810, a5b5 = 26730

e a=24k=1,0=100 = a5 = 28, b5 = 100, a5bs = 2800

Celkovy soucet je tedy roven 132773.

Konecéné geometrie! Kuba si nakreslil na zem te¢novy ¢tyfthelnik ABCD, jehoZ strana AB ma
délku 16 a kruznice vepsana k ma stied I. Pak pfisel Kuba a protl asecky BI,C'I,DI s k v bodech
po radé B(], Co, Do.

Te¢na v bodé By ke k protina strany AB, BC po fadé v bodech Bj, By. Obdobné te¢na v Cy protina
strany BC,C'D v bodech C1, Cs a tena v Dy protina strany C'D, DA v bodech Dy, Ds. Kubové si
pak v8imli, Zze obvody trojihelnika BB By, CC1Cy a DD D5 jsou po fadé 17, 20 a 13. Jak dlouha
je strana AD?

Vysledek: 14
Reseni: Trojihelniky B1BBsy, C1CCy, D1 DD jsou rovnoramenné. Z vlastnosti te¢en z bodu B

[N
/

ke kruznici vime, Ze |ByB;| = |B1K|. Z téchto pozorovani plyne, Ze op,pp, = 3(2 |BB:i| +2 -
|B1Bo|) = |BBi1| + |B1Bo| = |BB:| + |B1K| = |BK| = iL. Stejnymi tvahami dale dostavame
|KA| = |AB| — |BK| =16 — i = 15 a |AN| = |AK| = L.

Stejné jako u |[BK| postupujeme i k nalezeni |[DN| = %, pri¢emz vysledek bude [AD| = |[AN]| +
IND| =1+ 3 =14.

Rozbita svétylka: Viktorka nasla v dédoveé garazi 2022 zhasnutych svétylek, ke kterym je pfipojeno
2022 vypinaci. Déda Viktorce fekl pouze to, ze kazdy vypina¢ zméni stav néjaké podmnoziny vSech
svetylek (klidné i prazdné), tedy rozsviti zhasnuta a zhasne rozsvicené svétylka z této podmnoziny.
Na nic dalsiho si uz nevzpomnél. Urcete, jaka je pravdépodobnost, ze pomoci téchto vypinac¢a bude
Viktorka schopna rozsvitit jakoukoliv podmnozinu svétylek, kterou si zamane. Pfedpokladejte, ze
kazdy vypina¢ muze rozsvitit libovolnou podmnozinu se stejnou pravdépodobnosti. Odpovézte,
jako kdyby byl vysledek iracionalni éislo.

Vysledek: 0.28879
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ReSeni: Prvni krok k vyfegeni této tlohy je presvédéit se, Ze na opakovaném mackani vypinaci
nezalezi. U kazdého vypinace zalezi pouze na tom, zda je zapnuty nebo vypnuty. Pokud by Viktorka
zméackla dany vypina¢ sudy pocet krat, mélo by to stejny dopad, jako kdyby vypina¢ nezmackla
ani jednou. Kdyby ho zmackla lichy pocet krat, mélo by to stejny dopad, jako kdyby ho zmaéackla
jednou. Toto uvédoméni nam situaci velice ulehé¢i, protoze se budeme moct zabyvat pouze tim, zda
je néjaky vypina¢ zapnuty ¢i vypnuty.

Déle si uvédomme, e poéet podmnozin viech svétylek je 22022, Vypinact je 2022, tedy pocet viech
riiznych kombinaci, kterymi muze Viktorka vypinace zmacknout, je také 22022, protoze pro kazdy ma
podle piedchozi myslenky k dispozici jen 2 stavy zapnuty /vypnuty. Aby byla schopna rozsvitit libo-
volnou podmnozinu svétylek, musely by kazdé dvé riizné kombinace zmacknuti vypina¢a rozsvécovat
rizné podmnoziny svétylek.

Zbyva jesté dokazat, ze pokud mame k vypinaci, pomoci kterych muZeme rozsvitit 2¢ riznych
podmnozin zarovek, pak s k+1 vypinadi slozenymi z k ptivodnich a jednoho nového vypina¢e mizeme
rozsvitit 25+ riznych podmnozin zarovek pravé tehdy, kdyz podmnoZina ménéna vypinacem s éislem
k 4+ 1 neni jednou z pivodnich 2¥ podmnozin. Jeden smér je jasny. Kdyby podmnoZina ménéna
vypinacem s ¢islem k + 1 byla jednou z ptivodnich 2¥ podmnozin zarovek, ur¢ité bychom nerozsvitili
2k+1 riznych podmnozin zarovek. Dokazme opa¢ny smér sporem. Predpokladejme, Ze podmnozina
ménéna vypinacem k + 1 neni jednou z ptivodnich 2* podmnozin zarovek, a ze dvé rizné kombinace
k 4+ 1 vypina¢i méni stejnou podmnozinu. V alesponi jedné z téchto kombinaci musi byt zapnuty
vypinaé s ¢islem k41, protoze kdyby nebyl, byl by to spor s pfedpokladem, Ze piivodnich k vypinaci
generuje 2F podmnozin. Pokud by byl v obou kombinacich, miizeme ho v obou vypnout a ziskat opét
stejny spor. Nakonec kdyby se nachéazel pouze v jedné z téchto kombinaci a mnoziny svétylek ménény
obéma kombinacemi vypinaci by byly stejné, pak bychom mohli ziskat pomoci kombinace ptivodnich
k vypinac¢d podmnozinu ménénou vypinacem s ¢islem k 4+ 1, spor.

Nyni uz jsme vybaveni v8im, co potfebujeme, a miZzeme se pustit do vypoctu. Kazdy vypinac
mize zménit stav jedné z 22922 podmnozin zarovek. Vypinact je 2022 a jsou na sobé nezavislé, tedy
celkem existuje 2(2022%) moznosti, jak mizou ménit stav podmnozin zZarovek. Zkusme vypocitat pocet
viech konfiguraci, které budou vyhovovat zadani. Ozna¢me si BUNO vypinace &isly od 1 do 2022.
Prvni vypina¢ méa celkem 22022 — 1 moznosti, kterou podmnozinu svétylek miize rozsvitit. Jedina
podmnozina, kterou mé zakazanou, je préazdnéa, protoze kdyby rozsvécoval prazdnou podmnozinu,
uz by dvé razné konfigurace zapnuti vypina¢a (vSechny vypinade vypnuté a nebo prvni zapnuty a
vechny ostatn{ vypnuté) rozsvécovaly stejnou podmnoZinu zarovek, a to prazdnou. Druhy vypinaé
bude mit ze stejného diavodu na vybér ze vSech podmnozin, které jesté nejdou rozsvitit pomoci
prvniho - téch bude 22022 — 2. T¥eti vypina¢ bude mit na vybér ze viech podmnozin, které jests
nejdou rozsvitit pomoci prvniho a druhého vypinace. Téch bude 22922 — 4. Obecné bude mit k-ty
vypina¢ na vybér ze vSech podmnozin, které jesté nejdou rozsvitit pomoci prvnich k£ — 1 vypinact, a
téch bude 22922 — 25=1 Nyni uz nam k nalezeni pravdépodobnosti sta¢i vynasobit viechny moznosti
pro v8echny vypinace, tim dostaneme pocet vSech konfiguraci, které vyhovuji zadani, a ten podélit
poctem v8ech moznych konfiguraci. Dostavame

(22022 _ 1) . (22022 _ 2) . (22022 _ 4) . (22022 _ 22021)
2(2022%)

7Z kazdého ¢lenu v &itateli vytkneme 22922 a upravime na

22022(1 _ 22522) . 22022(1 _ 22%21) . 22022(1 _ 22520) . 22022(1 _ %)
9(2022%)

Vgechny 22022 pretahneme dopiedu a ziskavame

202929(1 — ) - (1= gabor) - (1 — gbm) - (1= )
9(2022%)

Nyni uz miizeme lehce zkratit a ziskdvame souéin, jehoz hodnota bude vysledkem:

1 1 1 1
1_22022 ’ 1_22021 ’ 1_22020 1_§

Po zadani do Wolframu a zaokrouhleni ziskavame hodnotu 0.28879.
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38.

39.

40.

Zoufalé rozvody: 300 Zenatych kamarada se chce co nejrychleji rozvést. Jsou Ctyfi moznosti, jak
se da rozvést: u soudu, dopisem, pfes portal obana a u notare.

e Napsani dopisu je naro¢né, a tak s tim kazdy muz potfebuje pomoc jednoho dalstho kamarada
a dohromady jim to zabere jeden den. PosSta je navic pomalé, a tak miize byt odeslano jen deset
dopist denné.

e Jedno zasedani soudu trva tyden a muze rozvést az 4 pary: kazdy rozvadény muz ale potfebuje
dva svédky (v8ichni t¥i musi u soudu stravit cely tyden, nikdo nemitize byt svédkem dvou rozvodii
najednou). MiZe zasedat az 10 soudd najednou (zasedani mize zacit kdykoli, ale pokud zasedant
zadne s méné nez ¢tyfmi pary, nemiize se k nému dalsf par pridat).

e Rozvést se pres portal ob¢ana zabere 1 den a neni k tomu potieba pomoc, ale ovladat ho umi
pouze 130 muzi (kazdy musi rozvést sam sebe).

e Notar muze rozvést 9 muzi denné, ale pouze tehdy, kdyz probiha 40 rozvodu u soudu.

e Nikdo nemiZe délat vice ¢innosti najednou (¢innosti jsou: psani dopisu (svého i vypomoc),
pfitomnost u soudu (i jako svédek), prace s portalem obcéana, setkani s notarem).

Kolik nejméné pottrebuji kamaradi dnd, aby se vSichni rozvedli?
Vysledek: 8

Reseni: Ukazme nejdiive, ze rozvody nelze dokonéit za sedm dni & méné. Soud trva tyden a zabere
¢as svédktm, kteri potiebuji alespon jeden dalsi den na rozvedeni; pokud chceme dokonéit vSechny
rozvody do tydne, tak soud nemtiizeme pouzit, a tedy ani notaf nebude pracovat. Muzi, ktefi neo-
vladaji portal obana (kterych je 300 — 130 = 170), se pak miiZzou rozvést jeding dopisem, a t&ch lze
béhem sedmi dni odeslat pouhych 70.

Co osm dni? Najdeme zpiisob, jakym lze v8echny za tuto dobu rozvést. U soudu se béhem prvnich
sedmi dni rozvede maximéalni mozny pocet para — 40; notafr za tutéz dobu rozvede dalsich 7-9 = 63
muzl, a 70 napiSe dopis. To je dohromady 173 muzi - zpracujeme takto tedy vSechny ty, ktefi
neovladaji portal ob¢ana. Budou potiebovat 80 svédkl k soudu a 10 ke psani dopisii; tuto roli bez
problémt zvladnou ti, ktefi pak posledni, osmy den provedou rozvod online.

Miluju kruznice: V roviné jsou dany 3 kruZnice s poloméry r,s,t, které se vSechny navzajem
dotykaji, tedy kazdé dvé této kruznice maji pravé jeden spoleény bod. Naleznéte thel v radidnech,

ktery svira stfed kruznice s polomérem ¢ se stiedy zbylych dvou kruznic, jestlize plati r+ s+t = 255,

t
Vysledek: 1.23096

Reseni: Oznacme si stiedy kruznic s poloméry 7, s,t jako R, S,T. Tyto st¥edy vytvoii trojihelnik
s délkami stran r + s, s 4+ t,t + r. Nyni miizeme zkusit vypocitat thel u vrcholu 7' tohoto trojihel-
— (D)2 (r4)? —(rts5)?
- 2(s+t)(r+t)

. Dosadime ¢+ s +r = 2% a dostavame cos(a) =

nika pomoci kosinové véty jako cos(a) . Po roznésobeni a tpravé ziskavame

t>+sttrt—rs _ t(t+s+r)—rs
(s+t)(r+t) — t(t+s+r)+rs
%, tedy hledany thel méa velikost a = arccos(%) ~ 1.23096.

2rs—rs __ rs __
2rs+rs 3rs

cos(a) =

Délitelé: Definujme zobrazeni f : N x N — @Q nasledovné: Necht m,n jsou pfirozena ¢isla. Poté je
f(m,n) rovno nule, pokud jsou m,n nesoudélna, v opaéném p¥ipadé je f(m,n) = Urcete
hodnotu vyrazu

1
nsd(m,n) "

2321

Z £(i,2%)

Vysledek: 715827882

Reseni: Je evidentni, Ze do vysledného soucétu prispéji pravé sudé ¢isla, musime ale zjistit, jakou
hodnotu a dat si pozor, abychom né&jaké sudé ¢islo ¢islo nezapocitali dvakrat. Zacnéme od ¢isel déli-
telnymi nejvétsimi mocninami dvojky z této posloupnosti a postupujme smérem k mensim. &islo 23!
prispéje 2% Cisla obsahujici 239 jako nejvy&si mocninu dvojky jsou v této posloupnosti dvé, a to 23°
a 3-239 které do vysledného soudtu piidaji 2 - 2% = 2%9 Cisla obsahujici 222 jako nejvyssi mocninu
dvojky jsou v této posloupnosti ¢ty¥i, a to 229,3 - 229 5.229 7. 229 které do vysledného souctu
pridaji 4 - 2% = 2% Lehce se ovéri, ze tento vzor se opakuje. Do vysledného souc¢tu tedy postupné
pridavame mocniny dvojky, jejichz exponenty se lisi o 2, tedy ziskavdme kone¢nou geometrickou
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41.

42.

43.

fadu 2% + 2% + 2% + .-+ 229 kterou muZeme seéist pomoci vzorce pro soudet prvnich n &leni
31 1

geometrické rfady, ¢imz nam vyjde &islo 2 ;2371, a dolni cela ¢ast z néj je 715827882.

Schody: Vitek m4 pied sebou 10 schodu. Jelikoz ma dlouhé nohy, miize udélat krok o jeden, dva
nebo dokonce tii schody. Kolika zptsoby muze Vitek zdolat schody?

Vysledek: 274

Reseni: Uvazime, Ze bychom misto 10 schodi chtéli zdolat n schodii, potom oznaéime a,, jako pocet
zpusobt, jak to schody zdolat. Pokud se rozhodneme nejprve udélat krok o 1 schod, zbylych n — 1
schodt muzeme zdolat a,_; zptusoby. Obdobné pro prvni krok o délce 2, respektive 3, mame a,,_o
respektive a,,_3zplsobu jak zdolat zbyvajici schody. Jelikoz se pfi zdolavani n schodt vzdy muzeme
rozhodnout, jak dlouhy bude nas prvni krok, mtzeme a,, vyjadfit rekurentné jako soucet vSech moz-
nosti, které budeme mit podle toho, jak dlouhy prvni krok udélame. Tzn. a,, = a,,—1 + a@p_2 + apn_3,
kde snadno nahlédneme, Ze a1 = 1, as = 2, ag = 4, z ¢ehoz jiz pomoci rekurentniho vztahu dopoc-
teme a9 = 274.

Prevracena prvodéisla: Eris hraje nasledujici hru. Na papir piSe v libovolném potradi jedno po
druhém racionalni ¢isla z intervalu (0,1), ktera jsou v zékladnim tvaru a jejich jmenovatel je mensi
nebo roven ¢&islu N, uréenému pied zacatkem hry. Kdykoliv napiSe éislo, které s zadnym cislem
dosud zapsanym nemé rozdil tvaru (%)
prvocislo

FEris ziskala z her pro N =20 a N = 22.
Vysledek: 27

ReSeni: Predstavme si viechna zapsana racionalni &sla uz na papife, bez poradi, v jakém tam byla
zapsana. Spojme Carou vSechny dvojice, jejichz rozdil je m; pokud se mezi dvéma ¢isly lze
dostat po téchto ¢arach, byt nepiimo, Fikejme jim propojené. Je vidét, ze nejmensi mozny pocet
ziskatelnych bodil je pravé pocet takto vzniklych samostatné souvislych, vzajemné nepropojenych
grafi.

, pri¢te si bod. Uréete minimélni soucet bodi, které

Bud R = 5= nékteré zapsané ¢islo, a™-b™ prvociselny rozklad jeho jmenovatele (prvni jmenovatel,
ktery by v rozkladu mél tii raznéa prvocisla, je 30 > Nya. = 22.) Z¥ejmé je R propojené se vemi
n pm—1 n—1 1m
&isly tvaru % pfictenim £ a tvaru % prictenim £ (jsou-li v intervalu (0,1)).
Obzvlast, jsou-li n = m = 1, snadno ovéfime, Ze vSechna ¢isla s timto jmenovatelem jsou propojena

(a jsou také propojena s &isly, ktera tento jmenovatel maji po ur¢itém rozsifeni).

Propojené jsou tedy poloviny, tfetiny, pétiny, Sestiny (2 - 3), sedminy, desetiny (2 - 5), ¢trnactiny
(2 - 7), patnactiny (3 -5), pro N = 22 také jednadvacetiny (3 - 7), jedenactiny a dvaadvacetiny
(2 - 11). Soucasné je vidst, ze devatenéctiny, sedmnéactiny a tfinactiny (a jedenactiny v N = 20)
nejsou propojeny s zadnym &islem s jinym jmenovatelem, nez jsou ony samy. Mame nyni pét bodi
pro N = 20, ¢tyfi pro N = 22.

Zbyvaji (nezkratitelné) &tvrtiny, osminy, Sestnactiny, devitiny, dvanactiny, osmnéctiny, dvacetiny.
Jejich zkouménim zjistime, Ze devitiny s osmnactinami tvori dvé oddélené komponenty, osminy
dalsi dvég, Sestnactiny dokonce dalsi ¢tyfi (o dvou prvceich, které se lisi o %) Ctvrtiny, dvanactiny
a dvacetiny tvoii v8echny jediny, posledni graf.

Cisla s jinymi jmenovateli nejsou povolena. Pro N = 20 ziskime vzdy nejméné 14 bodi, pro N = 22
naopak 13. Hledany vysledek je tedy 14 + 13 = 27.

Triangl: Méjme ¢étverec s vrcholy A, B, C, D. Zvolme rovnomérné nahodné jeden bod na strané AB
a oznafme ho X, rovhomérné nahodné jeden bod na strané C'D a ozna¢me ho Y. Dale ozna¢me
stied usecky BC' jako Z. Jaka je pravdépodobnost, Ze trojuhelnik XY Z ma tupy thel u vrcholu Z?

Vysledek: 0.59657

ReSeni: Ma-li byt ahel u vrcholu Z tupy, musi byt soucet jeho vedlejsich dhla o + 8 < 5, kde
a:=|1YZC| a B := |[<XZB|. Tento vyraz nasledné upravime. (Tangens je na intervalu od (0, §)
rostouci, takZe se nedopoustime nepovolenych taprav.)
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tana < tan(g -B)

tan o < cot 8

Jelikoz na velikosti ¢tverce nezalezi, predpokladejme, Ze se jedna o jednotkovy ¢tverec. Dale oznacme
y :=|CY]| a x := |BX]|, a pokra¢ujme v Gpravach.

A\

g
35 NS
A\

e N SR [T

8
<
N

Pomoci tprav jsme tulohou prevedli na hledani pravdépodobnosti, Ze pro x a y, kde = € [0,1] a
y € [0,1] plati 2y < 1. JelikoZ na proménné z,y plati dana omezeni, podivdme se pouze na jednot-
kovy &tverec [0,1] x [0,1] a vyslednou pravdépodobnost zjistime jako pomér obsahu mnoziny vSech
bodi, pro které plati zy < i ku obsahu celého &tverce. Situace je nastinéna na obrazku. MnoZina
v8ech bodi, které splhuji podminku zy < i, je vybarvena fialové.

Obsah mnoziny vSech bodu spliujicich zy < i spoCteme tak, Ze si tuto mnozinu rozdélime na

2 Casti pfimkou z = i a seteme obsahy obou vzniklych ¢asti. Pro € [0, %]7 se jedna o obsah

obdélnika o stranach 1 a i, tedy i. Pro z € [%, 1] je obsahem plocha pod k¥ivkou y = i, tedy

/ 11 ﬁdm ~ 0.34657359, coz miZzeme zjistit pomoci wolframu. Vysledna pravdépodobnost je tedy po
4

zaokrouhleni 0.25 + 0.34657 = 0.59657, jelikoz obsah celého ¢tverce je 1.

44. Satna: Patnact nahych, naprosto identickych lidi vejde do Satny, v niz je:

e 5 modrych, 5 zelenych a 5 ¢ervenych tricek,
e 4 ¢erné, 7 modrych a 4 rizové kalhoty,

e 2 zelené, 10 ¢ernych a 3 zluté klobouky.
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45.

Kazdy si oblékne pravé jedno tricko, jedny kalhoty a jeden klobouk (zaroven se nemtZe vice lidi
obléct do téhoz kusu obleceni). Nasledné pocitaji, kolik riznych Fad patnacti lidi mtzou vytvorit.
Kolik napocitaji, pokud se oblékli tak, aby tento pocet byl co nejmensi?

Vysledek: 37837800

Reseni: Oznacme si kyq, . . ., ky, velikosti skupinek stejné oble¢enych lidi, napi. dvé skupinky po 7 a 8
lidech by odpovidaly k1 = 7,ky = 8. Pocet celkovych uspofadani vSech lidi pak bude 1-[:5751',“ Ze
zadani také vime, ze Z?:l k; = 15. V citateli po¢tu usporadani je konstanta, tedy zlomek muizeme
zmensit jeding tak, ze zvétsime jmenovatele, hleddme proto maximélni hodnotu [}, k;! sestavi-
telnou podle zadani. Lze dokazat, Ze n! > nq! - ns! pro libovolné n a n; + no = n, tedy "vétsi je
jeden velky faktorial nez sou¢in dvou mensich", budeme se proto snaZit primarné sestavit co nejveétsi
skupinky stejné odénych lidi.

Barvy tricek ndm okamzité davaji omezeni ky, ko, k3 < 5, tedy kdybychom zanedbali kalhoty a klo-
bouky, bylo by maximum (5!)3. Ze sedmi modrych kalhot vyuZijeme pét pro jednu skupinku lidi ve
stejném tricku (jeden velky faktorial...), ¢imZ nam pro zbylych deset lidi zbydou 4 ¢erné, 2 modré a 4
ruzové kalhoty. Opét se snazime vytvorit co nejvétsi skupinku, proto dame ¢tyfem lidem se stejnymi
tricky razové (nebo ¢erné, tyto moznosti jsou ted symetrické) kalhoty. Dal§im racionalnim krokem by
bylo rozdat ¢tyfem lidem se stejnymi kalhotami stejna trika, ale to kviili poZzadavktim na klobouky
nebude optiméalni, rozdame proto zbyvajici skupince troje ¢erné kalhoty a dvoje modré, zbylému ¢lo-
vékovi z druhé skupinky dame zbyvajici ¢erné. Zatim tedy mame konfigurace (triko, kalhoty): (M,M),
(M,M), (M,M), (M,M), (M,M), (C,R), (C,R), (C,R), (C,R), (C,0), (Z,0), (Z,C), (Z,C), (Z,M), (Z,M).
Dale podobnou tivahou rozdame prvnim deseti lidem z nasi konfigurace ¢erné klobouky, dale t¥i zluté
a nakonec dva zelené, coz da vysledné velikosti skupin k; = 5,ky = 4, ks = 3,ky = 2,k5 = 1, tedy

sTom = 37837800.

Slavny navrat: Necht f je zobrazeni z mnoziny {1, 2, 3,4} do mnoziny {1, 2} zadané pfedpisem:

Kolik existuje dvojic (g, h) zobrazeni g: {1, 2,
takovych, Ze f se d& napsat jako sloZeni f(x)

Vysledek: 168

Reseni: Mozné dvojice (g, h) rozdélime do &tyi kategorii:

3,4} — {1,2,3,4} a zobrazeni h: {1,2,3,4} — {1,2}
= h(g(x))?

(a) g(1) =g(2) a g(3) = g(4),
(b) g(1) =g(2) a g(3) # g(4),
(c) g(1) # 9(2) a g(3) = g(4),
(d) g(1) # g(2) a g(3) # g(4).

V piipadu (a) mame 4 moZnosti, kam g mize poslat &sla 1 a 2. Dale pak 3 moZnosti kam poslat
¢isla 3 a 4, nebot f(1) # f(3) implikuje g(1) # ¢g(3). Pro kazdou z téchto moZnosti pak existuji 4
zobrazeni h, ktera g ’dorovnaji’ do f. Obraz g totiz obsahuje pouze dva prvky a na nich je hodnota
zobrazeni h vynucend hodnotou f. étyfi moznosti h jsou dany volbou hodnot h na zbylych dvou
prvcich, které v obrazu g nejsou. Dohromady 4 * 3 x 4 = 48.

V pfipadu (b) méme opét 4 moZznosti, kam g muzZe poslat ¢isla 1 a 2. Dale 3 moZnosti kam poslat &islo
3 a 2 moznosti, kam poslat ¢islo 4. Pro kazdé ¢ mame dvé moznosti, kam h miize poslat zbyvajici
prvek, ktery nelezi v obrazu g. Dohromady 4 * 3 * 2 « 2 = 48.

Ptipad (c) je symetricky s pfipadem (b), tedy 48 moZnosti.

V pifpadu (d) mame 4 moznosti, kam g muze poslat ¢islo 1, 3 moZnosti kam poslat ¢islo 2, 2 moZnosti
kam poslat ¢islo 3 a jednu moznost kam poslat ¢islo 3. Jinymi slovy g je permutace na 4 prvcich a
téch je 4 x 3% 2% 1 = 24. Funkce h je jednozna¢né uréena jako h = f(g~*(x)).

V souc¢tu mame 168 dvojic.
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