Mathrace Sada 1

odevzdavejte do 17.00

Pokud je teSenim pocet néjakich objekti a sprdvnd odpovéd je nekoneéno, napiste inf“. Pokud je
Tesenim raciondlni necelé éislo, napiste jej jako zlomek v zdkladnim tvaru (napt. 5/7, ale ne 4/6). Pokud
je Tesenim iraciondlni ¢islo, napiste jej v desetinném zdpisu s teckou zaokrouhleno na 5 desetinnigch mist

(napt. 5.55579846 . .. jako 5.55580).

1. Brnénské hradby: V roce 2093 se znovu zacaly stavét Brnénské hradby. Extravagantni architekt
navrhl stavbu ve tvaru pravidelného 2021-thelniku s délkou strany 8 metrd. Bylo ovSem navic
potfeba ohradit oblast byvalého Hlavniho nadrazi, ze které se v té dobé stalo zvrhlé a divoké tzemi
nepfistupné bé&znym lidem. Proto kolem néj architekt postavil trojuhelnik nasledujicim zpisobem:
necht A, B, C jsou t¥i po sobé& jdouci body pravidelného 2021-ihelnika. Uvazujme body X, Z lezici na
polopfimkach opac¢nych k polopiimkiam BA, C@ Navic délka |BX| je rovna (v metrech) roku, kdy
se Brno za t¥icetileté valky podruhé ubranilo §védskému obléhani, a délka |C'Z| je rovna (v metrech)
roku, kdy Josef II. trvale pfiznal Brnu status hlavniho moravského mésta.

Jaké je v metrech vzdélenost | X Z|?
Vysledek: 145.09811

ResSeni: Situaci si nac¢rtneme:

1645 X

<X BC je vedlejsi thel k vnitinimu thlu 2021-thelniku, délky BX a BZ jsou dany letopoCty, na
zjisténi | Z X | uz pouze pouZijeme kosinovou vétu a ziskame tim vysledek 145.09811 metrii.

2. Kolik je Davidovi? Anng je tiikrat tolik co Béfe. Za dvacet let bude Anné& polovina toho, co tou
dobou Cendovi. David je o ¢tyfi roky mladsi nez Cenda, a je mu desetkrat tolik co Bare. Kolik bude
Davidovi za dvacet let?

Vysledek: 60

Reseni: Zadéani prepiseme do soustavy rovnic:

A=3B
2(A +20) = C +20

D=C-14

D =10B



VyteSenim soustavy dostaneme A =12, B=4, C' =44, D = 40.
Vysledek je potom D + 20 = 40 + 20 = 60.

. Koralky: M&jme 2021 déti bydlicich v domech s ¢isly 1 az 2021 (v kazdém domé bydli pravé jedno).
Kolika zpiisoby miZzeme mezi tyto déti rozdélit 2021 nerozlisitelnych koralka za podminky, ze pokud
dité v néjakém domé nedostane zadny koralek, tak uz zadny koralek nedostane ani zadné dité v
domeé s libovolnym vy&sim ¢&islem. Jako odpovéd zadejte posledni dvojéisli daného éisla.

Vysledek: 76

Reseni:

Staci si uvédomit, ze pocet pripadi rozdéleni koralka mezi déti je stejny jako pocet zpiisobi, kolika
muzeme zapsat 2021 jako soucet prirozenych ¢&isel, kde zélezi na pofadi v souctu.

K vyfteseni této tlohy uz nam postaci néasledujici avaha: Napisme si 2021 jako soucet 2021 jednicek:
2021 =14+1+14...+1. V tomto souctu figuruje znaménko plus celkem 2020-krat. Z tohoto zapisu

¢isla 2021 miizeme vytvofit libovolny soucet davajici 2021 o libovolném poctu (1 az 2021) s¢itanct
tak, Ze néktera plusova znaménka vypustime a néktera ponechame.

Vsechny jednic¢ky, mezi kterymi jsme znaménko plus vynechali, se¢teme, a vysledné souc¢ty nechame
oddélené netknutymi plusovymi znaménky, napt. 2021 = 3 + 5+ 7 + 2006. Tudiz nam vznikne ¢islo
2021 jako soucet nékolika pfirozenych ¢isel. Timto postupem ziskdme vSechny zptsoby, jak zapsat
2021 jako soucet nékolika pFirozenych ¢isel (kde zalezi na poradi séitancit), a zaroven kazdy takovy
soucet dostaneme pravé jednou. Celkem je tedy takovych zapisi 22020, jelikoz kazdé plus miizeme
bud smazat, nebo ponechat, a takovych voleb mame 2020 (jednu pro kaZdou moZnou pozici plus).
Posledni dvojéisli tohoto &isla je 76, coZ se da zjistit bud za pomoci Wolframu (272021 mod 100)
nebo pomoci modulérni aritmetiky nésledujicim zptisobem.

Cislo 220 davé zbytek 1 po déleni &slem 25, a proto i 22020 = (220)101 dava po déleni 25 zbytek 1.
Proto je 22929 tvaru 25k 4 1 pro né&jaké celé ¢iso k. Pak je oviem i posledni dvojéisli ¢isla 22920 tvaru
250+ 1,1 € N, nebot ho ziskdme opakovanym odé&itanim ¢isla 100 = 25 - 4 od 22920 = 25k + 1. Navic
22020 je délitelné 4, a proto i jeho posledni dvodcisli je délitelné 4. Jediné pfirozené &islo mensi nez
100, které je délitelné 4 a tvaru 25k + 1 je 76.

. Potka Jan Annu? Janovi se Anna libi a on se rozhodl, Ze ji kone¢né pozve na rande. Ma k tomu
idealni piilezitost, protoze je nedéle a on vi, Ze Anna chodi v nedéli rada do parku. Kdyz sviti
slunicko, vyda se tam s pravdépodobnosti 3/4, kdyZ je zataZeno tak s pravdépodobnosti 1/2 a kdyz
prsi, tak pouze s pravdépodobnosti 1/10. O zit¥ejsi predpovédi vite nasledujici: s pravdépodobnosti
50 % bude svitit slunce, s 30% bude zatazeno a s 20% pravdépodobnosti bude prset. Pokud ptijde
Anna do parku, potkaji se. S jakou pravdépodobnosti se Jan s Annou setka?

Vysledek: 109/200

Reseni: Pravdépodobnost toho, ze Anna pijde do parku, je soucet pravdépodobnosti pro jednotlivé

pocasi; tedy pravdépodobnost, ze pijde pokud bude svitit slunce + pokud bude zatazeno + pokud

bude prset. Slunce bude svitit s pravdépodobnosti % a v takovém pocasi pijde Anna do parku s
pravdépodobnosti % V poloviné ptipadii tedy ptjde do parku s pravdépodobnosti %, coz je dohro-

mady % . % 1: %. Stejlnym zplisobem spoc¢itame pravdépodobnosti pro zbyla pocasi: % . % = % pro
zataZeno a % - i) = =5 pro to, Ze bude prset. Soucet pravdépodobnosti pro jednotlivd pocasi nam da
09

34 3 4 1 _ 109
8+20+50_200'

. Na krychli: Uprostied jedné hrany krychle se nachazi Kouma s Noumou. Nouma se vydal na vylet
po hranach krychle. Kazdé dvé po sobé jdouci hrany v jeho vyletu spolu sdilely vrchol. Celkem udélal
pét skokli z hrany na hranu, pfi¢emz zadné dva skoky nekonéily na stejné hrané. Kolik takovych
vylet bylo moznych, pokud vime, Ze skoncil opét na hrané, kde stoji Kouma?

Vysledek: 20
ReSeni: Do rovinného grafu odpovidajiciho vrcholim a hranam krychle (¢erny) si vyneseme novy
graf (Cerveny), kde nové vrcholy budou ve stfedech hran a propojené budou, jestlize dané hrany
sdileji vrchol.



Ted vlastné hledame uzaviené cesty v cerveném grafu délky 5, které prochazeji vyznafenym cer-
venym vrcholem (napf. modra). Pii takové cesté musime vzdy obejit jeden trojahelnik a jeden
¢tytihelnik, kde jeden z téchto atvart musi obsahovat ¢erveny vrchol. Takovych kombinaci je deset.
Pro kazdou kombinaci muzeme cestu obejit ze dvou stran, tedy celkem 20.

. Grill party: Sest pratel (Adam, Bertik, Cyril, David, Emil a Filip) chce usporadat Grill party. Maji
6 zidli rovnomé&rné rozprostienych kolem stolu (oé¢islujme je 1-6) a jeden grill. Gril se nachazi mezi
zidlemi s ¢isly 1 a 2 a dosahnout se na néj da jen z téchto dvou zidli. Koufi z grilu jsou vystaveny
pouze tyto dvé zidle. Kolik je moznosti, jak si mohou kolem stolu sednout, pokud maji platit nasle-
dujici podminky?

e Jenom Bertik je expert na grilovani, takZze musi sedét hned vedle grilu.

Cyril s Bertikem chtéji sedét vedle sebe.

e Adam s Emilem chtéji sedét vedle sebe.

e Cyril ani David nechtéji sedét v koufi.

e Bertik nechce sedét ani vedle Emila, ani vedle Filipa.

e Emil nechce sedét naproti Cyrilovi.

Vysledek: 0

Reseni: Nejjednodussi bylo si nakreslit bud planek mist, kde mohli Adam, Bertik, Cyril, David,
Emil a Filip sedét (tedy 6 mist v kruhu a gril mezi 1 a 2), nebo tabulku s fadky pro jména a sloupci
pro zidle. Do obrazku nebo tabulky pak zaznacujeme postupné informace, které zjistujeme.

Z prvni podminky vime, ze Bertik musi sedét na pozicich 1 nebo 2. Z druhé plyne, ze Cyril nesedi na
4 ani 5. Ze ¢tvrté, ze Cyril ani David nesedi na 1 ani 2. Bertik nechce sedét vedle Emila ani Filipa,
a musi sedét na jedné z pozic 1 nebo 2. Z toho vyplyva, Zze Emil ani Filip nesedi na 1 ani 2. Zidle 1
a 2 tedy patii Adamovi s Bertikem. Cyrilovi zbyvaji pozice 3 a 6. Emil nechce sedét naproti nému,
proto pro Emila zbyvaji pozice 4 a 5. Ze tfeti podminky uZ ted vyplyva, Ze tloha nemé fegeni, proto
je vysledek 0.

Pro ty, koho zajimé formalni varianta feSeni, postup je nasledujici:

(a) Misto jmen budeme pouZivat pismena. a pro Adama, b pro Bertika atd. Necht z; oznacuje i-tou
7idli, z;(j) oznacuje, Ze na zidli ¢ sedf j.



(b) Vyjadfime vSechny podminky pomoci formule ¢ vyrokové logiky:

6
Y= /\ \/ z;(7)
i=1j€{a,b,c,d,e,f}
Na kazdé Zidli musi nékdo sedét.
6 6

AN A N ~@G) Aze()

j€{a,b,c,de, f}i=1k=i+1
Nikdo nesedi na dvou zidlich najednou.
A(1(b) V m2(b))

Bertik musi sedét u grilu.

6
A \/ \/ zi(J) A Zige+1(k)
=1 (5,k)€{(b,c),(c,b)}
Cyril s Bertikem sedi vedle sebe.
6

A \/ \/ 2i(§) A w641 (k)

i=1(j,k)€{(a,e),(e;a)}

AN ANRTE)

j€{c,d}ie{1,2}

Adam s Emilem sedi vedle sebe.

Cyril ani David nesedi v koufi.

6
N /\ /\ ~(zi(J) A Tigo+1(k))
i=1 (j,k)€{(b,e),(e;b),(b,f),(f,b)}
Bertik nesedi vedle Emila ani vedle Filipa.
3

N /\ /\ =(zi(4) A zits(k))
=1 (j,k)€{(c,e),(e,0)}

Emil a Cyril nesedi naproti sobé.

(¢) Formuli ¢ pfevedeme do CNF.

(d) Najdeme vSechna prifazeni, ktera spliji formuli ¢ (enumeraci nebo pomoci nékterého z algo-
ritmil na feSeni SAT problémi). V procesu hledéani zjistime, Ze zadna takova nejsou, a proto je
vysledek 0.

7. Rozdil: Pro kazdé pfirozené n oznaéme V (n) nasledujici soucet:

vor= 3]+ 3]+ 2]

Najdéte nejmensi pfirozené x takové, ze V(zx + 1) — V(z) = 2021. Jako odpovéd zadejte &islo, které
vznikne tak, Ze rozlozite ¢islo x + 1 na prvocisla a sectete vSechny exponenty, které se v rozkladu
vyskytuji.

Vysledek: 88

ReSeni: Zatnéme tak, 7e se podivame na hodnotu vyrazu L
kdyz k|n 4+ 1, a 0 jinak. Tim padem

V(x+1)—V(x)—§VzlJ - 7]

k=1

nEL | — | 2], Ta je ziejmé 1 prave tehdy,

je soucet nékolika jedni¢ek a nul, pficemz za kazdého délitele ¢isla x + 1 mame pravé jednu jednicku.
Dohromady tak dostavame, ze V(x + 1) — V(x) je pocet (kladnych) déliteli ¢isla x + 1 (pocet



deélitelt ¢isla n budeme znacit 7(n)). Hledame tedy nejmensi ¢islo takové, ze ma 2021 délitela. Pro
n € N, jehoz prvociselny rozklad je n = pi* ---pp*, plati, ze 7(n) = (aq +1)--- (o + 1). Jelikoz
2021 = 43 - 47, tak aby pfirozené &islo = + 1 mélo 2021 déliteld, tak musi platit, Ze z + 1 = p2020
nebo x + 1 = p*2¢*® (p, ¢ jsou provocisla). Jelikoz 3*2 . 246 < 22920 tak g + 1 bude ur¢ité druhého
tvaru, coz znamena, Ze soucet exponentu je 88.

. Semafor: Kdyz k semaforu pfijde chodec a je zelena, okamZité pfejde na druhou stranu silnice,
a kdyZ je Cervena, tak ¢eka, dokud se semafor nepfepne na zelenou, a pak piejde. Na semaforu je
vzdy 55 sekund cervena, pak 5 sekund zelena, pak opét 55 sekund cervena atd. V kazdém z téchto
minutovych cykla pfijdou k semaforu presné dva chodci, oba v ndhodné, na sobé nezavislé okamziky
(pro kazdy interval délky k sekund je pravdépodobnost, Ze chodec pfijde nékdy v tomto intervalu,
k/60). KdyZz Sam piisel k semaforu, byla ¢ervena a uz tam Gekal Cenck. Jaké je pravdépodobnost,
Ze Sam musel ¢ekat vic nez 10 sekund?

Vysledek: 81/121

Reseni:
B ® C
60 s
J P
E
I
Cenck
A G |H| D
*—0—0
Sam 60 s

Kazdy mozny piichod Sama a Ceiika je zachycen jako bod ve ¢tverci ABC'D. Body H a J odpovidaji

55 sekundam (pfepnuti z ervené na zelenou) a body G a I 45 sekundam. Diky tomu, Ze Cenck

prigel pfed Samem a oba pfisli na ¢ervenou, vime, Ze pfichod je nékde v trojuhelniku AHF s

pravdépodobnosti 1. Uloha se pta, jaka je pravdépodobnost, ze bod je v trojuhelniku AGE. Jde
81

nam tedy o pomér velikosti téchto trojuhelniki, ktery je {57 (vypocet lze zjednodusit, kdyz si

uvédomime, Ze stadi spocitat poméry velikosti ¢tverct AHFJ a AGEI).
. Euclidea: Hloupétinsky mudrc Neuklides se zivi prodavanim geometrickych operaci v roviné.

e Body rozdava zdarma, avSak je povoleno je umistit pouze na pruseciky jiz zakoupenych objektu.
e Dva uréené body spoji piimkou za 1 Hloupar.

e Kruznici kolem daného bodu prochézejici jinym danym bodem sestroji za 10 Hloupari.

Bubla pfisla za Neuklidem se ¢tyfmi body udéavajici ¢tverec o strané a (v8ak beze stran) a potfebovala
narysovat ¢tyfi primky vymezujici ¢tverec o strané 2a. Kolik nejméné Hloupart musela utratit? Jiné
operace nez ty Neuklidovy nejsou povoleny.

Vysledek: 15

ReSeni: Bez kruznic pouze s pfimkami si nevystacime, byli bychom schopni nalézt uz jen jeden dalsi
bod, a sice prusecik thlopfi¢ek. Dovolime-li si udélat kruznici, je nejvyhodnéjsi ji udélat s polomérem
rovnym délce thlopficky a cely Etverec narysovat pomoci 5 pfimek (viz obrazek). Méné to nejde,
protoze na ¢tverec jsou potfeba minimalné 4 pfimky a bez pomocné paté primky neni kudy vést
strany ctverce.



10.

11.

12.

13.

Divoka funkce: Neznamé funkce f : N — Ny spliiuje nasledujici dvé vlastnosti pro kazdé a a
b: f(ab) = f(a) + f(b) a f(a) < a. Jaka je nejvyssi mozna hodnota f(8!)? (Ny je mnozina vSech
pfirozenych ¢isel a nuly.)

Vysledek: 21

Reseni: Ukazme, 7e funkce spliwjici f(1) = 0, f(p) = p — 1, f(ab) = f(a) + f(b) je feSenim
funkcionalni rovnice. Trvzeni f(z) < x ukdZeme indukei vzkledem k x. Pokud « je 1, nebo prvodislo,
pak trzeni zfejmé plati. Pokud x je slozené ¢&islo, tak existuji a > 1 a b > 1 tak, ze ab = z. Jelikoz
a>1ab>1,pak plati a+b < ab. Proto f(ab) < a+b < ab. Zbyva spocitat f(8!) = 3f(2) + f(7)+
(fR)+f2))+fON+fR)+f2)+fB)+f2)+f(1)=3+6+2+14+4+14+1+24+14+0=21

Ukazeme maximalitu vyrazu f(8!).

@) =3f2)+ f(N)+(FB)+F2)+ /) +(FR)+ )+ fB)+F2) + (1) <
<346+2+1+4+1+1+2+1+0=21

L jako lehké, L jako lichobé&Znik: Mame té&tivovy lichobéznik ABCD. Vime, Ze velikost thlu
ABC' je 63° a velikost thlu DAC ¢ini 21°. Ozna¢me si prisecik thlopfi¢ek v nasem lichobézniku
jako S. Kolik stupnii mé¥i thel BSC?

Vysledek: 84

ReSeni: Dillezité je si uvédomit, ze ma-li byt lichob&znik tétivovy (tj. vepsany do kruznice), musi
byt rovnoramenny. Pfedpokladejme, Ze jeho zakladny jsou usecky AB, C'D: potom mame |{DAB| =
|£LABC| =63° a |[{ADC| = |{BCD| = 180° — 63° = 117°.

Z osové symetrie plati [ DBC| = |[{DAC| = 21°. Tedy |£ABD| = |{ABC|—|£DBC| = 63°—-21° =
42°. Potom v8ak také |{ACD| = 42° (opét ze symetrie). To znamené, Ze pro thly LACB a {ADB
ziskavime |{ ACB| = |{ADB| = 117° — 42° = 75°.

Nyni uz miZeme spocitat [{BSC| = 180° — |LSCB| — |£SBC| = 180° — |[{ACB| — |ADBC| =
180° — 75° — 21° = 84°.

¥

Slunce, Zem& a Mn&sic: Sluneéni soustava je podobna té nasi, slune¢ni soustavé — Zem& obih4
kolem Slunce a Mnésic kolem Zemé, ale Mnésic je ve dvakrat vétsi vzdalenosti od Zemé nez Zemd
od Slunce. Mn&sic obshne celou Zemi za jeden mnésic, Zemé ob&hne Slunce za dvanict mnésici.
Mnésic obfha Zemi po sméru hodinovych rucicek, zatimco Zemé obiha Slunce proti sméru. Kolikrat
za dvanict mnésict tvoif Zems, Mndsic a Slunce pravouhly trojuhelnik?

Vysledek: 52

ReSeni: Télesa tvoii pravothly trojihelnik za jeden mnésic (pokud by se pohyboval jen Mné&sic)
pravé ctytikrat. ProtoZe se télesa pohybuji v rizném sméru viéi sobé, stadéi si uvédomit, ze otocky
se diky tomu se¢tou, a vysledkem je tedy (12 + 1) - 4 = 52.

Injektivni polynom: Necht f : R — R je prosta funkce dana piedpisem f(z) = 2% + az? + bz + ¢
(a,b,c € R). Najdéte nejmensi moznou hodnotu vyrazu ch? + 0.

Vysledek: 1.15470



ReSeni: Zkoumejme, kdy kubicky polynom f nenf injektivni. To nastane pravé tehdy, kdy# existuji
t # u takové, ze t3 + at® + bt + ¢ = u3 + au? + bu + c. Upravujme:

3 —ud +at® —u?)+b(t—u) =0

(t —u)(t* + tu +u?) + (t —u)(at + au) + (t —u)b =0
(t—uw)(t* +t(u+a)+u®+aut+b)=0

t* +t(u+a)+u®+au+b=0.

Jelikoz t # u, tak vSechny upravy byly ekvivalentni. Tedy hledané t # u existuji pravé tehdy, kdyz
polynom g(x) = 22 + z(u + a) + u? + au + b m4 realny ko¥en riizny od u.

e 7 Viétovych vztaht dostavame, Ze u je jedinym redlnym korenem pravé tehdy, kdyz
ut+a=-2uNvP4+au+b=u’> < a=-3uAb=—au

< a=-3uA3b=d%

e Realny kofen ma pravé tehdy, kdyz jeho diskriminant je vé€tsi nebo roven 0.
0< D= (u+a)?®—4u?+au+b) = —3u® — 2ua +a*> — 4b

Toto nastane pravé tehdy, kdyZz polynom —3z% — 2za + a? — 4b ma reilny kofen, coZ nastane
pravé tehdy, kdyz jeho diskriminant je vétsi roven 0:
0< D =4a®> —4(-3)(a® — 4b) <= 0<a®+3a® — 12b = 4a*> — 12
— a®>3b.

Pro a? = 3b bude diskriminant polynomu g tvaru

2 a’ L g2 2 1 2
—3u” —2ua — — = —=(9u* + 6ua +a*) = —=(Bu+a)”,
3 3 3
tedy g bude mit kofen pravé tehdy, kdyz bude platit a = —3u, coZ spolu s a? = 3b uz znamena,
ze g mé jediny kofen a tim je wu.

Dohromady tedy dostdaviame, Ze f neni injektivni pravé tehdy, kdyz a? > 3b. Tedy f je injektivni
pravé tehdy, kdy# a? < 3b. Nyni jiz miizeme kone¢né zkoumat vyraz a% + b:

1 1 a2AG\/T2 \F
b > — 4 — > 9= =92,/= = 1.15470.
a2+ _a2+3 - 3a? 3

Proa=+v3ab= ?2 zkoumany vyraz této hodnoty opravdu nabyva.

Poznamenejme jesté, ze zavéreény odhad se dal misto AG-nerovnosti provést i pomoci derivaci nebo
hodit do wolframu. Navic se pomoci derivaci dal snadnéji vyfesit i nas predlouhy rozbor toho, kdy
je kubicky polynom injektivni.


https://www.wolframalpha.com/input/?i=minimize+1%2Fa%5E2%2B%28a%5E2%29%2F3

14. Ach, zel... Achilles a Zelva se pohybuji po kruznici o poloméru % metri; zelva jde stalou rychlosti
+ m/s proti sméru hodinovych ruci¢ek (pr. h.). Achilles b&Zi zprvu rychlosti 2 m/s pr. h., ale po
kazdé sekundé se jeho rychlost snizi na polovinu, tj. prvni sekundu bézi % m/s, druhou sekundu

% m/s atd. Pocatecni poloha Achilla i Zelvy je vidét na obrazku. Urcete ¢as v sekundach, kdy se

Achilles a Zelva poprvé setkaji.

Vysledek: 216/31

Reseni: Pro za¢atek si zapfSeme do tabulky, jakou rychlosti bézi Achilles v prvnich nékolika sekun-
dach.

Sekunda 1.12. ] 3. | 4. | 5. | 6. 7. 8.
Achillova rychlost % % % 210 i 8—10 1é0 3%0

Nyni si spoc¢itame, Ze obvod kruznice je 1 m, tedy Achilles je na pocatku od Zelvy vzdaleny % m.
Uvédomime si, Zze Achilles Zelvu nikdy nedohoni, naopak Zelva dostihne Achilla. Ozna¢me pocateéni
pozici Achilla jako 0 a postupujme proti sméru hodinovych ruci¢ek. Na konci kazdé sekundy jsou
pozice Achilla a Zelvy néasledujici:

Konec sekundy ¢. | 0 | 1 | 2 | 3 4 5 6 7

. : 2 | 3| 7 15 31 63 127

Pozice Achilla Ol 2|51 55 b} Bl 160
. 2|3 |4 1_ 4 |2_16|3_48 |4_ 128
Pozice zelvy 5051351052 |5=% |5 % |5~ 160

Vsimneme si, Ze mezi Sestou a sedmou sekundou musela Zelva Achilla pfedb&hnout. Staci nam tedy
zjistit, v jakém okamziku to presné bylo.

Mezi Sestou a sedmou sekundou mé Achilles rychlost ﬁ, rozdil vzdalenosti Achilla a Zelvy na konci
Sesté sekundy je é—g m.



15.

Sa Sz

Vg Uy
sz—%_sz
1 -1
160 5
160s, — 30 = 5s,
6
S, = —
3l
_ s, _ 30
t=3r=1351
s 30 _ 216
Celkovy cas je tedy 6 + 57 = S

Ctverce z papiru: Honzik si stitha ¢tverce z papiru A4. Vzdy odstiihne jedinym rovnym Fezem
Ctverec, jehoz délka strany (a tedy strana samotnd) je stejna jako kratsi strana papiru. Pokracuje se
zbytkem papiru bez odstfizeného ¢tverce, dokud mu vznikaji obdélniky (pokud rozstfizenim vzniknou
dva ¢tverce, konéi). Kolik ¢tvercii takto ziska? Pozn.: papir A4 ma rozméry 297 x 210 mm.

Vysledek: 11

ReSeni: Po prvnim odst¥izeni ziskdme 1 ¢tverec o hrang délky 210. Zbyde nam pruh 210 x 87. Po
druhém odstFizeni mame dva ¢tverce o hrané 87 a pruh 87 x 36. Po tfetim zbydou dva ¢tverce o hrané
36 a pruh 36 x 15. Po ¢tvetém méame opét dva ¢tverce, tentokrat o hrané 15 a pruh 15 X 6. Z néj
ziskdme dva ¢tverce o hrané 6 a pruh 6 x 3. Jeho rozstfihnutim na poloviny ziskiAme dva ¢tverce
3 x 3. Stiihéani zde konéi. Postupné jsme nastfihali dohromady 11 ¢tverci.



16.

17.

Mathrace Sada 2

odevzdavejte do 18.00

Vzajemna dominance: 2021 tymu hraje turnaj, v némz se kazdy s kazdym utka pravé jednou.
Rekneme, Ze trojice tymu A, B, C je ve vzdjemné dominanci, pokud A porazil B, B porazil C' a C
porazil A. Predpokladejme, Ze mezi tymy jsou BRKOSTEAM a aMATHér. Vime, Ze pocet trojic,
které jsou ve vzajemné dominanci a obsahuji BRKOSTEAM je maximalni mozny. Kolik nejvice
muZe existovat trojic, které jsou ve vzajemné dominanci a obsahuji aMATHéry?

Vysledek: 255530

ReSeni: Nejprve si rozmyslime, co znamené, %e pocet vzajemné dominantnich trojic obsahujicich
BRKOSTEAM je maximalni mozny. BRKOSTEAM odehral v tomto turnaji pravé 2020 zapasi.
Kdyby napfiklad vyhréal vSechny z téchto zapasii, pak by nemohl byt obsaZen v zadné vzajemné
dominantni trojici, jelikoZ by neexistoval zadny tym, ktery ho porazil. Ozna¢me tedy BRKOSTEAM
jako B, aMATHEér jako A, v8echny tymy, které B porazil, jako A,2,3,...,n a vSechny tymy, které
porazily B, jako n 4+ 1,n + 2,...,2020. Z cykli¢nosti zadani nezalez{ na tom, jestli A porazil nebo
prohral s B.

Pokud budeme pfedpokladat, ze vSechny tymy A,2,3,...,n porazily vSechny tymy n + 1,n +
2,...,2020, pak pocet vzajemné dominantnich trojic obsahujicich B bude n - (2020 — n). Je jed-
noduché tento vyraz maximalizovat - nejvétsi hodnoty dosdhne pro n = 1010 a je evidentni, Ze to
je nejvétsi mozny pocet vzajemné dominantnich trojic, které obsahuji B. Nyni se zaméfme na tym
A. Tym A je jisté (z podminky maximalniho po¢tu dominantnich trojic s B) obsazen v 1010 vza-
jemné dominantnich trojicich - a v8echny obsahuji tym B. Toto je nejvétsi moZzny pocet trojic, které
jsou vzajemné dominantni a obsahuji A i B (jednoduché rozmyslet). Dale vime, Ze A urcité porazil
vSechny tymy 1011, 1012, ...,2020. Tedy nemuze existovat Zadna dominantni trojice obsahujici A a
dva tymy z mnoziny tymu, které porazil.

Zéaroven nemuze existovat zadna dominantni trojice obsahujici A, jeden z tymu 2,3, ...,1010 a jeden
z tymua 1011, 1012, ...,2020, jelikoz by A i tym z prvni mnoziny oba porazily tym z druhé mnoziny
kvuli maximalité dominantnich trojic obsahujicich B z predpokladu. Tedy jediny zpusob, jak jesté
miZe existovat vzajemné dominantni trojice obsahujici A, je ten, kdyz zbylé dva tymy v trojici
budou z mnoziny 2, 3,4,...,1010. Ta neni totiz svazan4 kritérii pro maximalitu dominantnich trojic
s B. Stejnym argumentem jako na za¢atku FeSeni je nejvétsi mozny pocet téchto trojic 504 - 505,
tudiz celkovy nejvétsi pocet dominantnich trojic obsahujicich tym A je 504 - 505 4+ 1010 = 255530.

Hodnota Brkosu: Na obrazku je dané jednoduché rovnice: SOKY+BRNO=BRKOS. Nahrad'te
pismena ciframi, kde dvé rozdilné pismena predstavuji rizné cifry. Jakou hodnotu mé Brkos? (Pozn.:
S a S jsou rozdilna pismena.)

Vysledek: 10652
Reseni:
e Soucet 2. sloupce zleva je dvouciferny. Vime, ze B = 1, tudiz soucet tohoto sloupce muze byt

maximalné 11. Ze zadéani vime, Ze 2 rozdilna pismena piedstavuji rizné cifry, tedy R # 1. Vime
tedy, ze R =0

e Protoze je R = 0, soulet v prostfednim sloupci nebude vétsi nez 10. (Kdyby bylo O = 9 a z
predchoziho sloupce se prenasela 1, tak by byl dvouciferny, ale K by muselo byt 0, to je ale uz
R). Jedinou moZnosti je tedy S= 9.
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19.

e K je o1 vétsi nez O (protoze R = 0). Soucet 2. sloupce zprava je proto dvouciferny. Must tedy
byt N = 8 nebo N = 9. Jelikoz, S= 9, tak N # 9. ReSenim je tedy N = 8.

e Protoze je N = 8, prvni sloupec zprava musi byt dvouciferny. Zaroven ale nenajdeme takovou
kombinaci Y a O, aby Y + O > 12. (Y i O mohou byt maximélné 7, ale O < K, tedy O < 6.
Tedy pro Y = 7 mame O < 5 a pro O = 6 mame Y = 5, protoze K = O + 1 =7.) Protoze 0 i
1 uz jsou zabrané, S >2aproto S=2,Y =7, 0=5aK=0+4+1=6.

Jedinym moZnym feSenim je tedy rovnice 9567 + 1085 = 10652.
Té&tivacek: Tétivovy &tyfuhelnik ABCD spliuje |<DAC| = |<ADBJ|, |AB| = 13, |[BC| = 4 a
|AD| = 14. Ur&ete velikost tusecky AC.
Vysledek: 15

Reseni: Uhly ADB a ACB jsou obvodové pro stejny oblouk, maji tedy stejnou velikost. Potom
viak rovnéz |[<DAC| = |[<ACB), tedy se jedna o stiidavé thly dokazujici, Ze strany AD a BC jsou
rovnob&Zné. Ze symetrie pak plyne, ze ABCD je rovnoramenny lichob&nik. Tedy |AB| = |CD|.

Ozna¢me C; patu kolmice prochazejici bodem C na pfimku AD. Potom |DCy| = M%ﬂ =

14=4 = 5. Z Pythagorovy véty potom plati [CCy|* = |CD|*> — [DCy|* = 132 — 52 = 122. Z dalsi
Pythagorovy véty dostaneme |AC|? = |ACy|? + |CCo|? = (4 +5)? + 122 = 152,

Milionovy priklad: Mame piirozené ¢islo n, jehoz soucet délitelii je menSi nez tficet miliont.
Urcete, kolik nejvyse prvocisel muze délit n.

Vysledek: 7

Reseni:

Pfipomenime, Ze je-li prvoéiselny rozklad ¢&isla n tvaru

k
a
n=]Iw"
i=1

kde p; jsou rtzna prvocisla a a; > 0, potom soucet déliteli ¢isla n mizeme psat ve tvaru

k
[T +pi+-+p0).

=1

Tento sou¢in mame shora ohranic¢eny ¢islem 30 miliont a chceme, aby n mélo co nejvice prvoé¢iselnych
deéliteli, tedy aby tento sou€in mél co nejvice zavorek. Volme a; = 1 pro kazdé i (tzn. n bude souéin
riznych prvoéisel). Potom soudet délitelu ¢isla n je sou¢in zavorek tvaru (1 + p), kde p je prvocislo
délici n. Jednotlivé zavorky chceme mit co nejmensi (abychom jich mohli mit co nejvice), tj. nas
postup bude nésledujici: budeme brat postupné prvodisla od nejmenstho (tj. 2, 3, 5,...) a budeme
Cekat, kdy soucin ¢isel (1 + p) presdhne 30 miliond. To se stane pro prvocislo 19; tedy dojdeme k
n=2-3-----17, coz mé 7 prvociselnych délitela.
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21.

22.

23.

Py

Divéi valka: Na nekonecné Sachovnici je m € N dam tak, Ze kazda z nich ohrozuje alesponn [5f57 |
ostatnich dam. Najdéte nejvétsi takové m, pro které tato situace mize nastat. Zapis [«] znaéi horni
celou ¢ast z ¢isla x. Damy se ohrozuji, pokud by se ohrozovaly v klasické hie Sachu.

Vysledek: 8084

ReSeni. Je-li na nekoneéné achovnici koneéné mnoho dam, mizeme vybrat tu, ktera je v nejvyssim
obsazeném fadku nejvice napravo. Tato dama ziejmé nemtiize ohrozovat vice nez 4 damy. Z toho
méame horni odhad na feSeni 2021 - 4 = 8084. Tohoto poc¢tu je mozné dosahnout napiiklad tak, ze
postavime dame na okraj ¢tverce o hrané délky 2023 a vynechdme z néj rohy.

Oboustranna pyramida: Necht n € N. Z kostek (krychli) o délce hrany 1 stavime n-pyramidu.
Zakladna n-pyramidy méa tvar ¢tverce a je sloZzend z n x n kostek. Nad zakladnou je nadzemni ¢ast,
kter4 se sklada ze ¢tvercovych pater. Kazdé dalsi patro ma hranu o 1 krat$i nez to predchozi (prvni
patro ma hranu délky n—1). Pod zakladnou je podzemni ¢ast, ktera vypada stejné, jako ta nadzemni.
Vyska pyramidy se pocita jako pocet pater (nadzemnich i podzemnich + 1 (zékladna)). Kolik kostek
je potieba k postaveni pyramidy vysky 997

Vysledek: 83350

Reseni: Regeni si rozdslime na podproblémy. Pot¥ebujeme zjistit pocet kostek dvou stejnych py-
ramid o 49 patrech (jedné nad a druhé pod zemi) a zékladny. Nad zdkladnou je 49 pater, proto
m4 hranu délky 50 a na jeji stavbu je potieba (502) kostek. Pocet kostek potiebnych pro jednu z
pyramid je souctem ¢&tverct Zig:l n?, ktery odpovida vzorci nintl)-@ntl) pro n = 49. Vysledny

pocet kostek, které potfebujeme, je tedy 50% + 2 - Zigzl n?=50%+2- w = 83350.

20212021! o )

Dlouha suma: Urcete hodnotu > c08( 57355 1535 TTT

Vysledek: -1/2

vyuziva integraly a druhy komplexni ¢isla. UkaZzeme si ten druhy.

Podle zakladni véty algebry ma polynom z" — 1 pro kazdé pfirozenék ¢islo n pravé n komplexnich

. . . 2mik ; .. :
kofent, kterym fikdme n-té odmocniny z jedné. Ty jsou tvaru e n = cos% + isin %,k €
{1,2,...,n}. Pfedpokladejme dale, Ze n je liché, tj. n = 2m + 1 pro pfirozené ¢islo m.

Podivejme se na sumu

tj. s¢itdme vSechny n-té odmocniny z jedné kromé jednicky. Jelikoz thly %, W

kosinus a opaény sinus, mame pro vSechna k od 1 do m néasledujici vztah:

maji stejny

omik 2mi(n—Fk) 2mwik
' = 2cos

MiZeme si tudiz sumu S prepsat jako

m

2mik
S =2 )
kz_:l cos —

Ovsem na druhou stranu, S je soucet vSech kofenti polynomu
" —1

x—1

1442

n—2

coZ je z Viétovych vztahi rovno koeficientu u z s opa¢nym znaménkem, tj. —1. Tedy

1 1 - 2mik
—5—55—;COS —

Dosadime-1li m = 20212021!, dostavame feSeni nasi tlohy.

Fredovy pilkruZnice: Zabak Fred stoji na krajnici silnice Siroké 4 metry a potfebuje preskakat
na druhou stranu. Trajektorie kazdého jeho skoku ma tvar pulkruZznice a vzdy skaCe pouze smérem
dopfedu. Nazvéme ,pozemskou délku skoku® jako vzdalenost mista odrazu a mista dopadu; dale
pak ,,délku trajektorie skoku® jako délku pulkruznice, kterou Fred skice. Jak velké skoky bude Fred
délat, zavisi na riznych faktorech.
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24.

25.

26.

e Prvni Frediv skok ma pozemskou délku 2 metry.
e Pozemska délka kazdého dalsiho skoku je definovana takto:

— pokud Frediv skok je (pozemsky) kratsi nez 30 centimetrii, jeho dalsi skok bude mit po-
zemskou délku stejnou, jako tfetina délky trajektorie pfedchoziho skoku;

— jinak mé jeho skok pozemskou délku polovi¢ni, nez pozemské délka predchoziho kroku.

e Pokud by mél Fred preskocCit pres hranici cesty, neudéla to a sko¢i radéji mensi skok tak, aby
dopadl pfimo na hranici cesty.

Jaky je soucet (v metrech) délek trajektorii viech Fredovych skoki pii preskakovani této silnice?
Vysledek: 6.28319

Reseni. Necht 71,7, ...,7, jsou poloméry délek kruznic, po kterych Fred skace. Soucet délek tra-
jektorii tedy bude wry +awrg + ...+ 7r, = w(r1 +r2 4+ ... + 1) = 27 metri, jelikoZ soucet prameéri
kruznic musi byt 4 metry a tedy soucet poloméri je 2 metry.

Vitek, Tom, Tom a Tom: Vitek, Tom, Tom a Tom hraji hru. VSichni ¢ty stoji v kruhu a
stfidaji se v hazeni kostkou. Hra¢, ktery je pravé na tahu, vzdy vyzyva hrace po své levici. Oba
hodi Sestistennou kostkou. V piipadé remizy hazou znovu a to do té doby, dokud jeden nezvitézi.
Pokud vyhral vyzyvatel, stava se vitezem celé hry a hra kon¢i. V opa¢ném piipadé se vyzvany hrac
stava novym vyzyvatelem a opét hraje s hrd¢em po své levici. Prvnim vyzyvatelem je Vitek. Jaka
je pravdépodobnost, Ze se stane absolutnim vyhercem hry?

Vysledek: 8/15

ReSeni: Zamésime se nejdifve na jeden souboj. Vsiméme si, Ze hra je symetricka, oba hra¢i hazou
stejnou kostkou a maji stejné podminky pro vitézstvi. Proto maji oba stejnou Sanci na vitézstvi
v souboji. Vitek mé tedy pravdépodobnost 1/2, Ze vyhraje v prvnim kole, a 1/2, Ze hra bude
pokracovat dal. Pokud nevyhraje, musi kazdy z nasledujicich tii vyzyvateli prohrat, aby mél Vitek
druhou Sanci. Je tedy pravdépodobost 1/8, Ze se Vitek opét stane vyzyvatelem. V ten okamzik bude
mit Vitek stejnou Sanci na vitézstvi jako na zacatku. Pravdépodobnost p toho, ze Vitek vyhraje
proto spliiuje rovnost
p=1/24+1/2-p/8.
Spravnéa odpovéd je proto p = 8/15.

Soucet kofenti: Mé&jme normovany polynom P(x) stupné 42, ktery mé 42 celo¢iselnych kofenii
(kazdy pocitan tolikrat, jaka je jeho nasobnost) a plati P(0)=97. Jaké nejmensi kladné hodnoty
muZe nabyvat soucet vSech jeho kotfeni?

Vysledek: 58
Reseni: Jelikoz P je normovany a ma tolik kofenil, kolik je jeho stupei, mame faktorizaci P(x) =
Hﬁil(x — «;), kde «; jsou kofeny. Vietovy vztahy nam tedy daji

97 = P(0) = (-1)* [ ] -

Tedy souéin 42 celych ¢isel je roven 97, coz je ale prvodéislo. Tedy jeden kofen je £97 a dalsich 41
jsou plus minus jednicky — jejich soucet je v absolutni hodnoté& nejvyse 41. Tedy hleddme-li nejmensi
kladnout hodnotu sou¢tu kofenti, budeme chtit, aby jeden z nich byl 97, a poté pri¢ist co nejvic minus
jednicek. Jelikoz souc¢in 41 minus jednicek je zaporny, chceme-li, aby jeden koten byl 97, miZzeme
mit nejvyse 40 minus jedni¢ek. Hledané minimum tedy bude 97 — 40 + 1 = 58.

Klobouk: Petr a Lucka vyvijeji nasledujici aktivitu. Petr na stil vyskladal jednokoruny, dvoukoruny,
pétikoruny a desetikoruny na hromédky, na kazdé hromadce je v sou¢tu hodnota 11 korun a kazda
mozné kombinace minci, kterd da v sou¢tu 11, je zastoupena pravé jednou. Kazdou z hromadek pak
smete do vlastniho pytliku a tyto pytliky umisti do klobouku. Lucka pak naslepo vytahne pravé
jeden z pytlikt a po jedné postupné mince vytahuje. Jaka je pravdépodobnost, ze posledni vytazena
mince bude desetikoruna?

Vysledek: 1/24

ReSeni: VypiSeme si viechny mozné kombinace minci o zadanych hodnotach, které daji v souctu
11; téchto kombinaci je 12. Desetikoruna se nachazi pouze v jedné z nich, na hromadce s jedinou
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27.

28.

29.

desetikorunou je navic pouze jedna dalsi mince, je tedy pravdépodobnost %, ze desetikorunu z daného
pytliku vytahne jako posledni, a pravdépodobnost ze vytahne pytlik s desetikorunou je 1—12 Celkem
je tedy pravdépodobnost 1 - L = L.

Doodle: Deset lidi hlasuje o terminu srazu. K dispozici je osm termint. Kazdy z hlasujicich dal
primarni hlas tfem terminiim a sekundarni hlas dvéma. Kazdému terminu smi dat nanejvys jeden
hlas. Zvolen bude ten termin, jenZ bude mit nejvice primarnich hlast, v pfipadé shody rozhodnou
hlasy sekundarni (v piipadé trvajici shody je vybran jeden z vitéznych termind). Oznaéme pocet
priméarnich hlast vitézného terminu p, a pocet sekundérnich hlast vitézného terminu s. Urcete
nejmensi moznou hodnotu tohoto vyrazu: 17p + 2s.

Vysledek: 70

ReSeni: Hlavné chceme, aby vitézny termin dostal co nejméné priméarnich hlasi (ty maji totiz v
minimalizovaném vyrazu vétsf vahu nez hlasy sekundarni), ¢ehoz docilime tak, Ze je rozdélime co
nejrovnomérnéji. Bylo udéleno 30 primarnich hlast, coz znamené, Ze pifi rovnomérném rozdéleni
dostaly dva terminy 3 hlasy a Sest termint 4 hlasy. Vitézny termin tedy dostal 4 primérni hlasy.

Aby dostal vitézny termin mélo sekundarnich hlasi, musely hodné sekundéarnich hlast dostat ter-
miny se tfemi primarnimi hlasy. Nejvyse mohl kazdy z nich dostat 10 hlast, tedy 7 sekundarnich.
Celkem bylo udéleno 20 sekundarnich hlasti, a tedy pokud zbylych Sest sekundarnich hlast rozdélime
rovnomérné mezi terminy se ¢tyfmi primarnimi, dostane kazdy jeden.

Celkem tedy dostal vitézny termin 4 primarni a jeden sekundarni hlas. Ovéfeni, Ze takové rozdéleni
hlast je mozné, nechavame na ¢tenafi (sta¢i najit konkrétni piiklad, jak mohlo k takovému rozdéleni
hlasii dojit).

Uz zase geometrie. Je dana kruznice k. Body L a M vytnou na kruznici k tétivu délky 28. Kruznice
[ a m maji vnitini dotyk s kruznici k v bodech L a M, pficemz kruznice [ a m maji mensi polomér,
nez k. Na kruznicich [ a m jsme zvolili body A a B takové, ze existuje Bod C' lezici v priniku tsec¢ek
AB a LM. Jaka je nejvétsi moznéa hodnota |AC| - |BC|?

Vysledek: 196

Reseni: Pokud je tsecka AB rizna od LM, oznaéme priseciky AB s k jako X,Y. Potom |AC| -
|BC| < |XC|-|YC|. Z mocnosti bodu C ke kruznici k£ pak mame | XC|- |YC| = |LC|- |MC|.

Maximalizujeme-li sou¢in |AC| - |BC|, stadi zvolit A = L, B = M. Bod C nyni muze byt libovolny
bod na tseéce LM. AG nerovnost nam da

98 = |LM| = |LC| + |CM| > 2/|LC| - |CM].

Tedy méame horni odhad |LC| - |CM| < % = 196. Muzeme této hodnoty dosahnout? V AG nerov-
nosti nastava rovnost, pravé kdyz jsou vSechny séitance stejné, tedy stac¢i najit C' tak, aby platilo
|LC| = |CM)|. Takovy bod existuje; je to stied tsecky LM.

Sneci na miizce: Na Sachovnici 2021x2021 (sloupce a fadky jsou indexovany 1-2021) se uprostied
kazdého pole nachazi Snek (uvazujme bod). Kazdy $nek se pohybuje rovnomérnym pohybem rychlosti
jedno pole za minutu jednim ze ¢tyr zédkladnich sméri. Na zacatku se $nek zacinajici na soufadnici
[i, 7] pohybuje ve sméru zavislém na zbytku &sla ¢ + j po déleni 4: 0-nahoru, 1-dold, 2-doleva, 3-
doprava. V tomto sméru pokracuje, dokud nenarazi do jiného $neka. Pokud se st¥etnou dva Sneci,
odrazi se od sebe néasledujicim zptusobem. Pokud sméfovali pfimo proti sobé, kazdy z nich se oto¢i
o 180° vzad a pokracuje dal. Pokud se stfetnou pod thlem 90°, kazdy z nich se oto¢i o 90° smérem
od toho druhého a pokracuji dal. Pokud se srazi 4 Sneci ze 4 sméru, kazdy se oto¢i o 180° vzad
a pokracuje. V piipadé srazky t¥i $nekt se vzad oto¢i pouze dva Sneci, ktefi 8li proti sobé a tieti
pokracuje dal. Po kolika minutach posledni $nek opusti posledni hraci pole Sachovnice?

Vysledek: 4041/2

Reseni: Uvazme dva neky, ktefi se pohybuji horizontalnim smérem a elné se srazi. Z bodu srazky
vyjdou opét dva Sneci; jeden vlevo a druhy vpravo. V&iméme si, ze kdyby se v bodé srazky pouze
minuli, vysledek by byl stejny. Proto v takovém piipadé mtzeme srazku jednoduse ignorovat. Neni
t8zkeé si rozmyslet, Zze srazky $nekli mizeme ve skutecnosti ignorovat vzdy. Proto nam staci najit
takového Sneka, kterému trvé nejdéle opustit Sachovnici, pokud by Sel stéle stejnym smérem a ostatni
Sneky ignoroval. To je zfejmé jeden ze $nekd na kraji, ktery musi piejit celou Sachovnici. Takovy
$nek musi prekonat 2020,5 = 4041/2 poli¢ek (zaind uprost¥ed pole, ale kon¢i az na kraji), coZ je
také pocet minut, které mu to bude trvat.
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30. Zmrzlina: V Hloupéting je vyhlaseny italsky zmrzlinaf. Jeho zmrzlina se sklada z koule o poloméru
5 cm a kornoutu ve tvaru kuzele, ktery se koule dotyka (tzn. povrchové usecky kuZele jsou tecny ke
kouli, které zac¢inaji ve vrcholu kuzele a kon¢i v bodé dotyku. Zékladna kuzele je pak kruh vymezen
dotykovou kruznici). Vyska celé zmrzliny je 18 cm. Urcete objem kuZele vymezeného kornoutem.

Vysledek: 247.09477

Reseni: Vydislime si vzdalenost vrcholu od koule (8), pomoci pythagorovy véty zjistime délku povr-
chové tisecky kuzele (12) a pomoci dvojiho vypodtu obsahu pravoihlého trojihelniku (vrchol - st¥ed
- bod dotyku) spoé¢itdame polomér kuzele (£3). Potom napi. Euklidovou vétou o odvésné dostavame

i vysku kuzele (1), z ¢ehoz spo¢teme jeho objem

144 [/60\° 1
=g.-— . (=) .2 =9247.09477.
V=m (13> . 7.09477
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31.

32.

Mathrace Sada 3

odevzdavejte do 19.00

Zare nad n-thelnikem: Uvazujme pravidelny 2021-tthelnik s délkou strany rovnou jedné. Necht
A, B,C, D, E je libovolnych 5 po sobé jdoucich vrcholi. Ozna¢me prusecik piimek AB a DE jako
X. Jaka je délka tusecky C' X7

Vysledek: 0.00311
Reseni: Délku usecky CX spoéitame z trojuhelnika BCX.

Ze zadani | BC| = 1. Dale vime, 7e |[<BCD| = |<ABC| = 180° — 359" protoze se jedna o vnitini ahly

2021
pravidelného 2021-tihelnika (pokud S je stied 2021-uhelnika, pak |[<ASB| = %, tedy vezmeme jeho
dopocet do 180°). Tedy |<CBX| = 180° — (180: - gggi) = ;’g—gi. Dale vidime z osové soumérnosti,
7e |<BCX| = |4DCX], a tedy |[aBCX| = 30 ==BEDL _ gg0 4 180° potom [<BXC| = 180° —

|<BCX| — |<CBX| =90° — %gi. Nyni méme dostatek informaci, abychom spoé¢itali |C'X| pomoci
sinové véty.

|BC| |CX]|

sin|[<BXC| sin|<CBX|

1 - sin 360°
—— T - 00311
sin(90° — 3557)

CX]| =

Potkd Anna Janu? Anna stoji na pozici [0, 0] a diva se na sever, zatimco Jana na pozici [1, 2021]
a diva se téz na sever. Mame specialni telefon, kterym muzeme davat Anné a Jané soubor instrukeci
pro to, aby se potkaly. Jedna instrukece zni vzdy ,,<jméno> <povel>*, kde <jméno> je bud Anna
¢i Jana a <povel> je bud Left (oto¢ se doleva o 90 stupnii), Right (oto¢ se doprava o 90 stupiii),
anebo Forward (jdi o jeden krok dopfedu). Telefonni zafizeni je v8ak rozbité a kdyz dame divkam
cely soubor instrukei, bude se tento soubor opakovat stale dokola.

Naptiklad, pokud soubor instrukci bude ,,Anna Forward, Anna Forward, Jana Left“, Anna udéla
krok dopfedu na porzici [0, 1], poté druhy krok na [0, 2] a Jana se oto¢i na zapad. Poté Anna udéla
dalsi dva kroky dopfedu na pozici [0, 4] a Jana udéla otocku na jih, atd. Po dalsich 1010 cyklech Anna
projde kolem Jany, ale nebudou nikdy stat na stejném policku, takze se nepotkaji. Pocet instrukei v
takovém souboru je 3.

Jaky je nejmensi pocet instrukci, které divkaim mame dat v souboru instrukei tak, aby se ve stejnou
chvili potkaly na stejném policku?

Vysledek: 3

ReSeni: Je zfejmé, 7e pocet instrukei, aby se potkaly, musi byt nejméné 3. Pro jednu instrukei se
jedna z divek bud bude donekone¢na otacet, nebo piijde neustéile na sever — tedy je nemozné, aby
se potkaly. Vzhledem k tomu, Ze obé divky maji rizné x-ové soufadnice, musi byt, aby se potkaly,
v souboru instrukeci alesponi jedna otoc¢ka a alesponn jedno posunuti dopredu. Kdybychom uvazili
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33.

34.

soubor dvou instrukci, musela by tedy jedna z nich byt otoc¢ka a jedna posunuti dopiedu. Ale to se
bud bude jedna z divek pohybovat do nekone¢na po &tverci, nebo se jedna bude otacet na misté a
druh& ptjde do nekone¢na na sever. Tedy se také nepotkaji. Instrukce musi byt tedy alespon tii.

Nyni uvazujme soubor instrukci: Jana Left, Jana Forward, Anna Forward. Je jednoduché si rozmys-
let, Ze se divky potkaji na policku [0, 2021]. Tedy nejmensi pocet instrukei, tak, aby se divky potkaly,
je 3.

Copak jmeli, ale kostka! Kolikrat nejméné musime hodit dvanactisténnou kostkou (s ¢isly 1-12),
abychom hodili alespoii jednu dvanactku s pravdépodobnosti alespon 1/27

Vysledek: 8

Reseni: Pravdépodobnost, ze Sestku nehodime po n-tém hodu, je (%)n, tedy feSime nerovnici

1- (%)n > % Tedy % > (%)n Pokud nerovnice ma feSeni n, tak ma feSeni i n + 1. Snadno

ovéfime, ze 7 neni feSenim nerovnice, ale 8 ano.

Piratsky poklad: Skupina pirata objevila poklad tvofeny sedmi druhy drahokamt. Kapitan pte-
myslel, jak poklad rozdélit, a tak kazdého Clena své posddky pozéadal, aby sefadil druhy drahokami
od toho, kterého si ceni nejvice, po ten, kterého si cenf nejméné. Kazdy pirat tak udélil 1 az 7 bodu
(¢im vic tim lip) kazdému druhu (kazdému jiny pocet). Kapitan si v8iml, Ze kazdy pirat uvedl jiné
poradi. Poté vSechny tyto body secetl a ziskal tak sedm hodnot, pro kazdy druh jednu. Vsiml si,
Ze mezi t&mito sedmi hodnotami je pfesné Sest riznych (dva druhy tedy maji stejné skore). Déle si
v8iml, Zze pokud by kterykoli pirat zemfel a jim udélené body by se odecetly, tak by byla kazda z
novych hodnot jina. Kolik bylo pirati? Uvedte nejvyssi moznou hodnotu.

Vysledek: 5034

Reseni: Ulohu si zjednodusime tak, Ze uvazime druhou lod’, na niZ budou vSichni pirati, ktefi nejsou
na prvni lodi, pfi¢emz kazdy pirat je jednozna¢né urcéen tim, jak usporadal drahokamy. V souctu
bude na obou lodich 5040 pirati, a proto nam staéi najit odpovéd na otézku, kolik nejméné mohlo
byt piratd na druhé lodi.

Je treba ukazat, ze na druhé lodi mohlo byt Sest pirati a ze jich tam nemohlo byt pét. Pokud by
jich tam bylo pét, dostane nejoblibenéjsi druh nejvyse 35 bodl a nejméné oblibeny alespoii 5 bodi.
Rozdil mezi nimi je tedy nejvyse 30. Protoze pravé dva druhy maji stejny pocet bodi, existuje
dvojice druhi drahokamt, mezi nimiz je rozdil vétsi nez 0 a mensi nez 7 (pfedstavte si tsecku délky
30 rozdélenou na 5 tsekt). Necht tedy A a B jsou takové dva druhy drahokami. Jisté existuje pirat,
kterého kdyZ pfidame na druhou lod (¢ili ho odebereme z prvni lodi), tak budou mit A a B stejny
pocet bodt na druhé lodi (a tedy i na prvni), coZ je spor se zadanim. Stejny argument jde pouZit i
pro méné nez 5 piratt. Na druhé lodi je tedy alespoil 6 piratt (a na prvni nejvyse 5034).

Nyni staci ukazat, Ze jde umistit Sest pirati na druhou lod tak, aby byly splnény podminky zadani.
Jedna mozné mnozina takovych Sesti pirata je v tabulce 1. Kazdy pirat je jeden radek a kazdy
drahokam jeden sloupec. Posledni Fadek jsou soucty. Je vidét, Zze je mezi nimi 6 riznych hodnot a
ze po pridéani libovolné jich bude sedm riznych.

ENTIES{IESTIENT BN BN |
oo oo oo
o Ov| G ||
2| Do | wo| en| on
|| co| ot ol o
wol ol = b | w

| = = o = =] =

Tabulka 1: Pirati
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35.

36.

Obsah plochy: Na obrazku se nachazi t¥i kruznice s polomérem 1, které se navzajem dotykaji, a
jedna kruznice, kteréa se dotyka kazdé z nich. Jaky je pomér obsaht zelené a ¢ervené oblasti?

Vysledek: 31.00409

Reseni: Oznaéme mensi kruznice k1, ko, k3 se stfedy S1, 52,535 a velkou kruznici [ se stfedem O.

trojihelnika. S touto informaci jsme schopni spocitat polomér kruznice I. Vysku v trojuhelnika
515585 dostavame z Pythagorovy véty jako v/22 — 12 = /3.

R

Obsah zelené a ervené ¢ésti dohromady je S; — 35k, = mrf — 3mry = w(1+ 2—?)2 -3r=4(1+
V/3) — 2.

Obsah cervené casti je pak obsah trojuhelnika 575553 bez poloviny obsahu kruznice ki, coz je
28 _m_\/3_m
2 2= 2

Obsah zelené &asti je potom 4T (1 + V3)—2r—(V3-3%) = T+ V3) -3 — V3.

Pomeér obsahil zelené a Cervené ¢asti je tedy W = 31.00409.
2

Ples: Vojenského plesu se ucastni 22921 diistojniki a 2202! dustojnic. Kazdy distojnik mé jinou
aroveit od 1 do 22°2! a to samé plati pro distojnice. Pokud se potka nahodny diistojnik s diistojnici
a rozdil jejich trovni je nejvyse 22920, maji pravdépodobnost 1 — 27%5, Ze spolu budou tancit,
kde R je absolutni hodnota rozdilu jejich trovni. Pokud je rozdil jejich trovni vétsi, ur¢ité spolu
tanc¢it nebudou. Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodny distojnik bude tancit s nAhodnou duastojnici?
Odpovézte, jako by byl vysledek iracionalni ¢islo.

Vysledek: 0.41667
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ReSeni: Pro prehlednost si definujme N = 22021 4 ozna¢me p;,; pravdépodobnost toho, Ze spolu

budou tanéit dustojnik ranku ¢ a distojnice ranku j, pokud se potkaji. Plesu se u¢astni N dastojnikt
a N distojnic, ktefi spolu mohou vytofit N? riznych part. Zajima nis pravdépodobnost ¢ toho,
ze spolu dva lidé v nahodné vybraném paru budou tancit. Ta je rovna prumérné hodnoté p; ; pres
v8echny dvojice dustojniku (4, 7), t.j.

_Z1§i,j§Npi,j . Z Dij

t= e = N
1<i,j<N

Na hodnotu IJ)\}QJ se mizeme divat jako na objem kvadru s rozméry % X % X p; ;- Téchto N x N kvadri
muZeme umistit do m¥izky N x N tak, Ze na soufadnicich (i/N, j/N) je kvadr s vyskou p; ; a jeho
spodni stéjna lezi v nulové hladiné. Pravdépodobnost ¢ je rovna objemu takto vzniklého télesa T
Staci vy¢islit objem T'. Abychom se vyhli poéitani dlouhé sumy, pokusime se spoéitat objem s jistou
chybou, ktera bude ale dostatetnd mala (zadani vyzaduje pfesnost na 5 desetinnych mist).

Ozna¢me osy soutadnicového sytému I, J, P intuitivnim zpusobem. Vzniklé téleso je velmi pfesné
aproximovano té&lesy 7~ a T, které jsou zdola ohranifeno rovinou P = 0 a shora ohranic¢eny
mnoZinou bodi splitujicich rovnost P = max(1 — 2|I — J|,0) — £, respektive P = max(1 — 2|I —
J[,0)+ % Ve skuteénosti je T~ v kazdém bodé lehce nizsi nez T a T+ lehce vyssi. Proto je objem
t&lesa T~ mensi nez obém télesa T a ten je mensi neZ objem té&lesa TF. Rozdil vysek obou téles
T~ aTT je v kazdém bodé + a stejny je i rozdil objemii obou téles. Protoze 4 = 272019 je rozdil
objemi téles T—, Tt a T vyrazné mensi nez 10~°. Proto ndm staci najit libovolné ¢islo nachéazejici
se mezi objemem té&lesa T~ a télesa 7. Spoéitejme objem télesa TP, které je shora ohrani¢eno body
spliwujici rovnici P = max(1—2|I — J|,0) (viz obrazek 1 vlevo). Jeho objem je vétsi nez objem télesa
T~ a men3i nez objem télesa T, je tedy také dostateénd blizky objemu télesa T. Objem T° lze
spocitat s pouhou znalosti vzorce pro objem kvadru a objem jehlanu (viz obrazek 1 vpravo). Pro
jeho objem V(T?) totiz plati V(T°) =1 — 2V (M), kde V(M) je objem tmavé mod¥e vyznateného
télesa M. Navic vime, Ze ¢ervené vyznaceny jehlan C je 8-krat mensi nez jehlan C' U M (protoZe
jsou si podobné s koeficientem 2). Tedy plati V(M) = IV (C U M) = .=, a proto celkové ziskdvame

~1 I
V(T) = V(T°) =1—-2V(M) = 33 = 0.41667.

Obrézek 1: Geometrické interpretace pravdépodobnosti v tloze Ples

37. Hydrant: Janc¢a bojuje s hydrou. Jako kazda spravna hydra méla na za¢atku sedm hlav, oznacenych
1, 2, ... 7; a vzdycky, kdyz ji jednu z hlav usekla, vyrasily z krku dvé nové hlavy. Tyto hlavy si Janc¢a
oznadila podle klice pfedchozi | nova , kde predchozi je jméno hlavy, kterou usekla, a novd je
jedno z &isel 1, 2. Tedy kdyZ usekne hlavu 1|2, na jejim misté vyrasi hlavy 1|2|1 a 1|2|2. Janca vi,
7e v boji usekla hlavy 1]2|2|1, 4|1|1, 7|2 a 1|2|2|2|2. Jaky je nejmensi podet hlav, ktery v tomto
okamziku hydra muZe mit? (Pfedpokladame, Ze vSechno useknuté doroste ,,okamzité“, tzn. ,,v tomto
okamziku“ ma hydra v8echny hlavy dorostlé).

Vysledek: 18
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38.

Reseni:

112121212

112]2)1

4111

¥ 712

Cervens jsou v obrazku vyznaCeny hlavy, o kterych jisté vime, Ze je Janca usekla. Z podminek
ze zadani jednoznacné vyplyva, ze aby mohly zadané hlavy byt useknuty, musela na konci hydra
vypadat takto, méla tedy nejméné 18 hlav.

Celo¢iselny obsah: Necht ABCD je rovnoramenny lichobéZnik se zékladnami AB a C'D. Ozna¢me
S prusecik jeho uhlopticek. Urcete, jaky nejmensi celo¢iselny obsah miiZe mit, pokud plati nasledujici:

e |ZABD| = 60°,

€S| _ 3
[AS] — 4»

e |AB[* je celé &islo.

Vysledek: 147

ReSeni: Jisté¢ mame dvojici podobnych trojuhelnikit ABS ~ CDS (jejich podobnost plyne z véty
uu a z toho, ze AB a CD jsou rovnobézné). Tedy leb| % = %. Oznacime-li délku usecky AB

[AB] — |
jako z, dostaneme obsah ABCD jako

1 1 3 7
—v(|AB D|) =~ r) = -
S0([AB| +CD)) = So(e+ o) = 2w,

kde v je je délka vysky na stranu AB v naSem lichobéZniku.

Oznacme nynf kolmé priméty boda C, D na stranu AB postupné jako C’, D’. Z toho, ze ABCD je
rovnoramenny, mame |[AD'| = |BC'| = L(|AB| — |CD|) = f. Trojithelnik BDD’' mé u vrcholu D’
pravy thel a ze zadani ma u vrcholu B ihel 60°. Proto dostaneme

DD'| v
V3=t 60° — | - =
an IBD| %x—l—%m

|~
a‘@

tedy v = %xx/?: Obsah lichobézniku ABC'D pak miZeme zapsat ve tvaru %x.

6
Nyni tedy hledame nejmensi x takoveé, ze z* i 4%‘4/51” jsou cela ¢isla. To je zjevné ¢islo 2 = 644/3.

Nejmensi celociselny obsah m4 tedy hodnotu 49 - 3 = 147.
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39.

40.

Poslu$né posloupnosti: Posloupnost (a1, as, ..., a,) nazveme poslusnou, pokud se jedna o jedno-
prvkovou posloupnost (1), anebo pokud plati nasledujici podminky:

e jednéd se o permutaci posloupnosti (1,2,...,n), tedy, ze {a1,a2,...,a,} = {1,2,...,n}, a
zaroven

e posloupnost absolutnich hodnot rozdili sousednich prvki je téz poslusna posloupnost, tedy zZe
posloupnost (|ag — a1],]as — az|,. .., |an — an—1]) je posludna posloupnost.

Urcete, kolik existuje poslusnych posloupnosti.
Vysledek: 7

Reseni: M&jme n-prvkovou posloupnost (n > 1), ktera je poslugna. Pro tuto posloupnost musi platit
obé podminky. Z druhé podminky plyne, Ze musi existovat poslusna posloupnost, ktera ma n — 1
prvka.

Pokud tedy najdeme néjaké n, pro které neexistuje zadné poslusné posloupnost, nebude existovat
ani pro zadné vétsi ¢islo.

Budeme tedy budovat posloupnosti zespod. Posloupnost (1) je poslusna. Posloupnosti (1, 2) a (2,
1) jsou také poslusné. Z poslusné posloupnosti o tfech prveich musi ve druhém pravidle vzniknout
jedna z téchto dvou posloupnosti. Tedy 1 a 3 musi byt vedle sebe, aby byl rozdil nékterych dvou
sousednich prvki 2. Tim dostavame posloupnosti (1, 3, 2), (3, 1, 2), (2, 1, 3) a (2, 3, 1). Podobnou
tvahu muzeme pouzit i déle, tedy ve Etyiprvkové posloupnosti musi byt 1 a 4 vedle sebe. Pro vSechny
tiiprvkové poslusné posloupnosti zkusime tato dvé ¢isla doplnit a dopocitdme zbylé prvky tak, aby
rozdily sousednich prvki odpovidaly. Dostavame nésledujici posloupnosti:

L1 5 14 _, 4214
o .41 1341
L3 = AL, 2412
o 14, 3143

(Posloupnost (1, 3, 2) je (2, 3, 1) pozpétku, podobné u (3, 1, 2) — tedy tyto moznosti jsme vlastné takeé
vyzkouseli). Zadna ze ziskanych posloupnosti ale nenf poslusna, tedy pro n = 4 poslusné posloupnost
neexistuje. Celkem je tedy 7 poslusnych posloupnosti.

Zabava s pravidelnymi 2"-thelniky: V roviné je dan ¢tverec o délce strany 1. OpiSme mu
pravidelny osmithelnik tak, aby kazdy vrchol ¢tverce byl stfedem kazdé druhé strany pravidelného
osmithelnika. Osmithelniku stejnym zptisobem opisme pravidelny Sestnéctithelnik, tomu pravidelny
dvaatficetiihelnik a timto zptisobem pokracujme do nekoneéna. Jaky je nejmensi polomér kruznice
se stfedem v pruniku thlopficek ¢tverce, do které se vSechny takto vytvorené 2"-tihelniky vejdou?

Vysledek: 0.78540

vvvvvv

feSeni jiz snadno vyplyne. Nejprve si pro dany 2™-thelnik oznaéme tsecku spojujici stfed stredové
symetrie (pro vSechny ze zadani vytvorené 2™-uhelniky to je prinik ahlopfi¢ek ptavodniho &tverce)
a stfed libovolné jeho strany jako stfedovou tusecku. Obdobné si ozna¢me usecku spojujici stied a
libovolny vrchol 2™-thelniku jako vrcholovou usecku. Je ziejmé, Ze pro dany 2"-thelnik maji vSechny
stfedové tsecky stejnou délku, také vSechny vrcholové tsecky budou mit stejnou délku.
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Nyni za¢néme u vhodné zvolené stfedové a vrcholové tisecky puvodniho ¢tverce s délkou strany 1, jako
na obrazku. Oznacme stfedovou tsecku jako s;, vrcholovou jako vy. StFedova tsecka ¢tverce bude
mit délku poloviny jeho strany, tedy 1/2. Vztah mezi touto stfedovou tuseckou a vhodné zvolenou
vrcholovou tseckou je z pravothlého trojihelnika nésledujici:

(1)="
Cos|— ) = —
4 ’Ul’

S1 1

cos (%) - 2 - cos (%) ’

tedy pro délku této vrcholové tsecky plati

V1 =

Podobny argument mtzeme pouzit pro osmithelnik. Vhodné zvolenou vrcholovou tsecku ¢tverce uva-
Zujme za stfedovou tseCku osmithelnika, oznaéme ji v; = s3. Vhodné zvolenou vrcholovou tsecku
osmithelnika oznatme vs. Opét muZeme nalézt pravouhly trojuhelnik, v némz bude velikost thlu
mezi pfeponou (vrcholovou tseckou osmithelnika) a jednou z odvésen (stfedovou tuseckou osmithel-
nika) polovi¢ni oproti pfedchozimu trojahelniku ve ¢tverci. Tato vlastnost vyplyva z konstrukce
zadani. Vztah mezi tise¢kami osmithelnika je tedy:

(3)=%
Cos|—= ) = —
8 'UQ’

délka vrcholové tisecky bude tedy po dosazeni a tpravé

52 U1 51

27 s (%) ~ cos (Z)  cos (%) -cos (%) " 2 cos (%) - cos (%)

Je lehké si nyni rozmyslet, Ze se tento vzor opakuje a plati

1

" 2con (5) - on (5) - cos ()

Vg
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41.

Mizeme pomoci sou¢inu kone¢né mnoha kosint zjistit délku vrcholové (stiedové) tsecky libovolného
2"-thelnika. Vzhledem k tomu, Ze za¢indme s thlem o € (07 g) a tento uhel pilime, budou v8echny
argumenty kosinii leZet ve stejném intervalu (O7 g) a budeme néasobit ¢isla z intervalu (0, 1). Mazou
tedy nastat dvé situace: bud se bude tento soucin pro vice a vice ¢initelt blizit k nule, a 2"-thelniky
se budou neustéle zvétSovat, nebo se soucin bude blizit k néjakém nenulovému ¢islu a délka vrcholové
tsecky 2™-tthelniki se tedy bude blizit k n&jakému redlnému ¢&islu.

Zkusme tedy tento sou¢in obecné vypocitat. Mé&me né&jaky thel

o e (0, g), v naSem piifpadé a = 7.
Dale uvazujme soucin koneé¢né mnoha kosint, méjme jich napiiklad n:

cos (@) - cos (%) ... COS (%)

Kazdy z téchto kosint se d& prepsat nasledujicim zptsobem:

_ 2sin (a)cos(a)  sin(2a)

cos (a)

2sin () ~ 2sin(a)
Dosadime do vzorce a muZzeme pokratit:
a o sin (2a) sin (@) - - - sin (523 sin (2a)
cos (@) - cos (—)~~cos< _1> = - - - = -
2 2n 27 sin (a)sin (%) -+ -sin (525)  27sin (527)

Nyni vezméme limitu tohoto vyrazu pro n jdouci do nekoneéna:

lim si'n (2a)
n—o0 27 sin (2,%1)

Pomoci znamé limity

sin
lim ﬂ =1
z—0 xT
muzeme puvodni limitu upravit a vyjde ndm:
sin (2a in (2
p _Sn(20) _sin(2a)
n—o0 27 gin (271%) 2a

Nyni sta¢i dosadit do pivodniho souéinu pro vypocet vrcholové tisecky a dostaneme ¢&islo, ke kterému
se délka vrcholové tsecky 2™-tuhelnikii pro n — oo bliZi. Po dosazeni a upravé zjistujeme, Ze se tato
délka blizi k
2a 3 T
2sin (20)  2sin (%) 4
7 vlastnosti pravidelnych n-tthelniki plyne, Ze libovolny n-thelnik s néjakou délkou vrcholové tsecky

se jisté vejde do kruznice s polomérem o velikosti této vrcholové tsecky. Tedy 7 je FeSenim prikladu.

Trojrozdélitelnost: Necht je v roviné dana mnoZina bodu M. Rekneme, 7e tato mnozina je troj-
rozdélitelnd, pokud pro kazdou podmnozinu N C M existuje trojuhelnik T" takovy, ze body z mnoZziny

N jsou vnitinimi body trojthelnika 7" a body v mnozing M \ N jsou vn&jsimi body trojahelnika 7'

Najdste velikost nejvétsi mnoziny bodu (takové mnoZiny, kterd mé nejvice prvkia), ktera je troj-
rozdélitelna.

Vysledek: 7

Reseni. Ukéazeme, 7e lze troj-rozdélit mnozinu vrcholi pravidelného sedmithelnika. Pokud vezmeme
libovolnou podmnozinu z téchto sedmi bodt, ty, které nevybereme, budou v nejvyse tfech souvislych
blocich. Diky tomu muZeme tyto nevybrané bloky "odstFihnout"tfemi stranami trojahelnika.

Naopak, musime ukézat, Ze neexistuje mnozina 8 bodt, kterd by byla troj-rozdélitelna. Je vcelku
primocaré si rozmyslet, ze body musi lezet na konvexnim obalu. Nyni ukdZeme, Ze neexistuje troja-
helnik, ktery by oddélil podmnozinu 4 bodi, které lez{ na naSem konvexnim obalu "ob jedno", tedy
pokud prochézime body na obalu postupné, tak v podmnoziné stiidavé je, neni, je, ... Pfedpoklé-
dejme pro spor, ze takovy trojihelnik mame. Protoze méa oddélovat body, které v podmnoziné nejsou,
musi 4 body lezet mimo trojihelnik. Podivejme se na poloroviny ohrani¢ené stranami trojihelnika,
ve kterych nelezi tfeti bod trojuhelnika. V jejich sjednoceni lezi ¢ty body, a tedy z Dirichletova
principu v jedné z polorovin musi lezet (alespon) dva body. JenZe tim, Ze jsme vybrali body stii-
davé, musi byt mezi nimi dalsi, ktery je uvnitf trojihelnika. To je ale spor s tim, Ze osmithelnik je
konvexni.
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42.

43.

44.

Pramét oblou¢ku: UvaZzujme kruznici k o poloméru 1000 a néjaky jeji pramér AB. Dale uvazujeme
oblouk AX lezici na kruznici k, jehoz délka je 2021-krat mensi nez obvod k. Uréite délku |AY'|, kde
Y je kolmy primét bodu X na tsecku AB.

Vysledek: 0.00483

Reseni: Oznacme S stied k. Pak |ZASX| = 727 (jelikoz délka obloutku AX je 2021-krat mensi
nez cely obvod). Potom [SY| = cos 522 - [SX| = cos z22- - 1000. Odtud uz snadno dopo&itame, ze
2m
AY| =|AS| - |SY|=1 1-— = 0.00483.
|AY| = |AS| — |SY]| 000( cos 2021) 0.00483

Vybuchujici priserky: Na vzdalené planeté Zije nékolik druhi pfiSerek. Z nami nepochopitelnych
davodu riskuji své zivoty v tzv. vybusnych kabindch. Kdyz do kabiny vejdou dvé pfiSerky, mize
vybouchnout. To, jestli vybuchne, mé kazdé kabina nastaveno jinak: zavisi to na druhu piiSerek i na
tom, v jakém pofadi vesly (nemohou vejit ob& najednou, dvefe jsou piilis uzké). Kazda kabina ale
splhuje nasledujici pravidla:

e Kdyz dovnitf vejdou dvé pfiSerky stejného druhu, kabina vybouchne.

e Pokud kabina vybouchla, kdyz do ni vesly dvé priSerky rtiznych druht, tak by nevybouchla,
pokud by vesly v opa¢ném pofadi.

e Pokud by zmizely vSechny piiSerky kromé libovolnych tii pfiSerek, stale by existoval zptisob,
jak muze kabina vybouchnout.

e Pokud by kabina vybouchla, kdyby do ni vesla jedna priSerka A a za ni druha B, i tehdy, kdyby
do ni vesla pfiserka B a za ni néjaka tieti pfiserka C, tak by vybouchla, i kdyby do ni nejd¥ive
vesla A a za ni C.

KaZzdé dvé kabiny jsou rtzné, t.j. pro kazdou dvojici kabin existuje dvojice (druhit) pfiserek a poradi
takové, Ze jedna kabina by nevybouchla, pokud by do nf vesly dané dvé piiSerky v daném potradi, a
druhé ano. Na planeté je 100 vybusnych kabin. Kolik minimélné musi existovat druha priserek?

Vysledek: 4

Reseni: Ukdzeme, 7e t¥i druhy pifSerek nestaci a ze ¢tyii staci. Druhy pifSerek si oznacime pismeny
A a7z D a kabinky ¢isly 1 az 100. Vyrazem A <; B oznaéime, Ze kabinka ¢islo ¢ vybuchne, kdyz do
ni nejprve vejde priSerka druhu A a za ni piiSerka druhu B. D4 se fict, Zze A je mensi neZz B (nebo
rovna, viz pravidlo 1) podle dané kabinky (pravidla 2 a 4 odpovidaji tomu, co bychom &ekali od
uspofadani mnoziny — viz pomocny text k 5. sadé 25. ro¢niku BRKOSu). Pokud neplati A <; B ani
B <; A, oznagime to A ~; B a fekneme, Ze kabinka i neporovnava druhy A a B (v opacném piipadé
je porovnava).

Uvazme t¥i druhy priSerek. Muze se stat, ze ur¢ita kabinka porovnava kazdy druh s kazdym, napf.
A <; B <; C (tento zapis dava smysl diky pravidlu 4). Takovych kabinek miZe byt nejvyse Sest (3!).
Sest je téz pripadi, kdy kabinka porovnava dva druhy a tieti ne, napr. A <; Ba A ~; C a C ~; B.
Dalsi moZnost je, Ze jeden druh je vétsi (resp. mensi) nez zbylé dva a ty kabinka neporovnava, napf.
A<, BaA<;CaC »; B. Téchto moznosti je opét Sest. Vice moznosti neni, protoze diky pravidlu
3 musi kazda kabinka porovnavat aspon jednu dvojici druht.

Celkem tedy miuzZe pro t¥i druhy existovat nejvyse 18 kabinek. Podobnym zptisobem ovéfime, Ze pro
4 druhy jiz mize byt kabinek vice nez 100.

Race for the galaxy: Kuba hral Race for the galaxy. V tého hie muze prodat novinky za 2 karty,
technologie za 3 karty, geny za 4 karty a mimozemské technologie za 5 karet. Postupné za prodej
ziskal 20 karet. ('Tj. nejdfive prodal néjaké zbozi, potom dalsi, atd.) Kolika zptisoby to mohl udélat?
(Dva zpiisoby se 1isi pokud v jednom zptsobu prodal vice zbozi, nebo pokud v n&jakém kroku prodal
jiny druh zbozi.)
Vysledek: 1744

ReSeni: Pokud tlohu mame vyfeSenou pro mensi pocet karet, které Kuba mohl ziskat, tak jsme
schopni tlohu vyftesit i pro dany pocet.

Necht n je pocet karet, které Kuba obdrZel za prodej zbozi, f(n) je pocet zptusobii, kterymi to mohl
udélat. Pak jsme schopni vyjadfit f(n) pomoci pfedchozich hodnot: f(n) = f(n —2) + f(n — 3) +
f(n—4)+ f(n —5). Pric¢emz f(0) =1 a funkce je nulova pro zaporna &isla.

Kdyz postupné vy¢islujeme hodnoty, tak dostaneme: 1, 0, 1, 1, 2, 3, 4, 7, 10, 16, 24, 37, 57, 87, 134,
205, 315, 483, 741, 1137 a 1744. Reseni je tedy 1744.
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45. Spravna tabulka: Mé&jme tabulku 3x3, do které smime zapisovat hodnoty 0, 1. Rekneme, 7e vy-
plnéni tabulky je sprdvné, pokud pro hodnotu v kazdém policku plati, Ze je rovna zbytku po déleni
sou¢tu hodnot vSech sousednich poli tFemi (sousedni pole je takové, které se daného pole dotyka,
napf. prost¥edni pole mé 8 sousednich poli). Urcete, kolik existuje vyplnéni, ktera nejsou sprdvnd.

Vysledek: 510

Reseni: Poznamka: Budeme znacit policka tabulky takto:

LH | SH | PH
LS | SS | PS
LD | SD | PD

Zacneme v LH. Mame dvé moznosti doplnéni hodnoty:

0 — kdyz do LH napiSeme 0, pak musime tfi okolni poli¢ka doplnit tak, aby jejich soucet byl délitelny
tFemi, mame jenom dvé moZnosti. Bud okoli doplnime samymi jedni¢kami (coZ pak vede na to, ze v
PH miZe byt jediné 0 s tim, Ze v PS musi byt nutné 1; no ale pak hodnota v SH neodpovida, tudy
cesta nevede), nebo samymi nulami:

V PH a PS uZ muZe byt pouze 0 (aby si neodporovalo s SH), a tim padem uZ i SD a PD musime
(kviali PS) vyplnit 0, posledni LD musi byt zfejmé& 0. Mame tedy zatim jednu moZnou spravnou
tabulku:

0(0]|0
0(0]0
070|0

1 pokud do LH piipadne 1, pak nutné do pravé jednoho sousedniho policka musi také pripadnout
1.Volbou SH=1 (analogicky pro LS=1) dospé&jeme ke sporu: Jelikoz LH=1, tak musi sousedit pravé
s jednou 1, ktera je SH. Proto LS = SS = 0. Jelikoz LH=1, tak musi sousedit s jednou, nebo &tyimi
1. Jelikoz ale LS = SS = 0, tak nutné musi sousedit jen s jednou 1, kterou je LH. Proto PH=PS=0.
PH ale sousedi s jednou 1, ale m& hodnotu 0, coz ndm déva spor.

Pokud bychom vybrali SS jako poli¢ko vyplnéné jednickou:

1

PH pak nutné musi mit hodnotu 1 a PS 0, zcela obdobné PD 1 a SD 0, LD je pak zifejmé 1.

1101
0|1
1101

Z postupu vidime, Ze jina spravna tabulka neexistuje, nasli jsme tedy dvé spravné tabulky. Moznych
vyplnéni tabulky 3 x 3 je 22 = 512, nespravnych je tedy 512 — 2 = 510.
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