Mathrace Sada 1

odevzdavejte do17.40

1. Vlado mé dvoje digitdlni hodinky (oboje ukazuji ¢as od 0 do 24h). Jedny se kazdou hodinu o
tii minuty piedbihaji, druhé se kazdou hodinu o dvé minuty zpozd'uji. Stejny ¢as ukazovaly dnes
ve 12.00. Jaky ¢as na nich bude svitit, kdyz budou piisté ukazovat stejny c¢as? Cas zadejte jako
posloupnost cifer, které budou na hodinkéch, tedy napf. 13 hodin, 7 minut a 9 sekund zapiste jako
130709.

Reseni Jedny hodinky urazi za hodinu 63 minut, druhé 58. Cas v hodindch, za ktery budou
ukazovat opét stejné oznac¢ime x. Za tuto dobu se musi rychlejsi oproti pomalejsim predbéhnout o
24 - 60 = 1440 minut, musi tedy platit 63z — 58x = 1440, x = 288. Po 288 hodinach urazi druhé
hodinky 58 - 288 = 16704 minut, coz piesné odpovida dobé 11 dni, 14 hodin a 24 minut. Tento cas
bude vidét ve 2.24, odpovéd je proto 022400.

2. Emu m4 ponozky sedmi barev, od kazdé dvacet paru. Pokud je po tmé lovi ze zdsuvky, kolik nejméné
ponozek musi vytahnout, aby méla od dvou ruznych barev po dvou parech?

Reseni Nejhorsi mozn4 situace je ta, ze pred vytvorenim druhého paru od druhé barvy ma vsech
CtyTicet ponozek od jedné barvy a po tfech ponozkach od vSech ostatnich, tedy celkem 40+3-6 = 58
ponozek. Vytazenim 59. ponozky ale dvé dvojice paru vytvoii.

3. Maria slepila 125 kosticek do tvaru krychle, z niz nésledné odebrala ¢tyii fady kostek v kazdém
smeéru (vysledny utvar je na obrdzku a sklad4 se z 81 kosticek). Vysledny utvar ponoiime do barvy.
Pocet kosticek obarvenych z jedné strany oznacime a, pocet kosticek obarvenych ze dvou stran b,
pocet kosticek obarvenych ze tii stran ¢ a kone¢né pocet kosticek obarvenych ze ¢tyt stran d. Urcete
a-b-c-d.

Reseni Krychli rozdélime na vrstvy. V horni vrstvé je jedna kostka obarvend z jedné strany, 4
kostky obarvené ze dvou stran, 4 ze ti{ a 12 ze ¢tyt stran. Ve druhé vrstvé je 9 kostek obarvenych
ze 4 stan. Ve tfeti vrstvé ¢tyfi kostky z jedné strany, 4 ze dvou a 12 ze ¢tyf. Ctvrtd a patéd vrstva
jsou stejné jako druhd a prvni. Celkem tedy mame 6 kostek z jedné strany, 12 ze dvou stran, 8 ze
ti{ stran a 54 ze ¢tyf stran. Vysledek je 31104.

4. Emu, Zbynék a Mirek si zaparkovali kolobézky do stojanu. Vite, ze

Zelena kolobézka je napravo od modré.
Mirkova kolobézka je hned vedle kolobézky s hlinikovymi blatniky.

Mirkova kolobézka neni uprostied.

Emuina kolobézka je hned nalevo od modré.

Kolobézka s plastovymi blatniky je nalevo od kolobézky s titanovymi blatniky.

Oranzova kolobézka mé vétsi kola nez zelend.



Najdéte rozmisténi kolobézek. Odpovéd zadejte jako posloupnost deviti pismen (bez ¢arek, tedy
napt. EMZMOZHPT), z nichz prvn{ t¥i zkracuji jména majitelu (E,M,Z), dalsi tii barvu kolobézky
(M,0,Z), a posledni tii typ blatnika (H,P,T) ve sméru zleva doprava.

ReSeni Mirkova kolobézka neni uprostied, pfitom je vedle kolobézky s hlinikovymi blatniky —
hlinikové blatniky jsou proto uprostied. Z piedposledni informace pak jiz plyne posloupnost blatniku:
PHT. Jedna kolobézka je od modré nalevo, jind napravo — modré je proto uprostied. Z prvni in-
formace pak jiz mame posloupnost barev: OMZ. Posloupnost majitelt uréime snadno z informace o
Emuiné kolobézce: EZM. Vysledek je tedy EZMOMZPHT.

. Najdéte ¢isla A, B, C, D takové, ze soudin jakychkoli dvou z nich je dvojmistny, sou¢in A - B ma na
misté desitek ¢tyiku, C' - D pétku, B - D trojku, A - D Sestku a sou¢in A - C' kon¢i dvojkou. Jako
odpovéd zadejte 1000 - A4 100- B +10-C + D.

Reseni 9587
. Michal si napsal ¢tyfciferné ¢islo, jehoz vSechny cifry jsou ruzné a vétsi nez 3. Prozradil ndm o ném,
ze

e S Cislem 5847 mé pravé 3 stejné cifry, z toho pravé dvé na stejnych pozicich.

e S ¢islem 5648 mé pravée 3 stejné cifry, z toho pravé dvé na stejnych pozicich.

e S cislem 6479 mé pravé 2 stejné cifry, z toho zadnou na stejné pozici.

e S Cislem 5647 mé pravé 3 stejné cifry, z toho vSechny tfi na stejnych pozicich.

Najdéte Michalovo ¢islo.

ResSeni 5687

. Mame trojciferné ¢islo. Kdyz ho napiseme obracené, zvétsi se o 396. Prostfedni cifra tohoto éisla je
ze vsech jeho cifer nejvétsi a je rovna druhé mocniné jiné jeho cifry. Urcete toto ¢islo.

Reseni Aby mohla byt prostfedni cifra druhou mocninou a sou¢asné nejvétsi, musi byt rovna 4
nebo 9. Z prvni zadané véty ale plyne, Ze rozdil mezi prvni a posledni cifrou je 4. Tedy posledni
cifra je alespon 5, prostiedni proto musi byt 9. Jedna ze zbylych cifer je pak 3, musi to byt ta prvni
(nebof posledni je o 4 vé&tsi nez prvni). Poslednf cifra je 7, hledané &fslo je 397.

. Vezmeme ciferny soucet prirozeného ¢isla n, od néj odecteme ciferny soucet prirozeného ¢isla n + 2
a z vysledku udélame absolutni hodnotu. Kolik ruznych vysledki mensich nez 2012 muzeme ziskat?

Reseni Pokud n konéf na cifry 0 az 7, 1isf se od né&j n+2 pouze v poslednf cifie, a to o 2. V takovém
pripadé bude vysledek 2. Pokud n kon¢i na 8 nebo 9, jimz predchézi cifra k < 9, kon¢i n + 2 na 0
nebo 1 predchézenou cifrou k + 1. V takovém piipadé bude vysledek 7. Konetné pokud n konéi na
8 nebo 9, jimz predchazi ¢ devitek, bude vysledek 9¢ 4+ 7. V mnoziné ptirozenych ¢isel mensich nez
2011 je jedna dvojka a 223 ¢isel tvaru 9t + 7 (véetné sedmicky), vysledek je proto 224.

. Méjme mnozinu ptirozenych ¢isel M takovou, ze obsahuje ¢islo 2012. Prumér ¢isel v této mnoziné je
2000, pokud z ni ¢islo 2012 odstranime, snizi se pramér na 1999. Jaké nejvétsi ¢islo mize mnozina
obsahovat?

Poznamka: protoze se jednd o mnozinu, jsou vSechny jeji prvky ruzné.



10.

11.

12.

13.

14.

Reseni Pocet éisel v mnoziné po odebrani &sla 2012 oznaéime n. Pro soucet prvki ptvodni
mnoziny pak plati (2012 + n - 1999) = (n + 1) - 2000, tedy n je 12. Aby mnozina mohla obsaho-
vat co nejvétsi ¢islo, musi byt ostatni ¢isla co nejmensi. Nejvétsi ¢islo obsahuje mnozina

M ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,2012,13 - 2000 — 66 — 2012}.
Hledany vysledek je 23922.

Zbynkovi je 24 let. Na absolventském vecirku se Zbynék zeptal svého profesora na vék. Dostalo se
mu odpovédi: ,,Je mi t¥ikrat vice, nez kolik bylo tobé, kdyz jsem byl o étyFi roky mladsi, nez ty ted.“
Kolik let je profesorovi?

Reseni Veék profesora oznacime x. V dobé, kdy byl profesor o ¢tyfi roky mladsi, nez Zbynék ted
(tedy pied x — 20 lety) bylo Zbyitikovi 24 — (z — 20) = 44 — x. Profesorovi je tedy nyni x = 3(44 — x),
feSenim rovnice r = 33.

Matéj vyrobil z plasteliny étyfi duté koule. Viechny maji tloustku stény 1 cm. Nejmens{ z nich
mé vnéjsi polomér 8 cm, druhd nejmensi 10 cm. Objem plasteliny, ktery spotieboval na nejvétsi a
nejmensi kouli je roven objemu plasteliny potfebnému na sestrojeni zbylych dvou. Navic vite, ze
nejveétsi z nich ma vnéjsi polomér o 1 cm vétsi, nez druha nejvétsi. Urcete vnéjsi polomeér nejvétsi
koule.

ReSeni Objem plasteliny potfebny k vyrobé duté koule o vnéjsim poloméru r je roven %w(SrQ —
3r 4+ 1). Pokud vngjsi polomér nejvétsi koule ozna¢ime R, mame

4 4 4 4
g7r(3R2 —3R+1)+ 37169 = gw(:),R? —6R+3-3R+3+1)+ 37271,

Po zjednoduseni 3R? — 3R+ 1+ 169 = 3R%? — 9R + 7+ 271, odtud R = 18.
Vite, ze
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Urcete hodnotu |100r]. Zde |x] znaci nejvetsi celé ¢islo neptesahujici .

Reseni Kazdy scitanec je bud roven |r] nebo |r] 41, celkem je séitancti 70. Pokud pocet séitanci
rovnych |r| oznac¢ime a, méme a|r| + (70 — a)(|r] + 1) = 555, tedy 70[r] + 70 — a = 555. Aby
mohlo a byt celé, musi byt a =5 a |r| = 7. Protoze je pravé prvnich pét s¢itancu rovno |r], musi
byt desetinnd &st cisla r mezi 125 a 105, |100r] = 776.

Pro kolik redlnych é&isel a ma rovnice 2 + az + 12a = 0 pouze celociselnd Feseni?

$2

ReSeni Vime, Ze —a je rovno souctu kotent, tedy musi byt celé. Z rovnice vyjadiime a = — ¥ =

Sl (o 19) - M 94 (24 12) — L Aby toto bylo celé Eislo, musi z + 12 délit
144. V oboru celych éfsel ma 144 = 2432 celkem (4 + 1) - (2 + 1) = 15 kladnych a 15 zdpornych

délitelu. Dosazenim téchto déliteli dostaneme 16 ruznych hodnot a.

Petr si mysli ¢islo. Prozradil ndm, zZe toto ¢islo je druhou mocninou celého éisla, je ¢tyfmistné, na
tfetim misté mé nulu a jeho prvni cifra je rovna souctu zbylych cifer. Najdéte Petrovo ¢islo. Pokud
je Teseni vice, zadejte jejich soucet.
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Reseni Posledni dvojéisli druhych mocnin, ktersd zacinaji nulou, jsou pouze 00,01,04 a 09. Po-
sledni vylou¢ime kvuli podmince, Ze prvni cifra je sou¢tem zbylych (&islo 9009 neni druhd mocnina).
Uvazovat nemusime ani dvojéisli 00, pak by ¢islo muselo za¢inat dvéma stejnymi ciframi, bylo by
délitelné 11 a ne 121. Cislem 1 mohou konéit pouze druhé mocniny tvaru (10a+1)? = 100a? +20a+ 1
a (10a — 1)? = 100a? — 20a + 1. Aby byla predposledni cifra 0, musf byt 20a délitelné 100, tedy a
musi byt délitelné 5. Pro dvojéisli 01 staéi uvazit ¢isla 492,512 a 992. Analogicky pro dvojéisli 04
pouze &fsla 482, 522 a 982. Z téchto moznosti vyhovi jen 992 = 9801.

Méme dvé rovnoramenné véhy a N minci, z nichZ jedna je tez3{ nez ostatni{ (vSechny ostatni majf
stejnou vdhu). Nevime pfitom, o kolik je tato mince tézsi. V kazdém vézeni umistime nékolik minc{

v

ReSeni Pii kazdém vazeni muzeme mit pét skupin minci: étyfi na vahdch a patou mimo. Jedno
vazeni nam d& informaci o tom, ve které z téchto péti skupin mince je. Druhé vazeni ndm umozni
jedind mince. Skupina pro tfeti vazeni proto mohla obsahovat jen 5 minci, skupina pro druhé vazeni
5.5 = 25, vSech minci mohlo byt nejvyse 125. Nejvétsi mozné N je proto 125.

Nekonecéna posloupnost a1, ao, . .. pfirozenych ¢isel splnuje a1 +ao = 28, ag+a4 = —11 a pro vSechna

pfirozena ¢isla n plati @492 = apt1 — an. Uréete a1a + aq23 + a1234-

ReSeni Sectenim Upta = Gpt1 — Qp & Apt3 = Qpt2 — Qpy]1 MAME Apy3 = —ay, analogicky a,46 =
—ap43 = a,. Cisla v posloupnosti se opakuji s periodou 6. Prvni dva ¢leny posloupnosti ozna¢ime
x,1y. Prvnich Sest ¢lenti posloupnosti je pak x,y,y —x, —x, —y,x —y. Ze zaddni x +y = 28,y — 2z =
—11, odtud z = 13, y = 15. Hledand hodnota je rovna (z —y) + (y — z) — z = —13.

Jaké je nejvétsi prirozené n takové, ze existuje pravé jedno prirozené m splaujici % << %?

P RSP 11 37 TVATlea | 37 11y :, 1
Reseni Nerovnosti piepiSeme do tvaru 5 < 7 < {5. Délka intervalu I = ({5, %) je 55. Kdyby

1 10°
bylo n vétsi nez 60, vzdalenost mezi 7> a vzdédlen&jsim koncem intervalu I by byla jisté mensi nez
%, to proto nemuze nastat. Protoze hranice intervalu lze psat jako % a %, pro n = 60 opravdu

existuje jediny takovy zlomek.

Na kolik nejvice ¢dsti lze étyFmi kruznicemi a dvéma pifmkami rozdélit rovinu? (Oblast je ¢dst roviny
ohranicend ¢dstmi piimek a kruznic, muze byt nekoneénd.)

Reseni Dvé pifmky délf rovinu na 4 édsti. Piidénim jedné kruznice pocet oblast{ vzroste na 8.
Druhd kruznice se s kazdou z pfimek i s prvni kruznici muze protnout nejvyse ve dvou bodech, muze
tedy pridat 2+2+42=6 oblasti. Analogicky tfet{ kruznice muze pfidat 8 oblasti a ¢tvrta 10. Celkem
muze byt oblasti 8+6+48+10=32.

Jaké nejvétsi prirozené ¢islo nelze psat ve tvaru 42a + b, kde a, b jsou prirozend a b je navic slozené?
(Cislo nazyvame slozenym, pokud jej lze psat jako soucin dvou piirozenych ¢isel vétsich nez 1).

Reseni Hledané é&islo oznaéme n. Piedpokladejme, Ze je vétsi nez 210. Pak ho lze jisté psat jako
42+ (n—42),2-424 (n—84), 3-42+ (n—126), 4-42+ (n— 168), 5- 42+ (n — 210). Dle zadén{ nesmi
byt zadné z ¢isel n — 42, n — 84, n — 126, n — 168, n — 210 slozené, tedy vSechna jsou prvocisla. Jedno
z téchto péti cisel je ale délitelné péti. Jediné prvocislo délitelné 5 je 5. Tomu odpovida n = 215.
Pro takové n jsou n —42 = 173, n — 84 = 131, n — 126 = 89, n — 168 = 47, n — 210 = 5 opravdu
prvocisla, hledanym ¢islem je 215.

Zuzka si narysovala trojuhelnik ABC' s vnitinimi uhly pfi vrcholech A, B, C po fadé 50°, 60° a 70°.
V ném si sestrojila stfed I kruznice vepsané a spustila z néj kolmice na vSechny strany trojihelnika.
Paty téchto kolmic oznacila Ay, By, Cy. Pak z I spustila kolmice na strany trojiuhelnika A; B1C a
jejich paty vytvorily trojuhelnik A; BoCs. Takto postupovala stile dokola. Jaké jsou vnitin{ ihly v
trojuhelniku A;7B17C177 Jako vysledek zadejte jejich soucin jejich velikosti ve stupnich.



vevs

kruznici. Ijhly TA1By a A;B11 jsou proto rovny 35°. Analogicky uhly IB1C; a B1C1I jsou 25°
a uhly IC1A; a Aj Al jsou 30°. Vnitini dhly v trojihelniku A; B1C; jsou proto 65°, 60° a 55°.
Kdyz celou operaci zopakujeme podruhé, dostaneme opét trojuhelnik s vnitinimi dhly 55°, 60° a
65°, napotfeti dostaneme trojuhelnik podobny s ABC. Po poctech opakovani operace nedélitelnych
tfemi tedy mame trojuhelnik podobny s A; B1C1, po poctech délitelnych tfemi trojihelnik podobny
s ABC'. Vysledek je proto 55 - 60 - 65 = 214500.




