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Mathrace Sada 3

odevzdavejte do 19.00

Divnej Snek

Luka$ méa papir ve tvaru ¢tverce o strané dva. Papir rozpilf (stfihem rozvnobé&Znym s jednou stranou)
a jednu polovinu si poloZi na stil. Druhou polovinu vezme a znovu ji rozpili na pil (aby vznikly dva
¢tverce). Jednu polovinu pfida k papiru na stole, aby navazovala délka stran a druhou stiiha dale.
Zase ji rozstfihne na poloviny, jednu polovinu nastavi k papirim na stole stejnou délkou hrany a
druhou si neché. Takto na sebe vzdy navaze 3 kusy papiru (tedy kazda strana spiraly bude tvorena
ze ti1 kust papiru) a pak cestu zatoc¢i (vZdy na stejnou stranu, aby se ¢asti papiru stacely dovnit¥ a
tvorily tak spirdlu). Takhle stftha az do nekone¢na. Mezitim piijde Stépan a na zatatek papirového
$neka poloZi redlného $neka a necha ho oblézt po vnéjsi hrané papirového $neka dovnit¥ spiraly (jako
prvni poleze po del3i strané prvniho kusu papiru a ven ze spiraly uz neleze). Jak dlouhou cestu $nek
posneci?

Sudé funkce

Ada vymygli letosni Mathrace plakat, na ktery piSe spoustu funkci. Prozradila nam, ze f; = = + 3,
fo = 2% a dale plati, Ze f,y1 = fn — fn_1. Urcete, kolik existuje pfirozenych k mensich nez 10000,
pro které je funkce fi suda?

Pegas se vraci

Pegas je kun, ktery na Sachovnici déla pohyb do L v jednom sméru o 3 pole a ve druhém o 1. Nyni
pegas zacind v levém dolnim rohu klasické Sachovnice 8 x 8 a snazi se dostat do pravého horntho
pole. Kolika zptisoby to muze udélat, pokud chce udélat nejmensi mozny pocet skoku?

Psycho déleni
O pfirozeném ¢islu n fekneme, Ze je OP, jestlize mé mezi v8emi prirozenymi &isly od 1 do n nejvice
prirozenych délitela. Uréete hodnotu k-tého nejmensiho OP ¢isla, kde k je paté nejmensi OP éislo.

Devyho véz

Obr Tonda vychazi a schéazi schody velmi zvlastnim zpiusobem: vzdy piejde 11, 17, nebo 20 schodu
naraz a nijak jinak to neumi. Obcas ze srandy dava détem za tkol zjistit, kolika zptsoby dokéaze sejit
néjaké schody dané délky.

Devyho uz tento typ tlohy extrémné Stve, a tak se rozhodl postavit véz, kterou Tonda nedokéze
vyjit ani jednim zpiisobem tak, aby mu to vyslo presné. Zaroven ale chce, aby byla co nejvétsi. Kolik
maximalné miZe mit schoda?
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VylepsSené blafuj

Ema s Terkou hraji kostky. Stfidaji se po hodu, pfi¢emz Ema zac¢ind a hodi klasickou Sestisténnou
kostkou. V dalsim kole hazi Terka a musi hodit ¢islo vétsi nez Ema. Jestlize takové ¢islo hodi, pak
héazi Ema, jestlize ne, prohrava a Ema vyhrava, atd. S jakou pravdépodobnosti Ema vyhraje?

Z Brightonu do Francie

Vitek stoji na pobfezi Brightonu a snazi se dohlédnout do Francie. Kolik metri nad povrchem zemé
musi byt, aby tam mohl dohlédnout a nebranilo mu zakfiveni Zemé&? Odpovéd zaokrouhlete na celé
metry. Poc¢itejme, Ze Zemé je koule o poloméru 6378 km a délka oblouku Francie - Brighton je 100 km.

Eris jde ven bez cepice

Méame sus binarni operaci na pfirozenych ¢islech. Definujeme sus(a, b) jako Citatele zlomku § v zé-
kladnim tvaru. O mnoziné fekneme, Ze je No cap, pokud je uzaviena na tuto operaci, coZ znamena,
7e pokud a, b lezi v mnoZing, pak i sus(a,b) lezi v této mnozing. Urcete velikost nejménsi No cap
mnoziny, ktera obsahuje {400, 11664, 2460375, 614656} jako podmnozinu.

Spokojeny par

Anicka a Stepan tvori par. Vime, Ze Anicka mé maximalné penéz a Stepan maximélné 27 penéz.
Anicka a Stepan se budou mit radi, pokud rozdil mnozstvi penéz Stepana a dvojnasobku mnozstvi
penéz Anicky (v tomto pofadi) bude v intervalu (—m, 7). Jinak by si zavidéli. Cht&ji si koupit va-
no¢niho kapra. K tomu potiebuji, aby soucet mnozstvi penéz Stépéna a dvojnasobku penéz Anicky
(jeji kamarad Luka$ ji totiz prispéje stejnou Castku, jakou sama ma) byl alesponn 7. Aby to ne-
bylo jednoduché, maji oba zamilovani sklon k pySe. Proto pokud sou¢et mnozstvi penéz gtépana a
dvojnasobku mnoistvi penéz Anicky presdhne 37, zpychnou. Anicka je povéréiva a povazuje Cisla z
intervalu ( %ﬁ, 5+ %) za nestastna. Stépén je povérc¢ivy jesté vic a za neStastna povazuje Cisla
z intervalu (7, <¢). Pokud néktery z nich ma mnoZstvi penéz, které povazuje za nestastné, bude
smutny. Vztah Anicky a étépana bude funkéni, pokud alespoi jeden z nich nebude smutny. Jestlize
se Anicka a gtépén budou mit radi, koupi si kapra, nezpychnou a jejich vztah bude funkéni, pak se
do roka a do dne vezmou. Jaka je pravdépodobnost, Ze se do roka a do dne vezmou?

Osmisténna kostka

Kolik existuje riznych osmisténnych kostek, pokud plati, Ze kdyz kostku postavime na libovolny
vrchol a rozdélime ji podle vodorovné osy na dvé poloviny, bude soucet ¢tyf ¢isel ve vrchni Céasti
stejny jako soucet Cisel ve spodni ¢asti? Kostky jsou ruzné, pokud je nemiZeme ztotoZnit libovolnou
rotaci v prostoru.

Sloup

Stépan se net&st na zkousku z angli¢tiny, tak chodi okolo sloupu, aby mu ¢as ubihal pomaleji. Pfitom
obc¢as zméni smér, aby se mu nemotala hlava. V dany moment gtépén vnimé ¢as rychlosti D = ¢,.- k,
kde ¢, je normalni plynuti ¢asu (konstanta hodnoty 1 minuta za minutu), k = 1% + 1 aT je cas od
posledni zmény sméru v minutach. Pokud tedy napt. D = 3, pak se Stépénovi realna minuta zda
jako t¥i. Jak dlouho musi Stépén realné chodit, aby se mu zdalo, Ze chodi okolo sloupu 340 minut?
Uvazujte, ze zméni smér vzdy po realné pilhodiné chozeni.

Valec a koule

Na stole je valec o vysce 16 cm a poloméru podstavy 2 cm. Valec na stole lezi jednou z podstav.
Dale se na stole nachézeji 2 koule o poloméru 1 cm. Také vime, Ze kazda dvojice téles se dotyka.
Uréete v cm? obsah trojuhelniku s vrcholy v bodech dotyku.
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Lea porad mysli na polynomy

Méme polynom &tvrtého stupné x* + az® + bx? + cx 4 d. Vime, Ze je souc¢inem dvou polynomii
druhého stupné 2% + ex + f a 22 4+ ¢’z + f’, které maji diskriminanty rovny 9 a 16 a minimalné
jeden kofen maji stejny. Téz vime, ze ma nas polynom pouze celo¢iselné kofeny vSechny v absolutni
hodnoté mensi nebo rovny péti. Napiste soucet vSech mozny hodnot, kterych mutze nabyvat d, za
predpokladu, ze a = 7.

Jekl ¢tvercovy

Tonda se kviili nedorozuméni dostal do vézeni a velmi se tam nudil. Od svobody ho oddélovala
miizka n x m ¢tvercti. Tonda napocital, ze miizka obsahuje 50141 podétverct, coz jsou Casti mifzky
z k x k ¢tverct pro néjaké k > 1. Najdéte vSechny moznosti pro n a m. Jako vysledek zadejte soucet

s(n) + s(m) pres v8echny mozné rozméry miizky, kde s(z) je ciferny soudet .

Komplexni Zivot pana Fibonacciho
Mgjme jednotkovou kruznici a na ni posloupnost bodi (f,,)22, body jsou uréené svym thlem «;,

ktery sviraji s osou x. Vime, Ze ag = gy = %r a plati a; = a;_1 + a;_3. Oznacme m minimalni

11
vzdalenost, kterou mize mit bod posloupnosti od bodu 1, tedy m = min(|f,, —1|). Najdéte nejmensi

i takove, ze |f; — 1| = m.



