Mathrace Sada l

odevzdavejte do 17.00

Pokud je vesenim pocet néjakijch objekti a sprdvnd odpovéd je mekonecno, napiste ,inf“. Pokud je
Fesenim raciondlni ¢islo, napiste jej jako zlomek v zdkladnim tvaru (napt. 5/7, ale ne 4/6). Pokud je
fesenim iraciondlni ¢islo, napiste jej v desetinném zdpisu zaokrouhleno na 5 desetinngch mist (napf.
5.55578946 ... jako 5.55579).

1. 'V Hloupétiné zavedli novou vyhlidkovou tramvajovou linku, jejiz trasa ma tvar kruznice. Ze stanice
v jednom bodu kruznice v jeden okamzik vyjedou dveé Saliny, kazda opa¢nym smérem, jedna objede
kruznici za hodinu a druhd za hodinu a pul, celou dobu jedou stejné rychle. Kolik minut ubéhne od
okamziku, kdy se Saliny jinde na kruznici potkaji do doby, kdy prvni z nich dorazi zpét do stanice?

2. Libénka ucila Matéje vyslovovat ,I“ ve svém jméné. Meél si proto prefikat vSechna fimskd cisla
délitelnd 3 mensi nebo rovna 1000. Kolik znaki I tato ¢isla dohromady obsahuji? Uvazme systém
fimskych ¢islic, ve kterém z odecitacich pravidel muzeme pouzivat pouze IV, IX, XL, XC,CD
aCM.

3. V rannim rozhlase znéla jeden den velmi zajimav4 soutézni tloha: Necht a, b jsou redlns éfsla. Uvazme
rovnici 23 4 ax? + bz + b? = 0 a piedpoklddejme, Ze a je koien. Najdéte nejmensi moznou hodnotu
souc¢tu kotent.

4. V kruhu stoji 2019 obru a kazdy ma néjaky pocet kouzelnych fazoli. Kdyz hodi obr A neziporny
pocet fazoli n na obra B, pfijde o né a pocet fazoli obra B se umocni na n-tou. Takto v kruhu hodi
fazole prvni na druhého, druhy na tretiho, atd. az nakonec posledni na prvniho. Na konci pak maji
vsichni obfi stejné fazoli, jako na zacatku. Urcete pocet vSech fazoli, které obfi méli pfedtim, nez
se zacalo hazet. Pokud existuje vice feSeni, napiste jejich soucet.

5. Matéj si kupoval pravitko ve tvaru trojihelniku ABC, kde |AB| = 8, |AC| = 9 a |BC| je celé
¢islo. Zvolme na strané AC' bod D takovy, ze |AD| = 4. Najdéte nejvétsi moznou délku |BC|, za
piedpokladu, 7e (cos(|ZBDC|) — 1) < 1.

6. Nouma vytvoril pro Koumu velice zajimavou tlohu s tabulkou 5 x 5. Kouma ji vSak namisto toho
ihned vyplnil éisly 1,2, 3,4 a 5 s nasledujicimi pravidly: pro libovolné i, j ma policko se soufadnicemi
(i,7) stejné cislo jako policko (j,7) a v libovolném fdadku se zaddné ¢islo nesmi opakovat. Kolika
zpusoby muze tabulku doplnit?

7. Henryho synovci maji détsky pokoj ve tvaru deltoidu ABC D s dvojici protéjsich ihla 90, 45 u vrcholu
A,C a jeho prusecik dhlopficek pojmenovali S. Matéj stdl nékde mezi body S a B (na jejich spojnici)
a hodil hopskulku rovnobézné s thlopiickou AC, smérem k A, ktera se nédsledné 2019 krat odrazila
od stén. Kolikrat pteletéla pres ihlopiicku AC?

8. Mame 110 rovnobéznych pifmek v prostoru R3, kde zadné tii nelezi v jedné roviné. Z toho 28
piimek je modrych, 40 ¢ervenych a 42 zelenych. Prochazime se mezi nimi a kdykoli uvidime dvé
piimky stejné barvy, jak v naSem thlu pohledu splynou, zapiseme si ¢arku. Pokud znovu vidime dvé
piimky, které jsme si jiz zaznamenali, nebo splynou piimky ruznych barev, ¢arku nepiidavame. Az
se projdeme po celém prostoru, kolik ¢arek budeme mit zaznamenanych?

9. Kouma zné funkci f : Rt — R*. Noumovi vsak fekl pouze toto: Pro kazdé z € RT a pro kazdé
a € R plati:
f(x) = fz"),
f(f(z) = 2.
To viak Noumovi stacilo na spocitani f (69). Dokazete to také? Vysledek je soucet pres vSechna
pripustna f.
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Kouma 8el sbirat houby. Misto toho vsak nasbiral ¢leny normovaného polynomu f(z) s celo¢iselnymi
koeficienty, ktery je tfetiho stupné a navic jeho ireducibiln{ délitelé (tzn. nejdou rozlozit na soucin
dvou nekonstantnich polynomu) maji rovnéz celociselné koeficienty a soucet téchto délitelu je roven
f(x) — 3. Urcéete soucet viech moznych f. Jako vysledek zapiste hodnotu tohoto souétu v bodé
2019.

Libénka vybarvila kazdou sténu dvacetisténu jinou barvou. Na kolika ruznych sténdch muze dvace-
tistén stat, pokud na zacatku stdl na Cervené a Libénka jej tfikrat prekulila pres hranu tak, ze se
nikdy neopakovala barva spodni stény?

Bubla se z nudy rozhodla posklddat puzzle. To ji v8ak hned prestalo bavit, a tak se zamyslela,
jaky nejmensi muze byt obsah obdélniku, jehoz vyska a &itka se lis{ o 4 a ktery lze vyplnit dily
1x1,1x2,...,1xn pro néjaké ptirozené n, pokud kazdy dilek mame pouze jednou. Jaka je spravna
odpoved'?

Na kruhovém hloupétinském namésti stoji dokola dvacet domiu. V kazdém domé bydl{ jeden student.
Kazdy student se pravé jednou za den pozdravi s obéma svymi sousedy a obéma svymi rodici.
S kazdym se zdravi bud’ rano, nebo v poledne, nebo veéer. Plati viak, ze zdravi-li se dva lidé v néjakou
denni dobu, pak se vzdy pravé jeden z téchto dvou zdravi v tuto dobu jesté s nékym dalsim. Nikdo
se ale nezdravi v jednu dobu s vice nez dvéma lidmi. Kolik nejvice dni muze probéhnout, aniz by se
opakovaly ty stejné dny s témi stejnymi pozdravy (rodice se zdravi pouze se svymi potomky)?

Na planeté Dvarsu ziji mimozemstani. Trdlo, které m4 jen jednu ruku, a ostatni, ktef{ maji rukou
pét. Kolik nejméné mimozemstanti staci, aby se kazdy z nich drzel s tolika dalsimi, kolik m4 rukou,
pokud je mezi nimi i Trdlo?

Libénka dostala ke svym narozenindm mnoziny bodu v rovingé A = {[9426976k, 73902400]; k,l € N,
9426976k # 73902401}, B = {[a,a;a € N}. Uréete min{|XY|; X € A,Y € B}.
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Mathrace Sada 2

odevzdavejte do 18.00

Dva superhrdinové stoji v rozich A, C ¢tverce ABCD o strané 6 m a v jeden okamzik za¢nou stiilet
paprsky ve tvaru tsecky do rohu B. Tripleman stfeli paprsek o délce 3 m letici rychlosti 3 m/h,
Kvadrapleman stteli paprsek o délce 4 m letici rychlost{ 4 m/h. Kolik minut se paprsky budou
pronikat?

Bubla se jednoho dne zacala radovat. Napadla ji totiz funkce f : N — N takova, ze pro libovolna
pfirozena &fsla x,y z x < y plyne f(x) < f(y) a navic f(f(z)) = 22 + 2. Pak z ni¢eho nic vykfikla
¢islo f(38). Které to je?

Libénka méla narozeniny a kréajela obrovsky dort ve tvaru koule. Ttikrat prekrojila cely dort rovinou
skrz stted S tak, ze prusecikem rovin byl pouze stfed S. Potom mezi hosty rozdélila ¢tyii z osmi
kusu dortu tak, ze zddné dva kusy spolu nesousedili sténou. Henry si pak vSiml, Ze Libénka, Kouma
a Nouma maji dohromady étyfikrat tolik, co on. Jak byl cely dort tézky (v kg), jestlize Henry piibral
(i snedl) t¥i kila?

Henryho teta slavila 61. narozeniny, avSsak Henry nesehnal svicky ve tvaru 6 ani 1. Meéli totiz pouze
svicky tvaru 4, 5 a +. Kolika zpusoby mohl na dort vedle sebe umistit tyto svicky, aby daly soucet
61?7 Zalezi i na pofad{ ruznych druhu svicek (tzn. ---+4+5+4... a---+5+4... jsou ruzné moznosti)
a lze tvotit i vicecifernd ¢isla.

Necht n je celé &islo, polynom 3 — na? + kz —n = 0 ma tii celociselné kofeny a necht Matéj je jeho

tesitel. Urcete stejné jako on nejvétsi moznou hodnotu souctu n + k.

V Broumové je pravé sedm domu. Kazdy dim ma byt spojen potrubni postou pravé se ¢tyfmi jinymi
ruznymi domy. Kolik riznych potrubnich systémi méame moznost vytvorit?

Nouma uz cely tyden jen hledi do zemé. ,,Co hledas?“ zeptal se Kouma. ,,Hleddm nejmensi pfirozené
¢islo n, které lze zapsat préavé péti zpusoby jako n = a - b , kde a a b jsou rovnéz prirozend (napf.
n=1-n,n=n-1)“ odpovédél. Najdéte jej také.

Hloupétinsky lesnik Lumir udrzuje les v pravidelné siti, viz obrazek. Kolik existuje rovnostrannych
trojihelnikt s vrcholy na misté stromu?
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Henry nasel v jednom starém matematickém seminéfi tlohu a chtél ji sdilet s ostatnimi: Vitek,
Tom, Tom a Tom hraji hru. VSichni ¢tyfi stoji v kruhu a stfidaji se v hazeni kostkou. Hré¢, ktery je
praveé na tahu, vzdy vyzyva hrace vedle sebe po sméru hry. Oba hodi Sestisténnou kostkou. V piipadé
remizy se vyzyvatel neméni, ale obraci se smér hry. Pokud vyhral vyzyvatel, stava se vitézem celé hry
a hra konéi. V opa¢ném ptipadé se vyzvany hra¢ staivd novym vyzyvatelem a opét hraje s hracem po
aktudlnim sméru hry. Prvnim vyzyvatelem je Vitek. Jakou ma Sanci, ze se stane absolutnim vitézem
hry?

Kouma s Noumou si v truhlafstvi nechali objednat hromadu ramu a zacali je sestavovat. Névod
mluvil o obdélniku, u kterého je jedna ze stran o 3 cm kratsi nez druha a zaroven jeho uhlopticka
0 V2 cm kratsi nez thlopficka ¢tverce sestrojeného nad jeho delsi stranou. Kouma nevahal a ihned
spocital jeho obvod. Udélejte to také (vysledné ¢islo zapiste v centimetrech).

V hloupétinském lese se na nékterych stromech nachdzi tkryty. Nékteré dvojice ukrytu jsou navic
propojeny provazovymi mosty tak, ze mezi libovolnou dvojici ukrytu existuje pravé jeden zpusob,
jak mezi nimi po mostech pfejit (pokud kazdy most vyuzijeme maximdalné jednou). V nékterém
ukrytu se ukryva Prvoéislo (Bubla nevi kde) a Bubla s nim hraje hru. Bubla si ve svém tahu vybere
dva tkryty a nahlas svou volbu ohlasi Prvoéislu. Pokud se v nékterém z nich nachéazi Prvocislo, hra
konéi. V opa¢éném pifpadé se Prvocislo muze (ale nemusi) pohnout do nékterého tkrytu, ktery je
spojen mostem s tim, ve kterém se pravé nachdazi. Prvocislo je moc abstraktni na to, aby §lo pii
svém presunu vidét. Nésledné je na tahu opét Bubla a vybira si nové (ne nutné jiné) tkryty. Urcete
nejmensi pocet bunkru takovy, Ze je lze pospojovat mosty tak, aby Prvocislo mélo Sanci unikat
libovolné dlouho. To znamend, ze pro libovolné n € N ma Prvocislo nenulovou Sanci, ze bude unikat
n kol bez ohledu na tahy Bubly.

Na hladiné nekone¢né hloupétinské prehrady lezi dvé kruznice a tii piimky (po dvou nesplyvajici),
které dohromady rozdéluji hladinu (rovinu) na n ¢asti. Kolik takovych n existuje?

V jedné hloupétinské ¢tvrti maji domy posklddané do miizky 8 x 8 ocislované ne nutné ruznymi
celymi ¢isly. Henry bydli na souradnicich [1, 1] a rdd by veédeél, jaké je jeho ¢éislo domu. Vidi pouze, zZe
domy na soufadnicich [0,0], [0,1] a [1, 0] jsou vSechny o¢islovany 0. Zavolal proto telefonickou linku
a dozvédél se, ze pro kazdy dum plati, ze v jednom sméru se ¢islo domu rovna souc¢tu dvou pired
nim (napt. C([2,3]) + C([2,4]) = C([2,5]), kde C([i,7]) je ¢islo domu na pozici [i,j]) a ve druhém
rozdilu (napt. C([2,3]) — C([3,3]) = C([4, 3])). Také se dozvédél, ze soucet vsech ¢isel je 1188. Jaké
¢islo domu ma Henry?

Ptedchozi hloupétinsky rezim mél ve znaku pravidelnou 2019-cipou hvézdu a dva jeji body A a B,
jejichz spojenim dostaneme osu soumérnosti oné hvézdy. Putujeme-li po hvézdé dokola, kolikrat se
ndm stane, ze vidime body A,B pod dhlem 90° (tzn. pro kolik boda X je ihel AX B roven 90°)?

Méme trojihelnik ABC, kde thel u vrcholu A je 30°, u B 60° a u C 90°. Kouma a Nouma stoji
v bodé C. Kouma se z néj vyda konstantni rychlost{ v po polopfimce dané vyskou na AB, Nouma
se z néj konstantni rychlosti v" vydd po kruznici opsané trojihelniku ABC' ve sméru daném tim, ze
dojde difv do B nez do A. Vime, ze se oba potkaji. Jaky je pomér rychlosti v’ : v?
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Matéj snidal a tu ho napadlo: Kolik existuje zobrazeni z pétiprvkové do t¥iprvkové mnoziny? Zob-
razeni uvazujeme parcialni. Parcidlni zobrazeni f : A — B je takové, Ze zobrazujeme pouze né&jakou
podmnozinu mnoziny A (tedy naptiklad f : R — R dané piedpisem f(z) = \/x je parcidlni, jelikoz
muzeme zobrazovat pouze nezdpornd ¢isla).

Bubla si vzala ¢tvereckovany papir a hraci kostku, jejiz stény jsou stejné velké jako ¢tverecky na
papite. Jeden ¢tverecek na papife vybarvila a postavila na néj kostku. V kolika raznych polohéch
mohla kostka skoncit, kdyz si ji Bubla chvili koulela po papife, pficemz po kazdém ¢tvrtém piekuleni
se kostka nachazela ve vybarveném Ctverecku a stejné tak i na konci kouleni?

Kouma a Nouma stiflejf na teré o poloméru 2019 cm. Ter¢ je rozdélen na 2019 mezikruzi o &ffce 1
cm. Prostfedni mezikruzi tvoif kruh o poloméru 1 cm. Oba jsou natolik dobii stielci, ze se urcité trefi
do terce, ale nedokazou vitbec ovlivnit kam. Sance, kam se trefi, je rovnomérné rozdélena na celou
plochu terce. Jakd je Sance, ze se oba trefi do stejného mezikruzi, pokud kazdy vystieli jednou?

Kazdy vi, ze Kouma je starsf nez Nouma, nikdo viak nevi, o kolik let. Je to nejmensi ¢islo takové,
ze pouze Sestkrat za zivot mohou ftici, ze jeden je k-krat starsi nez druhy, pro néjaké celé ¢cislo k.
Jaké je to ¢islo?

V Hloupétiné se konaly tradi¢ni zadvody kralu a koni, ktefi stoji na jednom poli nekoneéné sachovnice.
Na kolik poli se mohou dostat ve stejném poctu krokii, kdyz obé figurky voli nejkratsi cestu? Pocitdme
i pole, na kterém pravé stoji.

Findlni ¢ast minigolfového hiisté ma tvar pravidelného Sestitthelniku. Uprostied dvou protilehlych
pricek jsou vyznaceny dva body (viz obrézek).

Hra¢ musi micek polozit na libovolny z téchto boda a udefit do néj tak, aby se pohnul, odrazil
nejvyse od tif stén a nasledné skonéil na libovolném z bodu. Krom zac¢atku a konce se tedy v draze
micku nesmi vyskytovat ani jeden z vyznac¢enych bodi. Navic micek se nikdy nesmi odrazit piimo
v rohu Sestitthelniku. Kolika zpusoby to hrd¢ muze udélat?

Celd polovina hloupétinskych mé na rohozkéach vysitou uzavienou lomenou ¢dru (konéf tam, kde
za¢ind), jejiz useky (dsecky mezi zlomy) maji poporadé od zacdtku délky 1,2,...,n pro néjaké
prirozené n. Kazdé dva po sobé jdouci iseky jsou na sebe kolmé. Navic ¢ara je nejkratsi mozna.
Jaky obsah mé vnitini oblast utvaru, které je ohrazen takovou lomenou carou?
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V Hloupétiné péstuji zajimavé matematické stromy, z kmene se v jednom misté stanou dvé vétve
a z kazdé vétve se bud po ¢ase opét stanou dvé vétve, nebo vétev skonéi a vyroste list. Stromy také
rostou pouze nahoru a da se Tici, ze cely strom lezi v jedné roviné. Kouma si stoupl na kraj obory
a zjistil, ze vidi vSechny moznosti stromu, které maji az 15 listt, a kazdy pravé jednou (napiiklad
tFilisté stromy vidél pravé dva). Kouma pak ke kazdému vétveni kazdého stromu napsal ¢islo, které
dostal vynasobenim poctu listu, které rostou nalevo od vétveni krat pocet listu, které rostou napravo.
Kolik existuje stromu, na kterych se nachézi nejvétsi ¢islo?

Jediné dva razné tfilisté stromy

v

Priklad odislovaného pétilistého

X

T
6

Uvazujme jednoho hloupétinského obyvatele a jeho oblibeny polynom x® 4 2px + p,p € R. Vime,
ze soucin dvou kofenu toho polynomu je roven jedné a tieti kofen je rovnéz kofenem polynomu
22 + 3gz + 5q. Uréete nejmensi mozné gq.

Kouma s Noumou pokracovali v sestavovani ramu. Tentokrat meéli obdélnik, jehoz strany jsou
v poméru 1 : 2. Pro kterd n > 1 nelze obdélnik rozdélit na n mensich obdélniku, jejichz strany
jsou také v poméru 1 : 2 (ale nemusi byt vSechny stejné velké)? Vysledek zadejte jako soucet vsech
nalezenych n.

Kdyz méli Kouma a Nouma sestrojené viechny obdélnikové ramy, presli na ty ¢tvercové. Nechf
ABCD je ¢tverec, E lezi uvniti usecky AD, |AE| = 4 a F' lez{ uvnitt tsecky EC'. Navic trojihelniky
DCE, EAF a BCF maji stejny obsah. Urcete délku tsecky EC.

D C

S

Na sténé Libénc¢ina bytu visi dvoje hodiny, které v tuto chvili ukazuji spravny cas. Jedny se ovsem
kazdou hodinu predbéhnou o 1 vtefinu, druhé se za stejnou dobu zpozdi o 2 vtefiny. Za kolik dni
budou opét oboje hodiny ukazovat stejny cas?

V celém kraji se konal turnaj jedenacti obci, ke kterému bylo potieba sestrojit tabulku podle
specialnich pravidel. Kolika zptusoby lze vyplnit tabulka 11 x 11 pfirozenymi ¢isly mensimi nez
1001 tak, aby kazdy sloupec i fadek tvofil aritmetickou posloupnost?

Na nédmeést{ ve tvaru ,,U“ (viz obrdzek) lezi v kazdém bodé jeden laser a mif{ na mouchu, ktera se
vznasi ve vysce 1 m nad zemi. Spocitejte objem osvétleného utvaru (protoze je mlha, sviti celd stopa
laseru).
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45. Kral Slavomir se chce stat atletem, a tak kazdé rano béhd mezi hrady svych syntl. Sest kruhovych
hradi o poloméru 1 km je takto stfedem polozeno na vrcholech pravidelného Sestitihelniku o strané
3 km a kral za¢ne nékde mimo hrad a v8echny hrady postupné obéhne zprava, tak jako na obrazku.
Urcete nejkratsi moznou kralovu dréhu.



