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RESENT 5. SERIE

USPORADANE
MNOZINY

ULOHA 5.1 - 1 — NESPORADAN{ DELITELE
Mame usporadanou mnozinu (N, |) pfirozenych ¢isel (0 nepovazujeme za pfirozené ¢islo)
usporadanou pomoci délitelnosti.

1. Najdéte injektivni izotonni zobrazeni mnoziny (N,|) na (P(N),C) mnozinu vsech
podmnozin prirozenych ¢isel usporadanou podle inkluze.

2. Dejte priklad nekonec¢né linearné usporadané mnoziny X takové, Ze neexistuje in-
jektivni izotonni zobrazeni (N, |) — X.

RESENT: 1. V tomto pfikladu miizeme pouzit napfiklad zobrazeni f, které kazdé cislo
n € N posle na mnozinu vsech jeho pfirozenych déliteld, tzn. f(n) = {d € N | d|n} C P(N).
Nejvétsi prvek takovéto mnoziny bude zfejmé n samotné, coz implikuje injektivitu. Fakt,
Ze je zobrazeni f izotonni, pak plyne z tranzitivity délitelnosti, neboli pokud y|z a x|y,
pak i x|z. Délitelé ¢isla p jsou tedy také délitelé Cisla z a dostavame f () C f(z2).

2. Tady mGzeme pouzit naptiklad usporadani (N, >), tzn. jednicka bude v tomto uspo-
radani “nejvétsixa7;x27; a fetézec bude pokracovat {f(1),...,3,2,1}. Chceme tedy zobra-
zit nekone¢nou mnozinu na mnozinu konecnou, coz je ve sporu s injektivitou.

ULOHA 5.2 - 2 — SUPERMAN
Usporadana mnozina ma pravé jednu podmnozinu, jejiz supremum neexistuje. Ukazte,
Ze tato podmnoZina je prazdna.

RESEN{: Je-li usporadana mnozina prazdna, pak ma pravé jednu podmnozinu, prazdnou,
a ta nema supremum. Dale tedy pfedpokladejme, Ze usporadana mnozina je neprazdna,
ozna¢me ji U. Tvrzeni dokazeme sporem. Pfedpokladejme, Ze existuje neprazdna pod-
mnozina A, jejiZ supremum neexistuje. PodmnoZzinou uspofddané mnoziny U je doza-
jista i prazdna mnozina. Z predpokladu je rizna od A a ma supremum. Mnozina hornich
zavor prazdné mnoziny je celd mnoZina U, supremum je nejmensi horni zavora, z ce-
hoz tedy ziskavame, Ze mnozina U ma nejmensi prvek, ozna¢me si ho x. Nasleduji dvé
moznosti, mnozina A bud prvek x obsahuje, nebo ne.

1. x € A. Pokud by x byl jediny prvek mnoziny A, pak by také byl jejim supremem, my
vsak predpokladame, Ze mnozina A supremum nema. Musi obsahovat tedy mini-
mélné dalsi prvek. Uvazme mnozinu A = A
x. Mnozina hornich zavor A se odebranim nejmensiho prvku od A nemohla zmé-
nit. ProtoZe vSak vime, Ze neexistuje nejmensi horni zavora A, pak neexistuje ani
nejmensi horni zavora A, ziskavame tedy dalsi podmnozinu U, jejiZz supremum ne-
existuje -> SPOR!

2. x & A. Nyni vytvofme mnozinu A = AU x. Kdyby mnozina hornich zévor A obsaho-
vala prvek x, pak by i méla nejmensi prvek a tedy supremum. Urcité tedy x nebylo v
mnoziné hornich zavor. Pfidame-li prvek x k mnoziné A mnozina hornich zavor A
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bude totozna s A, nebude existovat nejmensi prvek a ani A nebude mit supremum.
Coz je opét? SPOR!

Musi tedy tato podmnozina byt prazdna.

ULOHA 5.3 - 3 — SKVELE USPORADANA MNOZINA
Mnozina M C R ma tu vlastnost, Ze kazda jeji neprazdna podmnozina ma nejmensi i
nejvétsi prvek. Ukazte, Ze M je konec¢na.

RESEN{: Pripustme, Ze M ma vlastnost ze zadani a zaroven je nekonecna. Sestrojime
posloupnost (x;);en nasledovné: x; = min(M), x, = min(M \ {x}), ..., x, = min(M \
{x1,x2,...,x,_1}). Tato posloupnost je rostouci, protoze nejmensi prvek mnoziny se ode-
branim predchoziho nejmensiho prvku ostie zvétsi.

Jelikoz M je nekonec¢na, miizeme v tomto procesu pokracovat libovolné dlouho, a
posloupnost bude tedy také nekonecna. Protoze kazdé x; je prvek M, tvoii prvky po-
sloupnosti podmnozinu M, a ta tedy musi mit nejvétsi prvek. To je ovSem spor s tim, Ze
je nekonec¢na a rostouci. Zadny prvek x,, nemtiZe byt nejvétsim prvkem, protoze x,,,1 je
vetsi.

ULOHA 5.4 - 4— NQNQRQ
Rozhodnéte:

1. Za 0,5 bodu: zda existuje dvojice izotonnich zobrazenii: N — Qa j : Q — N takova,
ze jejich sloZeni (v tomto poradi) je identita na N,

2.Za 4,5 bodl: zda existuje dvojice izotonnich zobrazenii: Q - Raj: R — Q takova,
Ze jejich sloZeni (v tomto poradi) je identita na Q.

RESENT: Jedno z moznych feSeni, prevzato od Pavla Hyanka:
1. Definujme zobrazeni i, j predpisem:

VneN,i(n):=n,

1, amp;kdyz q
YqeQ, j(q):=41t;1
[q], amp;jinak

Obé zobrazeni jsou zjevné izotonni a zaroven pro kazdé n € N plati i(n) = j(n) = n,
tedy je jejich slozeni identita.

2. Pro spor predpokladejme, Ze takova dvojice zobrazeni existuje.

Zaméfme se na zobrazeni j, které je z R do Q, je izotonni a musi byt surjektivni, aby
sloZeni i a j mohla byt identita.

Uvazme libovolné posloupnosti A = (a,);”,, B = (b,);~, racionalnich cisel, kde A je
ostfe rostouci, B je ostie klesajici a obé maji stejnou iracionalni limitu L.

Ze surjektivnosti j musi existovat posloupnosti realnych ¢isel C = (c,);2, D = (d,,)5~,
takové, zZe pro vsechna pfirozena n plati j(c,) = a,, j(d,) = b,,.

Mame Ze kazdy prvek A je mensi nez L je men$i nez kazdy prvek B, a proto z izo-
tonnosti j je kazdy prvek C mensi nebo roven kazdému prvku D. Proto nutné existuje
néjaké m, které je vétsi nebo rovno véem prvkim C a mensi nebo rovno vSem prvkim D.

Co ale mtize byt j(m)? Z izoténnosti j je to vétsi nebo rovno vsem prvkim A a mensi
nebo rovno vSem prvkim B. Jediné realné ¢islo, co toto spliiuje je, z toho jak jsme zvolili
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A a B pravé L. To neni racionalni, tudiz j(m) neni racionalni a dostavame spor s tim, Ze j
je R — Q, jak jsme chtéli, tedy takové feseni neexistuje.

ULOHA 5.A - A — SNEHULAK

Méjme dvé kruznice ki(S1,7) a k; (52, %) s vnéjsim dotykem. Existuji 3 te¢ny, které maji
tyto kruznice spole¢né, pficemz t; prochazi bodem dotyku kruznic k; a k,. Dokazte, ze
body Sy, (t1 Nty), S; a (1 Nt3) lezi na jedné kruznici.

RESEN{:
Nejprve sestrojime kolmice k te¢nam t; a t3, které prochazeji stredy kruznic. Vzniknou
tak poloméry S1C, $1B, S,A, S, B, pricemz plati S{C =SB =ry, SA=S5,B=r,.

Oznac¢me velikosti thla |CAS;| = 8,|DAS,| = a. Podivejme se nyni na pravouhlé troj-
thelniky AS;CA a AS;BA. Oba maji spolecnou pfeponu S; A a zaroven plati $;C = S;B =
r1. Jedna se tedy o shodné trojuhelniky podle véty Ssu, a proto |[BAS;| = |CAS;| = . Ana-
logicky dostavame pro pravouhlé trojuhelniky AS,DA a AS,BA jejich shodnost, ze které
plyne |BAS,| =|DAS,| = a.

Dostavame tedy 2a + 2 = 180°, a tudiz .

Stejnou tvahu muzeme provést také pro spodni ¢ast nacrtku. Analogicky ziskame
|51ESZ| =90°.

Ctyithelnik AS;ES, ma tedy dvojici protilehlych @hlii |S; AS,| = 90° a |S;ES,| = 90°,
jejichz soucet je |S1AS,| +|S1ES,| = 180°.

Podle véty o obvodovém ¢tyruhelniku je tedy ¢tyruhelnik AS|ES, tétivovy, tudiz mu
1ze opsat kruznice.

ULOHA 5.B - B — ROLLING STONES
V kruznici o poloméru R se soucasné kotali dva ¢tverce. Prvni ¢tverec ma stranu délky
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2Rsin10°, druhy ¢tverec ma stranu délky 2Rsin30°. Oba maji obarveny jeden vrchol.
Timto vrcholem zacinaji v jednom bodé — to je prvni potkani. Pokazdé, kdyz se tento
obarveny vrchol dotkne kruznice, zazna¢i si tuto polohu a napisi k ni poradové ¢islo
dotyku. Jaké bude poradové ¢islo odpovidajicich si bodi, kde se ¢tverce potkaji potreti?

RESENf: Zacnéme nejprve mensim ctvercem. Zajimat nas bude zejména thel, ktery svi-
raji dva jeho dotykajici se body se sttedem kruznice - tedy thel ASB.
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Strana |[SB| =R, |V B| = Rsin 10°, proto thel

[VB| _Rsin10°
~|SB] R

=sin10°,

tedy |<V SB| = arcsin(sin 10°) = 10°. Dva vrcholy mensiho ¢tverce tedy sviraji se sttedem
kruznice tthel 20°. Rozdélime si proto ¢tverec na 360/20 = 18 dilfi, tam se budou dotykat
vrcholy ctverce.

Analogicky spocitejme tthel ASB pro vétsi ctverec.
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IVB| _ Rsin30°
ISBl R
tedy |<<V SB| = arcsin(sin 30°) = 30°. Dva vrcholy vétsiho ctverce proto sviraji se sttedem

kruznice thel 60°. Vrcholy ¢tverce se budou dotykat vepsanému Sestitthelniku.
PopiSme si par prvnich bod, kam se zobrazi obarveny vrchol.

sin VSB = =sin 30°,
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Obarveny vrchol vétsiho ¢tverce bude stfidat tfi zvyraznéné vrcholy kam postupné
bude vepisovat ¢isla se stejny zbytkem mod 3. Obarveny vrchol mensiho ¢tverce zase
bude postupné stfidat g obarvenych vrchold, kam bude vepisovat ¢isla se stejnym zbyt-
kem mod 9. Tzn.

v bodé oznacenym ted 1,1 budou pro maly C¢tverec Cisla kongruentni s 1 mod 9, tedy
1,10,19,28,..., pro velky ctverec zase cisla 1,4, 10,..., budou se tu shodovat ve vsech in-
dexech, ktery tu zanecha maly ctverec,

v bodé oznacenym 3,7 budou pro maly ctverec ¢isla kongruentni s 7 mod 9, tedy
7,16,25,34,..., pro velky ¢tverec zase ¢isla 3,6,9,..., nebudou se tu shodovat nikdy,

v bodé oznacenym 2,4 budou pro maly ctverec ¢isla kongruentni s 4 mod 9, tedy
4,13,21,30,..., pro velky ¢tverec zase Cisla 2,5,8,..., nebudou se tu shodovat nikdy.

Potkat se stejnym cislem se proto mohly pouze v poc¢ate¢nim vrcholu a to s indexy 1,
10, a napotfeti s indexem 19.

Vzhledem vsak k nejasnosti zadani (rychlosti ¢tverce) je samoziejmé mozné pocitat i
s variantou, zZe na indexu nezalezi, jde jen o to, ktery bod bude jako tfeti obarven obéma
barvami. V tomto pfipadé by pak fesenim byl bod oznaceny 3,7.

ULOHA 5.C - C — SCHODY DO NEBE
Finfa s Noumou stoji na nekoneéném schodisti. Chtéji se potkat (na stejném schodé), ale
museji se pohybovat podle urcitych pravidel. Jeden z nich se pohne o 1 schod libovolnym
smérem. V dalsim kroku se musi libovolny z nich pohnout o dvojnasobek schodt opét
libovolnym smérem. Kde museji Finta s Noumou stat, aby se v kone¢ném poctu kroki
sesli na stejném schodé?

(Nemuseji se stfidat a smér pohybu nahoru nebo doli si mizou vybrat, nicméné po-
kud jeden z nich prejde po schodé, kde druhy stoji, nesmi se tam zastavit, musi splnit
predepsany pocet kroki.)

ke$ent: Ozna¢me vzdalenost mezi Fintou a Noumou jako d. Chceme, aby se potkali,
tedy aby nastalo d = 0. VSimnéme si, Ze nezaleZi na tom, kdo se pohybuje — dulezita je
pouze jejich vzajemna vzdalenost, které se v i-tém kroku zméni o +2'~1.

Suda vzdalenost

V prvnim kroku se vzdalenost zméni o 1, tedy ze sudé se stane licha. V kazdém dalsim
kroku se ménio 2,4,8,..., tedy vZdy o sudé ¢islo. Soucet nebo rozdil lichého a sudého ¢isla
je vzdy lichy, takze vzdalenost ztistane licha navzdy. Protoze 0 je sudé ¢islo, nemohou se
Finta s Noumou nikdy potkat.

Licha vzdalenost

Predpokladejme, Ze provadime celkem n kroktio 1,2,4,..., 2"l schodech. Kazdy krok
pricte nebo odecte prislusny pocet schodt od d. Ozna¢me P soucet krokd, které prove-
deme smérem k sobé, a Q soucet krokt smérem od sebe. Plati:

P+Q=1+42+4+--+2"1=2"_1,
Jedna se o n-ty soucet geometrické fady, kde a = 1 a g = 2. Pocate¢ni vzdalenost d lze
vyjadrit jako:
d=P-Q=P-(2"-1-P)=2P—(2"-1).

Ptame se tedy, jakych hodnot miaze nabyvat P (tj d). P je soucet libovolné podmnoziny
gisel {1,2,4,...,2""1}. ProtoZe tato ¢&isla jsou pravé mocniny dvojky, kazdé celé ¢islo od 0
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do 2" — 1 lze jednoznacné zapsat jako soucet nékterych z nich (stejné jako v dvojkové
soustavé). Tedy P mtZe nabyt libovolné hodnoty od 0 do 2" -1 a d = 2P — (2" — 1) mze
nabyvat hodnot

—-(2"-1),...,-3,-1,1,3,..., 2" -1,

tedy vSech lichych ¢isel v intervalu [-(2" — 1), (2" — 1)]. Pro libovolné velké n pokryjeme
libovolné velka licha cisla.

Finta s Noumou se mohou v kone¢ném poctu krokd potkat praveé tehdy, kdyz je jejich
pocatecni vzdalenost licha.

ULOHA 5.0 - D — PRSTEN MNOHOCLENU
Pro polynom f s celo¢iselnymi koeficienty dokazte nasledujici: Existuje n € N takové, zZe
12 déli f" pravé tehdy, kdyz 6 déli kazdy z koeficientt.

RESENT: Mame dokazat ekvivalenci, rozdélime si ji tedy na dvé implikace.

Nejprve predpokladejme, ze 6 déli kazdy z koeficientd f. Miizeme ji tedy vytknout a
dostavame f = 6 - g pro néjaky polynom g, ktery ma téz celociselné koeficienty. Zvolme
n = 2. Potom f" = f% = (6g)> = 36g>. Tento polynom je délitelny 36, tedy zejména 12.
Opravdu proto existuje n s takovou vlastnosti, tfeba nami zvolena dvojka.

Naopak necht existuje n takové, ze 12 déli ", tedy f" = 12h pro néjaky polynom h s
celociselnymi koeficienty. Ukdzeme, ze potom musi 6 délit kazdy z koeficientt f.

Nejprve ukazme, ze 6 musi délit absolutni ¢len polynomu f, ozna¢me ho ay. Ab-
solutni ¢len by polynomu f” se bude rovnat ay" a my vime, Ze je délitelny 12. Proto
prvocisla 2 i 3 museji délit a, tedy absolutni ¢len polynomu f je délitelny 6.

Dale si uvédomme, jak budou vypadat ostatni koeficiety b; polynomu f". Cislo b;
je koeficientem u mocniny x’. To vznikne jako soucet viech moznosti, jak vynasobit n
koeficienti polynomu f, aby se soucet jejich exponentt rovnal i:

bi = Z ajl (1]”

jl+"'+jn:i

Uz jsme ukazali, zZe aj je délitelné 6, dale budeme postupovat induktivné k vyssim
mocninam. Pfedpokladejme tedy, Ze a; jsou délitelné 6 pro vsechna nezdporna celd i <
m—1, a dokazme, Ze i a,, je potom délitelné 6.

Vyuzijeme sumu vySe pro i = mn. Je-li soucet indexd j; +... + j, = mn, mohou nastat
dvé moznosti: bud jedno z jx je mensi nez m, a tedy z indukéniho predpokladu a; je
délitelné 6, nebo jsou vSechna j; = m. Koeficient b,,,, o némz vime, Ze je délitelny 12, je
tedy soucet nékolika soucint délitelnych 6 a soucinu a,,”. Odtud vidime, Ze a,,” musi byt
délitelné 6, coz stejné jako u absolutniho ¢lenu implikuje, zZe a,, je délitelné 6, coz jsme
m¢éli ukazat.

Dohromady dostavame, ze vSechny koeficienty polynomu f jsou délitelné 6, takze i
druha implikace plati.
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