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RESENT 4. SERIE

TEORIE CISEL

ULOHA 4.1 - Najdéte vSechna pfirozena Cisla k takova, ze at si vezmeme za n libovolné
ptirozené ¢islo, bude 25 — 1 délitelné sedmi.

xedent: Cislo 25 — 1 je délitelné 7, pravé kdyz 25" = 1 mod 7.

Podivejme se, jak vypadaji mocniny dvojky modulo 7: 2! =2,22=4,23=8=1,2%=
16=2,2>=32=4,2°%=64=1. Vypada to, Ze se nam tvoti cyklus délky 3. Rozepisme si
tedy jednotlivé moznosti podle toho, jaky zbytek dava exponent po déleni 3:

23m — (23" = 8" =1" =1 mod 7,

23m+l = 2.23m=2.1=2mod 7,

23M+2 = 4.23M = 4.1 =4 mod 7, pro m ptirozené.

Odtud uz je jasné, ze 2" —1 bude délitelné sedmi pravé tehdy, kdyz kn bude délitelné
tfemi. My hledame takova k, Ze n mizeme vzit libovolné, zejména to musi platit i pro
n = 1. Z toho plyne, Ze k s touto vlastnosti musi byt nasobkem 3. Zaroven je jasné, ze
pokud k bude délitelné 3, bude délitelné 3 i kn, a tedy zavérem je, Ze hledana k jsou
pravé nasobky 3.

ULOHA 4.2 - Urcete vSechna prirozena ¢isla m pro ktera existuje pfirozené n takové, ze
n

@(n) = vl

RESENf: Nejdriive zkontrolujeme specidlni pfipad n=1:¢(1) =1 = %, tedy dostavame
pro m =1 existuje n = 1.

Nyni si miizeme n zapsat pomoci prvociselného rozkladu: n = pi'-p5...p,*, kde k € N,
p; jsou pro vsechna i € {1,2,...,k} prvocisla a a; € Ny pro vSechna i € {1,2,...,k}.

Ze vzorec¢kd z pomocného textu mizZeme odvodit nasledujici vzorec (druha rovnost
plati diky nesoudélnosti prvocisel):

o(n)=@(py' - py-..py")
=p(p1") - P(p3)...0(pF)
= (pr =Py (pa - P (- 1P

Dosadime do vztahu ¢(n) = ;. a upravime:

Py Py py
-1 -1 -1 * e
(pr=1)p1'" " (p2=Dpy" o (pr=Dpyt T = T
m-(p1=1)-(p2=1)...(px =1) =p1-pa-..px
_ P1-P2---Pk
(pr=1)-(p2=1)...(px = 1)
Vsimnéme si, Ze m neni zavislé na mocninach, ve kterych prvocisla byla v rozkladu n.

Nyni vyuzijeme znalosti, Ze 2 je jediné sudé prvocislo a nasi situaci si rozdélime dle
vyskytu 2 v prvociselném rozkladu n.
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1) nje liché

V tomto pripadé by cislo m nebylo pfirozené, jelikoz citatel v nasem vyjadieni m
by byl lichy, ale ve jmenovateli by byla pouze suda cisla.

2) n=2%

Pro tento pfipad mame m = % =2.

3) n=2%-p3. . .pt

Dostavame m = Po--P j- Vime, Ze py,...pk jsou vSechna licha, a tedy vSechna

(p2=1)-(pi—1
¢isla ve jmenovateli budou suda. V ¢itateli mame 2 pouze v prvni mocniné, a proto
v prvociselném rozkladu n muaze byt kromé 2 jen jedno dalsi prvocislo. Mame m =

pzzp_zl. p» je délitelné pouze 1 a samo sebou, proto (p; —1) | 2Apy >2 = p, = 3. Tudiz

m:§:3pron:2“-3b,kdea,beN.

Celkem mame m=1pron=1,m=2pron=2%am=3pron=2%-30

ULOHA 4.3 - Na tabuli jsou napsana 3 cela ¢isla. Lojza se nudi, a tak si v kazdém kroku
vybere dvé ¢isla z tabule ktera bud secte, nebo odecte a vysledek napise misto libovol-
ného ¢isla na tabuli. Za jakych podminek bude schopny takto po kone¢né mnoha krocich
vytvorit libovolné celé ¢islo které si vymysli?

RESENT: Nejprve ukazeme, Ze pokud maji vSechna tfi ¢isla spolecny délitel vétsi nez 1,
nezvladneme to. Ozna¢me tento spolecny délitel d. Poté soucet i rozdil libovolnych dvou
Cisel bude opét délitelny d. Tedy kazdé cislo které vytvorime bude délitelné d, tedy ne-
zvladneme vytvorit napriklad jednicku.

Naopak, pokud nejvétsi spole¢ny délitel vsech tfi cisel je 1, ukazeme, Ze se nam to
podafi. Ozna¢me cisla na tabuli a,b,c. Zacnéme s Cisly a,b. Pouzitim Eukleidova algo-
ritmu dosahneme toho, Ze na tabuli budou ¢isla 0,nsd(a, b), c. Konkrétné z Cisel a,b na-
hradime to, které ma vétsi absolutni hodnotu c¢islem, které vznikne jako rozdil (resp.
soucet) tohoto ¢isla s druhym c¢islem, pokud je druhé cislo stejného (resp. opacného)
znaménka. Napfiklad z trojice (5,7,13) udélame trojici (5,2,13) odectenim, ale z trojice
(=5,7,13) udélame trojici (-5,2,13) prictenim. Celkové tedy sniZujeme absolutni hod-
noty souctu, nez se po kone¢ném poctu krokd dostaneme do stavu, (0, nsd(a,b), c). Stejny
postup udélame pro cisla nsd(a,b) a ¢ a po kone¢ném poctu krokti dojdeme do stavu
(0,0,nsd(nsd(a,b),c)) = (0,0,nsd(a,b,c)) = (0,0,1). (resp. (0,0,—1)). Jednicku uz mtzeme
kolikrat chceme pricist a odecist k nule a ziskat libovolné celé ¢islo.

ULOHA 4.4 - Pro pfirozené ¢islo definujeme jeho pm soucet podobné jako ciferny soucet,
akorat cifru na pozici jednotek pricteme, cifru na pozici desitek odecteme, cifru na pozici
stovek pricteme atd. Pm soucet zaporného cisla je —pm soucet jeho absolutni hodnoty.
Urcete pm soucet pm souctu pm souctu ¢isla 20262025%2027,
RESENI: libovolné ¢islo x mizeme zapsat jako

x=ay+10a; +10%a, +10%a;...,
kde a; jsou jeho cifry. Kdyz si nyni oznac¢ime pm soucet ¢isla x jako pm(x), dostavame:

pm(x)=apg—a;+a,—as....
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Z kritéria délitelnosti ¢islem 11 vime, Ze x = 0 (mod 11) & pm(x) = 0 (mod 11). Podi-
vame se tedy na to obecné. Zfejmé 10 = -1 (mod 11) a tedy 10" = (-1)" bude kongru-
entni s 1 prosuda n as —1 pro licha n. Dostavame:

x:a0+10a1+102a2+103a3---5a0—a1+a2—a3---:pm(x) (mod 11)

a tedy

pm(pm(pm(x))) = pm(pm(x)) = pm(x) =x (mod 11).
Pro vypocet nyni vyuzijeme fakt, ze x =y (mod m) — x* = y¥ (mod m) a Malou Ferm-
tovu vétu (chcete-li, mZete pouzit Eulerovu ;)), ze které plyne, ze x'° = 1 (mod 11).
Dostavame tedy:

2(262025x2027 _ 52025x2027 _ 220262—1 = 262—1 =25-10 (mod 11)'

Nyni vime, Ze na$ vysledek musi davat zbytek 10 po déleni 11. Je potfeba ho néjak omezit.
Ztejmé 2025 <2026 <2027 < 104, tzn.

20262025%2027 _ 104><104><104

Cislo 10%19° m4 4 x 108 + 1 cifer a je nejmensi takové a tedy nase &slo 20262025x2027
mé nejvyse 4 x 108 cifer. Jakou hodnotu tedy mtize mit pm(2026202%2027)? Nejvyssi hod-
nota by nastala, kdyby na vsech sudych pozicich (tzn. a,, pro n sudé) byly devitky a na
téch lichych naopak nuly. Pro to nejmensi by to bylo analogicky, ale prohozené pozice.
Dostavame tedy:

4x108
2

|pm (2026202572027 < 9 =18x10%<2x10°,
Aplikaci prvniho pm souctu se nam tedy snizil pocet cifer uz jen na 10. Stejnou tvahou
dostavame:

10
lpm(pm(20262925%2027))| < 9 x — =45

tzn. 2 cifry a posledni aplikaci pm souctu ziskavame:
2
lpm(pm(pm(2026292272927)))| < 9 x 5= 9.

Nas vysledek je tedy nékde v mnoziné {-9,-8,...8,9} a dava zbytek 10 po déleni jede-
nacti. Jediné takové ¢islo je —1.

ULOHA 4.A - Pristroj véstce Devéta fungoval tak, Ze se do néj pripoji dva lidé a tém se
prohodi jejich mysli (tzn. napt. Lojzova mysl pak zZije v Radininé téle a naopak). Nicméné
pak se do vymény zapojili dalsi studenti Brkosovic, kterych je celkem n. Po ¢ase je to ale
omrzelo a chtéli se pomoci stejného pristroje vratit zpatky. Kolik nejméné sezeni u véstce
Devéta si musi zabukovat, aby se urcité vratili zpatky, at uz bylo pfedchozi prohozeni
libovolné?

RESENi: Nejprve ukazi strategii, ktera pomoci nejvyse n — 1 vymén dokaze vratit vsem n
lidem jejich dusi, at uz je pocatecni rozestaveni jakékoliv.

Postupné budu prochazet téla lidi a pokud nékteré nebude mit svoji dusi, vezme si
ji. Pokud na zacatku mélo kazdé télo cizi dusi, po n— 1 krocich bude mit téchto n—1 tél
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svoji dusi. Na posledni télo zbyva posledni duse, ktera musi byt jeho, tudiz kazdé télo ma
svoji dusi. Pokud by na zac¢atku mélo k tél svoji dusi, stacilo by nam dokonce jen n—1 -k
vymén. Ovsem nestacilo by méné nez n—1 vymén?

Pojd'me si to ukazat na prikladé, kdy se lidé postavi do kruhu a kazdy da svoji dusi
tomu po pravici. V tomto pripadé vznikne cyklus délky n, kde zadné télo nema svoji
dusi.

Pokud dojde k jakékoliv vyméné, rozpadne se cyklus na dva mensi cykly délek k a I,
pro které plati k + 1 = n.

Ted indukci dokazeme, Ze libovolny cyklus délky n l1ze vyresit nejméné n — 1 vymé-
nami.

Baze: Pro cyklus délky 1 potfebujeme 0 vymén. Pro cyklus délky 2 potfebujeme 1
vymeénu.

Indukéni predpoklad: Pokud pro kazdy cyklus délky m < n plati, Ze jej 1ze vyftesit
nejméné m — 1 vyménami, tak lze cyklus délky n vyfesit nejméné n—1 pfeménami.

Dukaz: Jak jsme si jiz ukazali, jakoukoliv vyménou se cyklus délky n rozdéli na dva
cykly délek k a I, kde k + I = n. Tyto cykly jsou mensi nez n, tudiz z indukéniho predpo-
kladu vime, Ze je 1ze vyfesit nejméné k—1, respektive [ —1 vyménami. Jelikoz jsme pouzili
jednu vymeénu k rozdéleni cyklu na dva, dostavame celkem

(k—1D)+(I-1)+1=k+l-1=n-1

vymeén.

TudiZ jsme dokazali, Ze cyklus délky n lze v vyfeSit nejméné n — 1 vyménami a na
zacatku jsme ukazali, Ze libovolné rozpolozeni n dusi lze urcité vyfesit pomoci n — 1
vymeén. Vysledek je tudiz n —1.

ULOHA 4.8 - Dokazte, Ze pro libovolny trojuhelnik s vrcholy A, B, C existuji tfi kruznice
se sttedy v bodech A, B, C takové, Ze se po dvou dotykaji (kazda dvojice kruznic ma pravé
jeden spole¢ny bod). Dokazte, Ze jsou tyto kruznice uréeny jednoznacné.

RESENT: Nechf a,b,c¢ znaci délky stran trojuhelnika ABC protilehlé vrcholim A,B,C.
Oznac¢me ry, g, rc poloméry hledanych kruznic se stfedy v téchto bodech. Bod dotyku
dvou kruznic vzdy lezi na spojnici stfed@t kruznic, proto budou body dotykt lezet na
stranach trojahelnika a jejich poloméry museji splriovat nasledujici rovnice:

rpa+rg==¢C
TA+1’C:b
rgpt+rc=a

Seltenim vSech tfi rovnic ziskdme 2(r4 + rg+tc) = a+ b + c. Oznaéme si délku s = Lg”

plati: ra+rg+rc =s.

Odectenim ptvodnich rovnic (1), (2) a (3) od tohoto souctu dostavame jednoznac¢né
vyjadfeni polomért: vy =s—a, rg=s—-b, rc=s-c

Nyni potfebujeme ukazat, Ze tyto délky jsou vzdy kladné a hledané kruznice tedy

2
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existuji. Zamérme se na polomer ry:

O<1’A
0<s—a
a+b+c

0<——
5 a

—-a+b+c
2
O<—-a+b+c

0<

a<b+c

Po Gipravé této nerovnosti jsme ziskali nerovnost a < b+c, pficemz se nejedna o nic jiného
nez trojuhelnikovou nerovnost, kterou délky stran trojuhelnika vzdy splnuji. Analogicky
jsme schopni z nerovnosti 0 <rga 0 <rc dostat b<a+cac<a+b.

Vzhledem k nejednoznacnosti naseho zadani, neni jednoznac¢nost téchto kruznic plné
zajisténa. Pfi vymysleni této ulohy jsme brali v potaz pouze vnéjsi dotyk kruznic, jak
je feSeni ukazano vyse. V tomto pripadé jsou kruznice dany jednoznac¢né (vzhledem k
délkam stran trojuhelnika). Pokud vsak povolime vnitini dotyk kruznic, tloha nebude
mit jednoznac¢né feseni.

Pokud povolime vnitfni dotyk, zméni se podminky pro délky polomért. Tato situace
geometricky odpovida konfiguraci, kdy jedna kruznice vnitfné obepina zbyvajici dvé.
Bod dotyku kruznic bude stale lezet na spojnici stfedt kruznic (vrcholt trojuhelnika),
ale tentokrat mimo stranu. Pro pfipad, kdy kruznice se sttedem A obepina ostatni, do-
stavame soustavu:

rpa—Tp=C¢C
TA—TC:b
rg+rc=a

Resenim této soustavy (a jejich symetrickych variant) ziskame dalsi tfi feseni:
(ra,rg,rc) €{(s,s—c,s=b),(s—c,s,s—a),(s—b,s—a,s)}

Kladnost téchto délek mame jiZ dokazanou. Celkem tedy existuji pravé ¢tyfi trojice kruz-
nic splnujici podminku dotyku (jedna vnéjsi a tfi vnitini).

ULOHA 4.C - Devét se rozhodl si prebarvit rubikovu kostku 3x3x3. Obarvuje jednotlivé
¢tverecky pomoci Sesti barev. Vzdy, kdyz dva sousedni (hranou) ¢tverecky budou mit
stejnou barvu, dostane Devy bod. Kolik nejvice mtZe ziskat bod, jestliZe kaZdou barvu
musi pouzit alespon jednou?

RESENT{:

ULOHA 4.D - Méjme pravidelny dvanactistén s hranou délky 1. Do néj vepiseme dvacetis-
tén tak, Ze spojime stfedy sousednich stén. Do takhle vzniklého dvacetisténu vepiseme
dvanactistén tak, Ze opét spojime stfedy sousednich stén. Timto zplisobem postupné vy-
tvofime nekonecné mnoho stfidajicich se dvanactisténti a dvacetisténti. Sectéte objemy
vsech vzniklych téles.
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RESENf: Vzorové fesSeni bylo inspirovano postupem Petra Starého, dékujeme za pékné
feSeni.

Nasim cilem je spocitat objem pravidelného dvacetisténu. K tomu si jej rozdélime na
20 trojbokych jehlant, jejichz podstavy budou stény dvacetisténu a spole¢ny vrchol je
stfed dvacetisténu. Ze znalosti vzorce pro objem jehlanu tak dostavame vzorec:

V= 201Ah
3

Podstava je rovnostranny trojahelnik, ktery ma obsah:

V3,

=—da

4
Pro vypocet vysky jehlant si spocitame polomér koule opsané dvacetisténu, ktery
oznacime r. Dale vybereme libovolny pétiboky jehlan tvofeny trojahelniky okolo jednoho
vrcholu. Jeho vysku oznad¢ime v a polomér kruznice opsané podstavy s. Tento polomér
ur¢ime jako polomér kruznice opsané pétithelniku se stranou a. Ze znalosti velikosti
vnitiniho Ghlu pravidelného pétitthelniku zfejmé plati:

. 72° 5

sl )=y
A tedy:

oo

2sin(36°)

Nyni zname délku s v zavislosti na a a mtzZeme z Pythagorovi véty dopocitat v:

a’=v?+s?

1

v=a 1—2—
4sin“(36°)

Diky pravému thlu u stfedu pravidelného pétiahelniku Ize dostat jesté dalsi rovnice
a mame tak soustavu:
v? +s%=a’

s“+(r—v) =r
Upravami obou rovnic dostaneme:
a* =2rv
Nasledné miizeme konecné vyjadrit r jen v zavislosti na a:
a’> a 1
v 2 1— 1
4sin®(36°)

Nyni m@izeme dopocitat i v pomoci Pythagorovy véty:

2
a
v=4[r?——
3
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Vyuzijeme toho, ze sin2(36°) = %

objem:

a dostavame dosazenim do naseho vzorce pro

5 3
V = 5(3'1'\/3)(1

Dale ur¢ime vzdalenost stfedtt dvou sousedicich stén pravidelného dvacetisténu, abychom
dostali délku hrany pravidelného dvanactisténu. K tomu vyuzijeme vypoctu nejdelsi
uhlopficky pétithelniku, ktery tvoii zakladnu naseho pétibokého jehlanu. Pak Ize z po-
dobnosti trojuhelnikd ukazat, Ze spojnice stfeddt dvou sousedicich stén pravidelného
dvacetisténu je oproti thlopficce tfetinova. Samotna tthlopficka ma délku:

a’ =2acos(36°),
pricemz

V5+1
4

Okamzité tedy vidime, Ze spojnice stfedtt ma délku:
1+v5

b:6.

cos(36°) =

U dvanactisténu budeme postupovat podobné, pouze zjistime objemy pétibokych
jehland. Pouzijme znamy fakt, Ze spravné zvolené vrcholy tvori krychli. Stfed dvanac-
tisténu oznac¢ime X. Vyberme libovolnou sténu a jeji vrcholy ozna¢me postupné ABCDE.
Poté 1ze vzdalenost AX r¢it pomoci délky uhlopricky AC.

\/_

3
AX = —AC.
2

Pokud H je stted ABCDE, tak AH odpovida poloméru kruznice opsané, takze z Py-
thagorovy véty urc¢ime vysku XH. Obsah pétithelniku je znamy, tedy staci cely dvanac-
tistén opét rozdélit na shodné pétiboké jehlany.

515+ 7V5
4
Zavérem jesté urcime vzdalenost stfedl sousednich stran. K tomu ur¢ime z Pythago-
rovy véty a kruZnice opsané polomér r kruznice vepsané sténé. Nasledné si ur¢ime thel,
ktery dvé stény sviraji:

Vle%Ah:a

tan(¢/2) = g

Koneéné pomoci kosinové véty a kruznice vepsané urcime vzdalenost stredt:

5+3V5
b=——a
10
Nyni jiZz zndme vSechny potfebné informace pro vypocet souc¢tu objemii. Délky hran
téles zjevné klesaji linearni, dostavame tak geometrickou posloupnost. Nejprve urcime
koeficient g zmény objemit dvou po sobé jdoucich ¢lent posloupnosti, kde jeden ¢len po-
sloupnosti je soucet objemt po sobé jdouciho dvacetisténu a dvanactisténu. Zdiraznéme
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jesté, ze to bude tfeti mocnina koeficientu zmény délek hran, jelikoZ objem se méni se
tfeti mocninou délky hran.

_ 5+3V5 1+V55  5+2V5 4
1=(— ¢ V=075

Jesté urceme pocatecni objem V ¢isté dosazenim. Prvni ¢len vyrazu je objem dvanacti-
sténu s délkou hrany 1, druhy ¢len je objem dvacetisténu s délkou hrany rovnou spojnici
stiedli stén tohoto dvanactisténu.

4 12 10

15+7v5 5(3+\/§)(5+3\/§)3
V= +

Poslednim krokem je pouzit vzorec pro soucet nekonecné geometrické rady s vyse
spocitanym pocate¢nim objemem a kvocientem mensim nez 1:

V. 503055+ 2299955
= Al V5 . 40223

S =
1-¢q 68176

Zadani neuvadi jednotku délky, proto je feSeni v obecnych jednotkach krychlovych.
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