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RESENT 2. SERIE

N-UHELNIKY

ULOHA 2.1 - Dokazte, ze stiedy stran libovolného trojuhelnika, paty vysek a stfedy tsecek
spojujici ortocentrum a vrcholy nemtzou tvorit pravidelny g-thelnik.

RESENT: Predpokladejme opak dokazovaného tvrzeni. Pfipustme tedy, Ze 1ze najit takovy
trojuhelnik ABC, pro néjz dokazeme zkonstruovat pravidelny 9-tthelnik popsany v za-
dani. Pokud 9-uhelnik existuje, 1ze mu jisté opsat kruZznice. Zaroven je zfejmé, Ze trojice
vrcholi tohoto 9-thelniku - libovolny vrchol (C), stfed protéjsi strany (D) a pata vysky z
tohoto vrcholu (E) zadaného trojahelniku ABC - tvofi pravouhly trojuhelnik, jehoz kruz-
nice opsana splyva s kruznici opsanou pravidelného 9-uhelniku. Z Thaletovy véty tak
vidime, Ze existuje dvojice vrcholl pravidelného 9-thelniku, které lezi na jedné primce
se stfedem kruznice (S) opsané tohoto 9-uhelniku. Pro spor tedy postaci ukazat, ze to
pravidelny 9-uhelnik nesplnuje.

BUNO vybereme jeden vrchol (K) devitihelniku. P¥imka, vedené timto vrcholem a
stfedem kruznice opsané devititthelniku, zfejmé také prochazi sttedem protéjsi strany
devitithelniku. Zaroven se jedna o osu soumérnosti tohoto 9-thelniku (z vlastnosti pra-
videlného n-thelniku pro liché n). Zfejmé neprotina zadny dalsi vrchol devitiahelniku.
Navic ale libovolna osa soumérnosti v pravidelném n-tthelniku prochazi stredem kruz-
nice opsané, tedy okamzité vidime, Ze neexistuje pfimka, na které by leZel stfed kruznice
opsané a alesporn dva vrcholy pravidelného 9-thelniku zaroven. Dostavame tak pozado-
vany spor, a tedy jsme dokazali tvrzeni ze zadani.
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ULOHA 2.2 - Méjme libovolny m-thelnik AA,...A,,. Ke kazdé strané pripiseme (vné)
pravidelny n-thelnik. Podivejme se na n-thelnik u strany A;A,. Ozna¢me si bod X v
tomto n-thelniku, ktery nasleduje po vrcholech A, A,. Pak se podivejme na n-thelnik u
strany A, A3 a ozna¢me si Y bod pfedchazejici A,, A;. Pro jaka vSechna 3 <m,n € N plati,
ze |A1 Y| =|A3X|? (Poradi vrcholt je dilezité.)

RESEN{: Prvné si udélame krasny nacrtek podle zadani: K feSeni nam budou stacit body

Ay, Ay, A3, X a Y. Pro trochu lepsi predstavu jsem tam ale pfidala néjaké dalsi body.
Z vlastnosti pravidelnych n-thelnikd hned plyne, ze |A1A,| = |[A,X]| a |[A34,] = |A,Y].
Dale, protozZe n je stejné pro oba utvary, vime, Ze zelené thly na obrazku budou stejné.
Oznacme si je jako a. (Vzhledem k tomu, Ze je to vnitfni thel pravidelného n-thelnika,
jde dopocitat jako a = (n—2)+80°, ale to ani nebudeme potfebovat.)
Nyni uz vidime, ze |[<A1 A, Y| = |[<A3A,X|, protoze

|<[A1A2Y| = |<IA1A2X| - |<IXA2Y| =a-— |<IXA2Y|

|<[A3A2X| = |<{A3A2Y| - |<[XA2Y| =a-— |<IXA2Y|

. V. mém nacrtku se n-thelniky prekryvaji, proto musime od thlu a odecitat. Kdyby se
n-uhelniky nepfekryvaly, thly by se stale rovnaly, jen by tam misto — bylo +. (Kdyby
strany n-uhelnikt splynuly, nemuseli bychom odecitat ani pficitat nic.) Dostavame tedy;,
ze trojuhelniky YA,A; a A3A,X jsou shodné podle véty sus a tedy |A;Y| = |A3X]| pro
libovolna 3 <m,n € N.

ULOHA 2.3 - Necht ABCDEF je pravidelny 6-thelnik. Zvolme libovolny bod X uvnitf
ABCDEF. Zobrazme tento bod pomoci stfedové soumérnosti pres stiedy vSech stran
a,b,c,d,e, f,imz ziskame body A’,B’,C’,D’,E’, F'. Dokazte, Ze Sestithelnik A’B’C’D’E’F’
bude mit trojnasobny obsah oproti Sestithelniku ABCDEF.

RESENf: Vzhledem k tomu, Ze bod X zobrazujeme pomoci sttedové soumérnosti se stfe-
dem ve stfedu kazdé strany Sestithelnika, vznikne nam timto zptisobem 6 rovnobéznikd.
Je tomu tak diky vlastnostem stfedové soumeérnosti, konkrétné, Zze bod X a X’ jsou stejné
vzdaleny od stfedu strany a zaroven vSechny tyto 3 body lezi na pfimce. Strana a tsecka
XX’ se tedy navzajem puli a jsou to thlopfi¢ky zmiriovanych rovnobéznikd.
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Pokud se zaméfime na rovnobéznik XDX;E, sta¢l nam si uvédomit, ze libovolna
uhlapficka rovnobéznik déli na 2 shodné trojahelniky se stejnym obsahem. Konkrétné
XD || EX}, XE || DX} a |DE| = [ED|. AXDE = AX}ED a stejnym zptsobem dojdeme ke
zjisténi, ze

SABCDEF = Sax’AB+ Sax]BC + Sax,cD + Sax;DE + Sax,EF + SaX,FA

Nyni tedy vime, Ze Gtvar AX’BX{CX,DX,EX,FX! ma dvojnasobny obsah oproti ABCDEF
a potfebujeme ukazat, ze zbylé trojahelniky AX’BX7, AX|CX}, AX; DX}, AXJEX,, AX FX]
a AX.AX’ maji v souctu stejny obsah jako sestitthelnik ABCDEF.

Zaméfme se nyni napiiklad na AXZEX,. Vime, ze X;E || DX, X,E || FX a zaroven
IXJE| = IDX]| a | X E| = |FX]| (z vlastnosti rovnobézniktt XDXE a XEX,F). Trojuhelniky
AX4EX; a ADXF jsou tedy shodné (podle véty SuS). Stejnym zplisobem dokazeme, zZe
AXIAX' = AFXBa AX{CX) = ABXD. Plati tedy:

SADFB = SaxjEX) + Saxjax’ + Sax]cx]

Stejnym zpusobem:
SaACE = Sax’BX] + SaxDx} + Sax)FX]
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Pokud tedy dokazeme, Ze Sprg = Sacg = %SABCDEF, mame vyhrano! Uvédomme si, ze
kazdy pravidelny sestithelnik jsme schopni rozdélit na 6 shodnych rovnostrannych troj-
thelnikd (spojenim vrcholl se sttedem). Je tomu tak, nebot stfedovy thel je @ = 60°
a zaroven |SA| = |SB| = .... = |SF|, trojuhelniky jsou tedy jisté rovnoramenné a thly u za-
kladny budou M = 60°. Pokud si vezmeme libovolny ¢tyfuhelnik tii sousednich
vrcholi a stfedu (naptiklad ABCS), bude se jednat o rovnobéznik (konkrétné o kosoctve-
rec, nebot |AB| = |BC| = |BS| = |SA|). Jak jiz jsme vySe ukazali, libovolna thlopficka déli
rovnobéznik na dva shodné trojuhelniky, takze Sppc = Scsa. Stejné tak Scpg = Sgsc a
SEFA = SASE-

1 1

ESABCDEP :E(SABC +Scsa+Scpe + Sesc + SEra + Sask)
1 1

ESABCDEP :§(2SCSA +2Sgsc +2S4skE)

1

ESABCDEF =SacE

Stejnym zptsobem i Sgpr = Sapcper/2

Celkem tedy:

Sxox;x;x;x;x; =SABCDEF + (Sx7aB + Sx;BC + SxjcD + Sx;DE + SX]EF + Sx(Fa)+
+(Sx;Ex; + Sxzax + Sx;cx;) + (Sx'x; + Sx;px; + Sx;Fx;)
1 1
SX'X{X}X;X;X; =SABCDEF + SABCDEF + 5 SABCDEF + 5 SABCDEF

Sx'x; X)X, XX, =3SABCDEF
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ULOHA 2.4 - V pravidelném n-thelniku (kde n > 5) sestrojime hvézdicku tak, ze vzdy
spojime vrcholy ob jedno od sebe, viz obrazek. Plivodni n-thelnik ma stranu o délce 1.
Jaky bude pomér obsahu ptavodniho n-thelniku ku obsahu nového mensiho n-thelniku

uvnitr?

RESEN{: Obsah pravidelného n-thelniku se vypocita nasledovné (a je délka strany):

1
S = Znaz cot(%)

JelikoZ nas zajima pomér obsahu velkého ku malému n-thelniku, dostavame:

Svelky _ inIZCOt(%) 1

Smaly %naZ COt(%) a?

Stac¢i nam nalézt délku strany a malého n-tthelniku. Prvné si udélam nacrtek podle za-
déni. Pro thel u vrcholu n-tthelniku si udélam substituci 2a = 180 — 2%, Délku strany a

dostaneme jako a = |[AC|-2y. Pro zjisténi délky |AC| pouziji kosinovu vétu na trojuhelnik
ABC (pokud pouzivam goniometricky vzorecek pro tpravu vyrazu, dam na dany radek
do zavorek ¢islo vzorecku ze seznamu nize):

JACI>=1%2+12-2-1-1-cos(2a)

|AC|? = 2(1 - cos(2a))
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|AC| =+/2(1 —cos(2a))

|AC| = \/2[cosz(0¢) +sin?(a) - (cosz(a) —sinz(a))] (1,2)
IAC| = /2(2sin*(a))

|AC| = 2sin(a)

Ted se se pokusim najit délku y, k ¢emu pouZiji trojahelnik ABG.

|<BAC| = |<ABF| =

180—2
T“:%—a

|<AGB|=180-2(90-«a) = 2a

JelikoZ znam vSechny thly a velikost jedné strany, mohu pouZit sinovu vétu pro zjisténi
strany s délkou y:
I y
sin(2a)  sin(90 - a)

_sin(90 - a)
~ sin(2a)

_ sin(90)cos(a) —cos(90) sin(a)
B 2sin(a)cos(a)

(3,4)

3 cos(a)

~ 2sin(a)cos(a)
B 1

~ 2sin(a)

y

Ted jiz znam délky y a |AC|, tudiz mi stac¢i dopocitat vysledny pomér ;—2:

1
=|AC| -2y = 2si -
a=1AC|-2y = 2sin(a) sin(a)
a® = 4sin’(a) + _r
sin?(a)

e 4sin*(a)+ 1 - 4sin’(a)
sin?(a)

,  dsin®(a)-(sin®(a)-1)+1
ac = :
sin?(a)

2 4sin’(a)- (sin*(a) —sin®(a) — cos*(a)) + 1 (1)

sin?(a)

2 _ —4sin®(a)cos®(a) +1

sin?(a)

BRKOS Team



XXXII. ro¢nik BRKOS

2025/2026

2 —(2sin(a)cos(ar))? + 1
- sin?(a)

2
2 —sin“(2a)+1
v sin?(a) )

2 —sin?(2a) +s%'n§(2a) +cos’(2a) (1)
sin’(a)

,  cos?(2a)
-~ sin?(a)

I sin’(a)

a2 cos?(2a)

Po doplnéni substituce nam vysel pomér:

) 180
1 _ sin (90-=7)

a2 cos2(180 - 360)

1 (Sin(90)cos(%)—cos(90)sin(%))2 3
a2~ 6052(180—3—20) )

1 cosz(%)

2= 360
a‘  cos?(180—=22)

18

1 cosz(T) 5)
P 360 - 36
a (cos(180)cos(==) + sm(lSO)sm(T))2
1 cos?(180)
a? cos%%)
7 , , , SZ(M)
Pomér velkého n-thelniku ku malému je tedy Cosz(ﬁ)

Seznam pouzitych vzorca

1. 1 =sin?(x)+ cos?(x)

2. cos(2x) = cos?(x) —sin®(x)

3. sin(x —y) = sin(x)cos(y) — cos(x)sin(y)
4. sin(2x) = 2sin(x)cos(x)

5. cos(x —y) = cos(x)cos(y) + sin(x)sin(p)
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ULOHA 2.A - Necht mame n € N odpornych senatorti s odpory k lidu Ry, ... R, kde vSechny
odpory jsou kladné racionalni zlomky v zakladnim tvaru. Jestlize budou vladnout para-
lelné, bude jejich odpor k lidu Rp spliovat vztah

Jestlize budou vladnout sériové, bude jejich odpor k lidu
Ri=R{+Ry+:--+R,—

Porovnejte velikost R,, Rs a dokazte.

RESENT: Pripomerime si nerovnost mezi priméry, zde se nam konkrétné bude hodit A-H
nerovnost, tedy nerovnost mezi aritmetickym a harmonickym prameérem. Plati

ap+---+ay, n

1 1
—+...—
a ay

Ry+:---+R, n

n

\%

1 1
n R_1+R_

n

Mitizeme tuto nerovnost pouzit, nebot nase odpory jsou kladna ¢isla. Upravujme

R1+---+R,12 n

n

+

€1
. RH

v
- = =~

2|

s
\Y%
EM ﬁ%
=

]

Protoze Ry, R, budou kladna ¢isla, bude R ostfe vétsi nez R, pron > 1. Pro n =1
budou oba odpory rovny R; a tudiz si budou rovny.

ULOHA 2.B - Najdéte destiprvkovou mnozinu pfirozenych c¢isel s co nejniz§im souctem,

takovou, Ze zadny jeji prvek nedéli soucin ostatnich. (Dokazte.)

RESENT: Predpokladejme, Ze mame mnoZinu splriujici zadani a v ni néjaky prvek a;. Aby
a; nedélilo soucin ostatnich prvkid, musi existovat prvocislo p; takové, ze ¢islo a; déli ve
vétsi mocning, nez v jaké déli soucin ostatnich prvka. Tedy zejména p; déli a; ve vyssi
mocniné nez kterykoli jiny prvek. Uplné symetricky musi takové prvocislo p; existovat
pro kazdy prvek a; nasi mnoziny a z podminky, kterou jsme vyvodili, museji byt tato
prvocisla po dvou rtizna. Nyni se zaméfime na minimalitu souctu prvkd v mnoziné.
Kdyby néjaky prvek a; mél jesté néjaké jiné prvocinitele nez p;, mohli bychom najit novou
mnozinu tak, Ze jimi tento prvek vydélime. Ta by stale splriovala podminku ze zadani
a méla by mensi soucet. Proto hledand mnoZina musi byt tvofena jen mocninami po
dvou rtznych prvocisel. Kazda takova mnozina zaroven spliiuje podminku s délitelnosti,
protoze prvky jsou ted po dvou nesoudélné. Abychom minimalizovali soucet, musime
vZzit co nejmensi prvodisla, a to v prvni mocniné. Resenim je tedy mnozina

{2,3,5,7,11,13,17,19,23,29}.
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ULOHA 2.C - ReSte soustavu pro a,b,c e N:

a+ab+abc+ac+c=2025
a+ab+b=1057

RESENT: Upravime prvni rovnici
a+ac+abc+ab+c+1=2025+1

(c+1)(a+ab+1)=2026

a vidime, ze 2026 = 2 x 1013, pficemz prvni ze zavorek v rovnici musi byt alespon 2 a
druha alespon 3. Tedy nutné c = 1 a a+ab = 1012, coZ po dosazeni do druhé rovnice
dava b = 45 a dopoctem dostaneme a = 22. Jina feSeni neexistuji a zkouskou lze ovéfit, ze
trojice (a,b,c) = (22,45,1) opravdu je feSenim soustavy.

Poznamka: Ulohu lze fesit mnoha zptsoby, jednim z nich je provedeni podobného
rozboru pro druhou rovnici. Jakykoliv argumentacné bezchybny postup se samoziejmé
pocita.

ULOHA 2.D - Uvazujme zleva unitdrni bindrni operaci $ na prirozenych cislech, tedy pro
libovolna m, n € N mtzeme udélat m$n, coz bude opét prirozené Cislo, a soucasné existuje
néjaké piirozené ¢islo u, pro které s libovolnym pfirozenym ¢islem u$n = n. Rekneme,
ze takovato operace je neposednd, pokud

(ax b)$c=ax(b%c),

kde x znaci klasické nasobeni. Najdéte vSsechny neposedné operace. (Pozn. automaticky
nepredpokladejte, Ze operace $ je komutativni, asociativni nebo distributivni, nemusi
byt!)

RESENi: Mame nasi operaci $ definovanou na pfirozenych ¢islech: m$n € N, pro kterou
plati:
JueNVneN:u$n=mn (1)

VYa,b,ceN:(axb)$c=ax(b$c) (2)

Protoze rovnost (2) plati pro vSechna pfirozena cisla, mtizeme dosadit a = u. Dosta-
neme

(uxb)$c=ux(bkc).
Levou stranu miizeme pomoci komutativité klasického nasobeni upravit:
(uxb)$c=(bxu)c=bx(u$c)=>bxc,

kde druha rovnost je pomoci (2) - ,neposednosti“ a tfeti rovnost diky (1) - tedy operace
je zleva unitarni. Takze mame
bxc=ux(b$c). (3)

Dosazenim do této rovnice b =1 ziskame

c=ux(1%c).
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Vidime, Ze c je sou¢inem dvou pfirozenych ¢isel, a proto oba tyto ¢initelé déli ¢islo c. Nas
konkrétné zajima u | c. Navic ¢ je libovolné pfirozené ¢islo a tim padem u bude pfiro-
zené Cislo, které déli vSechna prirozena ¢isla, coz splriuje pouze u = 1. Nyni se vratime k
rovnici (3), kam dosadime za u a mame vysledek

bxc=Db$c.

Tim jsme zjistili, Ze pokud néjaka operace bude ,neposedna“ a zleva unitarni, bude to
nutné klasické nasobeni. Navic musime ovéfit druhy smér, tedy jestli nasobeni spliuje
(1)i(2). A skutecné

1) 1 xn =n pro vechna pfirozena cisla n

2) (axb)xc=ax(bxc) plati, jelikoz nasobeni je asociativni.
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