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RESENT 1. SERIE

DUKAZY

ULOHA 1.1 - Méjme kruZnici o poloméru 1 a do ni vepsany osmithelnik ABCDEFGH.
Ctyruhelnik ACEG je ¢tverec. Urcete minimalni a maximalni obvod osmithelniku a for-
malné dokazte.

RESENT: Body A,C,E a G déli kruznici na 4 shodné oblouky. Pokud nalezneme bod B na
oblouku AC, ktery maximalizuje/minimalizuje soucet |AB|+ |BC|, bude to stejné platit i
pro body D, F, H, nebot se jedna o totoznou tlohu, pouze otocenou.

Maximalni/minimalni obvod budeme tedy schopni vyjadfit jako 4(|AB| + |BC|) a ma-
Zeme se tedy zaméfit pouze na hledani optima pro bod B.

Minimalni obvod

Kazdé 3 body splnuji trojuhelnikovou nerovnost: |AC| < |AB| + |BC|. Soucet |AB| + |BC|
tedy nemutze nabyvat mensi hodnoty nez |[AC|. Rovnost nastava v pfipadé, kdy bod B
lezi na tsecce AC. Zaroven vsak vime, Ze bod B musi leZet na kruznici, mame tedy jen 2
moznosti: B=A nebo B = C. Ve vysledku tedy dojde k degeneraci osmitthelniku na dany
¢tverec ACEG a minimalni obvod bude:

4|AC| = 4|SAP +|SCI2 =4V12 +12 = 42

Maximalni obvod

Vime, ze |{ASC| = 90° = |{ASB| + |4BSC]|. Polozme |£ASB| = a, potom tedy |{BSC| =
90° — a. Bod B lezi na kruznici, tj |SB| = [SA| = 1. Trojuhelnik ABS je rovnoramenny se
zakladnou AB, pro kterou bude platit:
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o AB
(=)= —2_
51n(2) T
|AB|
sin(g):
2

Podobné pro BC:
° IBC|
. 90° -« =
Sln( 2 ) = @
IBC|
., 90° -« =
sin( 5 )= -

IBC| = 2sin(45° - %)

|AB|+|AC] je tedy 2sin(5) + 25in(45° - 5) = 2(sin(5) + sin(45° - 5))
)

s v + o . . X+ X— o v ,
Pomoci vzorce pro soucet dvou sint : sin(x) + sin(y) = 25111(7}) cos(Ty), miiZeme vyraz

dale upravit na:
|AB|+|AC| = 2[2sin(=2 (43 _7))605(7_(45 ]_4sm(22 5°)cos(452") = 2y2 - V2cos(45")

a—45°
2

Pokud tedy nalezneme maximalni hodnotu vyrazu cos( ), nalezneme i maximalni
obvod celého osmitthelniku. a je z intervalu (0°,90°), protoze se jedna o ¢ast thlu ASC.
Vyraz 4= 45 muze tedy nabyvat hodnot (-22,5°22,5°). Funkce cosinus nabyva hodnot
[0,1], pr1cem2 maxima (1) nabyva v hodnotach argumentu ve tvaru 2k, prok >0,k € Z,
coz v daném intervalu (-22,5°,22,5°) spliiuje pouze 0.

Maximalni obvod bude tedy v pripadé, kdy

—45°
cos(a )=1
_ 45°
o 5 ~ 0
2
a—45°=0

a =45°

Jedna se tedy o pravidelny osmithelnik a jeho obvod bude nabyvat hodnoty

4-(|AB| +|BC|) = 4-2v/2 — V2cos(& _2450) =8y2-V2

ULOHA 1.2 - Dokazte, Ze graf obsahuje uzavfeny sled liché délky pravé tehdy, kdyz obsa-
huje uzavienou kruznici liché délky. Délkou myslime pocet hran.

Pozn. Jestli vliibec nevite, co je to graf, tak se podivejte na pomocny text ke 3. sérii 30.
ro¢niku. (Najdete ho v archivu)

Pozn. Sled je libovolna posloupnost vrcholl, mezi nimiz vede hrana. Kruznice je uza-
viena posloupnost vrcholi, mezi nimiz vede hrana a zadny vrchol se neopakuje.
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RESENT: Pokud graf obsahuje kruznici liché délky, pak je tato kruznice zaroven uzavie-
nym sledem liché délky, tedy jedna implikace je trivialni.

Pro tu opac¢nou, predpokladejme, Ze graf obsahuje uzavieny sled liché délky. Na-
jdéme nejkratsi uzavreny sled liché délky v nasem grafu. (Kazdy lichy sled ma konec¢nou
délku, z téchto délek vybereme tu nejmensi. Pokud tuto nejmensi délku ma vice sledd,
vyberme si jeden libovolné.)

Ukazeme, Ze tento sled nejkratsi liché délky je kruznice. Ozna¢me ho vy,...v,,vy.
Predpokladejme tedy pro spor, Ze neni. Potom se néjaky vrchol v v tomto sledu opakuje,
tedy v; = v, pro i # 1. Tento vrchol ndm rozéli sled na dva uzavfené sledy, jeden z nich
je vj...vj, druhy je v1,vy,...,v;,vjy1,... v, V souctu maji lichou délku n, tedy pravé jeden
z nich musi byt liché délky, coz je spor s volbou nejkratsiho lichého sledu, jelikoZ tento
nové vznikly je kratsi.

ULOHA 1.3 - Mdme mnoZinu o n prvcich. K ni mdme permutace fi, f, aZ f, ne nutné
rizné. Kolik minimalné musi byt m, abychom z téchto permutaci vzdy mohli vybrat
podmnozinu, ze které jde slozit permutaci, kde se néjaky prvek z mnoziny zobrazi sam
na sebe?

RESENi: Ozn. prvky mnoziny jako ay,...,a,. Ukazme, Ze potfebujeme n permutaci.

n—1 nestaci - krasnym protipfikladem budou permutace, které nam cyklicky prohodi
vSechny prvky, tj. kazda permutace posune prvek a; na a;,; a a,, na a;. Pokud jich bude
pouze n—1, pfislozeni se kazdy z prvka posune o mensi pocet nez je n, ¢i-li se nezobrazi
sam na sebe.

n uz staci - podivejme se na libovolny prvek (fikejme mu a) a zobrazme ho postupné
ve vsech permutacich, tj. se podivejme na g, f(a), f>(fi1(a)),..., fu(fu_1(... f1(a))...), téchto
prvki bude pfesné n+ 1, z Dirichletova principu tam musi byt alesponi dva prvky stejné.
To znamena, Ze sloZeni permutaci mezi témito prvky ma pevny bod.

ULOHA 1.4 - Pro ptirozené n > 1 plati (n,n—1)(n,n—2)...(n, 1) = n¥, kde k je nezaporné celé
a (a,b) je nejvétsi spolecny délitel a a b. Dokazte, Ze n je mocnina prvocisla.

RESENi: Tvrzeni dokazeme sporem. Predpokladejme tedy, Ze existuji dvé riizna prvocisla
p a g, ktera déli n.

Podivejme se nejprve na jedno z nich a pokusme se vyjadrit, kolikrat se vyskytne v
soucinu na levé strané rovnosti. Vime, Ze n je nasobkem p a p bude délit presné kazdé
p-té ¢islo mensi nebo rovno n. Proto p déli pravé n/p — 1 nejvétsich spole¢nych déliteld v
soucinu. Pokud p? uz n nedéli, tady jsme skoncili. Pokud ale ano, bude také podle stejné
tvahy délit n/p? — 1 ¢initeld na levé strané.

Obecné tedy pfedpokladejme, ze nejvyssi mocnina, v niz p déli n, je a. Potom p’, i < a
déli pravé n/p’ — 1 ¢&initeld. Abychom ziskali nejvyssi mocninu p, ktera déli levou stranu
rovnice, musime tato ¢isla secist. Dostaneme tedy

n/p-1+n/p*=1+..+n/p"—1=n(1/p+1/p*+..+1/p*) -a.

Na pravé strané mame n*. Toto &islo bude délitelné p® umocnénym na k, tedy nejvyssi
mocnina p, ktera ho déli, je ak. JelikoZ se obé strany rovnice rovnaji, museji se rovnat i
mocniny, v nichz je p déli, a tak dostavame
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n(1/p+1/p*+...+ 1/p") —a = ak,
n(l+p+.. +p“‘1)—ap“ =p“ak,

pi-1

p-1

Pouzili jsme vzorecek pro soucet geometrické fady. Uplné stejnou tvahu mizeme
provést i pro g. Nejvyssi mocninu, ve které déli n, ozna¢me b a mame analogicky

n

—ap” =p"ak.

q

Vynasobenim bq?, respektive ap? dostavame

—abp“q® = p°qPabk,

bP—
p-

b

nap” T abp®q® = p"qPabk.

Obé rovnice maji stejnou pravou stranu, mame tedy

bP = —abp“q —nap“qq—_—abp q°,
bpu_ aq —

Na levé strané rovnosti mame g°, které tak musi délit pravou stranu. Ur¢ité je nesou-
délné s p*, vzdyt p a g jsou riizna prvocisla. Stejné tak je nesoudélné i se zlomkem, ktery
je souctem geometrické fady, protoze v této radé g déli vSechny cleny kromé 1. Zbyva
tak, ze q’|a. Analogicky ukazeme, Ze p®|b. Odtud zejména q” <a a p* < b.

JelikoZ p,q > 2, mame a > g” > 2Y a b > p* > 2%, takze dohromady a > 20 > 2%
Pro nejmensi mozné a = 1 tato nerovnost neplati a s rostoucim a poroste prava strana
mnohem rychleji nez leva, takZe nerovnost nemuze byt splnéna, mame spor.

Dostali jsme spor s pfedpokladem, kterym bylo, Ze existuji dvé rtizna prvocisla délici
n. Zavérem tedy je, Ze pokud néjaké n splnuje rovnici ze zadani, musi byt mocninou
prvocisla.

ULOHA 1.A - S pouZitim vyobrazenych 4 zelenych Gtvari odstrarte z hraciho planu vSechna
zabarvena (rtzova) pole. Kazdy z atvar@i musite pouzit pravé jednou a nesmite je pre-
vracet ani otacet. Utvary vkladate na plan postupné, pokud je zaplnéna cela fada nebo
sloupec, okamzité zmizi.

[41%
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RESENf: Postup pridavani zelenych Gtvard je ilustrovan pomoci osmi obrazkt. V kazdém
kroku se na hraci plan pfidal novy Gtvar, nebo doslo k odstranéni sloupcu ¢i radku.

1. obrazek: hraci plan ze zadani

2. obrazek: pridani atvaru S

3. obrazek: doslo k odstranéni 6. fadku, protoze byl zaplnén

4. obrazek: pridani utvaru T

5. obrazek: pridani atvaru L

6. obrazek: doslo k odstranéni radkt 8,9 a sloupct 1,2, 3, protoze byly zaplnéné
7. obrazek: pridani atvaru I

8. doslo k odstranéni 5. fadku, protoze byl zaplnén. Na obrazku se jiz nevyskytuji
zadna rtizova policka, tudiz mame hotovo

ThL"

"N
111

TR
Th

ULOHA 1.B - Najdéte vSechna pfirozena cisla y spliujici rovnici 4 — 2y — 4y = 0.

RESENT: Mame rovnici 4% — 2y — 4y = 0. Jednoduchymi upravami dostavame

4V =2y +4y
2%V = p(2Y + 4).

Vidime, ze leva strana rovnice je tvaru 2?9, tedy i prava strana musi byt mocnina ¢isla 2,
proto i oba ¢initelé souc¢inu na pravé strané budou mit tuto vlastnost.

y=2"
Y4 4=2b

Druha rovnice ma v pfirozenych cislech feSeni pouze pro y = 2:

* rovnici mizeme piepsat jako 2! -2 =4
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* obecné je rozdil 2" - 2", kde m > n, m,n € N, roven souctu mocnin dvojky 2k pro
které plati 2" < 2k < 2™, napt. 26 —22 = 64— 4 = 60 = 32+ 16 + 8 + 4, v ptipadé
m—n =1 je rozdil roven menSiteli

* v nasem pfipadé mame rozdil 4, to nemutzZe byt soucet mocnin dvojky, proto 2¥ = 4
Po dosazeni skute¢né 42 —22.2-4-2 =16 -8 - 8 = 0. Tedy jediné feseni nasi rovnice je

y=2.

ULOHA 1.c - Uvazujme téleso ve tvaru koule sjednocené s kuzelem, sdilejicim kruhovy
prurez. Prifez tohoto télesa muzete vidét na obrazku. Polomér koule je 1 a vyska kuzele
je 3. Urcete objem télesa.

RESENi: Jako prvni se zamyslime nad tim, jak nejjednoduseji tento objem vyjadrit. Jako
v zadani se na to budeme divat pouze z boku, ale pocitat budeme rovnou objem ve 3D.

C

Nejleh¢i asi bude si téleso rozdélit podle usecky XY. Vznikne nam tak kuzel (XYC) a
spodni cast koule. Objem kuzele vypocitame podle klasického vzorecku Vi, = %nrzv,
kde r =aa v =2+c (protoze [CD| =|CS| -1 = 2). Objem zbytku koule pak vypocitame
tak, Ze od objemu koule odec¢teme objem useklé Gsece (vrchni), tzn.: Vopytkerkoute = Vioute=
Visec = %nr3 - %nv2(3r —v), kde tentokrat r znaci polomér pavodni koule, tedy 1 a v =¢
je vyska tsece. Pro celkovy objem tedy dostavame:

1 4 1
V= gnu2(2 +c)+ gn - gnc2(3 )
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Stac¢i nam tedy vypocitat délky a a ¢ = 1 — b. Z podobnosti trojuhelnikia ASC a XZC
dostavame:

ICS| |CZ|
[4s] ~ XZ]
3 3-b
1 4
3a=3-b
b=3(1-a)

To si nyni dosadime do Pythagorovy véty z pravouhlého trojahelniku SXZ a dostavame
kvadratickou rovnici.
a?+b>=1

a?+(3(1-a)?=1
10a°>-18a+8=10

5a2-9a+4=0
Tu si za pomoci diskriminantu D = (=9)? —4-5-4 = 1 jednoduse dopocitame jako:
ayp = _(_9.)5iﬁ atedya;=1laa, = %. Miuzeme si ale v§imnout, Ze a musi byt jisté mensi

nez 1 a dostavame tedy a = %, b=3(1- %) = % a kone¢néic=1 —% = 2. Vysledny objem
tedy vychazi jako:

1 4, 204 1 2, 2
=—71(=)2+ =)+ -t —=7(= 5=
14 :gNS)(+5)+3n 3ng)(3 ;
64 4 52 192 +500-52
= —T+ =70 — T = T =
1257 37 375 375
_640n_]28n
- 375 75

ULOHA 1.D - Méjme abecedu A, ktera obsahuje 27 pismen. Dale méjme mnozinu S slov
této abecedy, tedy mnozinu konecnych posloupnosti pismen z A (prazdnou posloupnost
nepocitame).

Protoze takovych slov je opravdu hodné, budeme na téchto slovech uvazovat rovnosti
xyxz = xz a x> = x, kde x,9,z € S (tedy to jsou slova a ne pismena). V praxi to znamena,
ze kdykoliv ve slové bude néjaka podposloupnost xz, potom slovo, co ziskame tim, Ze
nahradime xz posloupnosti xyxz, pro libovolné y, budeme povazovat za stejné slovo. A
naopak, kdyz xyxz nahradime xz, budeme téz povazovat slova za stejna. Stejné tak pro
rovnost x* = x.

Takto se nam ztotozni opravdu hodné slov, napfiklad:

abc = azabc = azabzbc = azbc
Otazka nyni zni, kolik rtiznych tfid slov, co jsme ztotoznili, dostaneme.
RESENT: Nejprve si lze povSimnout, Ze ani jedna z operaci nedokaze zménit prvni a po-

sledni pismeno slova (vyjma xx = x, které ,,spoji“ prvni a posledni pismeno). Pak vSechna
slova délky 2 budou v rtiznych tridach.
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Diky piikladu ze zadani jiz vime, Ze abc = azbc (kde z € §), tedy libovolna slova se
stejnym prvnim a stejnymi poslednimi dvéma pismeny jsou ve stejné tfidé. Tim dosta-
neme, Ze tfid slov bude nejvyse tolik, kolik je nejvyse tfipismennych slov (ve kterych neni
stejné pismeno 2x za sebou).

Diky rovnosti abc = abce = abcacc = acc = ac vsak lze také priradit libovolnému tfipis-
mennému slovu tfidu dle jeho prvniho a posledniho pismene, tedy ztotoznime dvoupis-
mennad a vicepismenna slova. Jinymi slovy, libovolna dvé slova se stejnymi pocate¢nimi
a poslednimi pismeny jsou ve stejné tfidé slov. Ttid slov je tedy tolik, kolik je dvoupis-
mennych slov, tzn. 27 -27 = 729. (pozn. jednopismenna slova patfi do pfislusné tridy dle
rovnosti a = aa)
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