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RESENT 5. SERIE

POLYNOMY

ULOHA 5.1 - Permutonik rad permutuje koeficienty kvadratickych polynomi. Jednou na-
Sel na nasténce kvadraticky polynom, jehoz jeden z koeficientt byl 1 a vSechny jeho koe-
ficienty jsou po dvou rtizna prirozena ¢isla. Dokazte, Ze Permutonik zvladne permutovat
koeficienty tak, aby vysledny polynom mél 2 rizné realné koteny.

RESENT: Stac¢inam ukazat, Ze jedna z permutaci da polynom, ktery ma dva realné koreny.
Vybereme si tu, kde vedouci koeficient je 1 a koeficient u linarniho ¢lenu je vétsi nez
absolutni ¢len. Mame tedy polynom 1x? + bx +c;b > c.

To, Ze ma dva realné koteny, je ekvivalentni tomu, Ze jeho diskriminant b? - 4c je
kladny. To tedy musime dokazat.

Jelikoz b > c a protoZe jsou obé piirozend, plati b > ¢ + 1. Odtud b? —4c > (c +1)% -
4e=c?—2c+1 = (c— 1) Ze zadani vime, Ze c je vétsi nez 1, takze (c—1)*> > 0, a tedy i
diskriminant b2 — 4c je kladny.

Ukazali jsme, Ze existuje permutace koeficientt takova, Ze diskriminant bude kladny
a PermutonikGv polynom bude mit dva realné kofeny.

ULOHA 5.2 - Najdéte véechny celociselné kofeny polynomi 4x? + ax — a, jestliZe je i a celé
cislo.

RESENf: Vzorové feseni bylo pfevzato od Jany Fisherové Hledame kofen, tedy x, pro
které plati:

45> vax—a=0

Predpokladejme, Ze x = 1

a =

1-x
Zlomek napravo musi byt celé &islo, tudiz 1 —x musi délit 4x%. Vime, Ze x—1 a x jsou
neosudélna ¢isla, tudiz 1 — x déli 4. To znamena, Ze x muze byt pouze: -3, -1, 0, 2, 3, 5.
Pro tyto hodnoty najdeme a, pro které jsou tyto cisla kofeny: 9, 2, 0, -16, -18, -25
Nyni staci akorat provérit, Ze 1 nemtize byt koten: 4+a—-a=4#0
Tudiz kofeny jsou prave -3,-1,0,2,3,5
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ULOHA 5.3 - Mame normovany zaporneé reciproky' polynom Sestého stupné. Vime, ze ma
pravé dva dvojnasobné kofeny a soucet téchto kofenti je —4. Urcete tento polynom.

®e$eni: Hleddme polynom $estého stupné: P(x) = agx®+asx+agx* +asx3+a,x’+a,x' +ay.
Takovy polynom musi byt zaporné reciproky, tedy rovnou vime:
ag =—ap =1 (1)
as = —a (2)
ag =—ap (3)
az=-a3=0 (4)
Protoze polynom ma byt normovany, rovnou vime, Ze ag = 1 a 4y = —1, zaroven clen

az = 0. To uz vime spoustu véci! Pojdme si to ale jesté prepsat do trochu vic uzivatelsky
pfijemného tvaru, at v tom néco vidime: P(x) = x®+bx> +cx*—cx?>~bx' +1. Zada-li vam né-
kdo polynom, mtizete zkusit predpokladat, ze takovy ¢lovék byl hodny a dal vam pékné
kofeny. Navic u reciprokych polynomt, které jsou krasné symetrické je bézna praxe vy-
zkousSet, jestli nema kofeny +1. Existuji na to pravidla, podle toho jestli je zaporné, nebo
kladné reciproky, neni ale potfeba si to pamatovat, prosté to vyzkousejte.

P(1)=1%+b1%+c1*—c12-b1'+1=0 (5)
P(-1) = (-1)0 +b(-1)° + c(-1)* = ¢c(-1)>=b(-1)! +1 =0 (6)

Tak mame hned dva kofeny z maximalniho poctu Sesti kofend. Mazou byt tyto kotfeny
témi dvojnasobnymi? Jejich soucet je nula, ne -4, tedy odpovéd zni ne. To je ale dobfte,
protoze ted vime, Ze mame mit ¢tyfi kofeny, z cehoz dva jsou dvojnasobné. Navic pfi re-
ciprokych polynomech plati krasna véc, Ze je-li a kofenem, pak je kofenem i % Hledejme
tedy dvojnasobny kofen a a dvojnasobny kofen 1/a.

1
=4
at— (7)
a’+1=-4a (8)
a’+4a+1=0 (9)
4+vV16-4-1-1
a1 = > :21\/5 (10)

Poznamenejme jen, Ze kvadraticky polynom jehoz feSenim jsou prevracena cisla je
také reciproky, a Ze skute¢né plati 2 + V3 = 2#%

Kdyz uz zname vsechny kofeny, neni nic jednodussiho nez mezi sebou roznasobit
kotfenové zavorky a zpétné ziskat cely polynom!

P(x) = (x—l)(x+1)(x—2—\/§)2(x—2+\/§)2 = (x=1)?(x*—4x+1)? = x0+8x°+17x*-17x%>-8x—1
(11)

1Zaporné reciproky polynom je takovy, pro ktery plati a,,_j = —ay pro vSechna k € {0,1,...,n}.
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ULOHA 5.4 - Mé&jme zobrazeni F, které vezme polynom f(x) = a,x"+a,_;x" "' +... +a;x+aq
a vrati polynom g(x) = f(a,)x"+ f(a,_1)x" ' +... + f(a;)x+ f (ag). Dokazte, Ze pro libovolné
prirozené ¢islo n existuje polynom f(x) stupné n, ktery je poslan zobrazenim F

a) Na nulovy polynom (g(x) = 0)

b) Sém na sebe (F(f(x)) = g(x) = f(x))

¢) Rozhodnéte, pro ktera prirozena k existuje v kazdém stupni polynom, ktery se
zobrazi na svij k nasobek.

RESENT: Pro cast 1. ukadZeme, Ze vyhovuje polynom tvaru f(x) = —x" —x""1. Pron = 1
dostaneme polynom —x — 1, ktery ma vsechny koeficienty —1. —1 je zaroven kofen tohoto
polynomu, tedy se zobrazenim F posle na nulu. Pro vyssi n je —1 opét kofenem polynomu,
nebot —x" — x"1 = x"~1(—x — 1). Zaroven bude ziejmé jeden z kofend 0, proto f zobrazi
koeficienty —1 i 0 zobrazi na nulu. Jiné koeficienty nemame :).

Druha cast je specialni pripad casti 3 pro k = 1.

Pro posledni ¢ast uvazujme pro libovolné n polynom tvaru g(x) = kix". Jeho koefici-
enty jsou pouze 0 a ki. f(0)=0, f(k%) = k- kv. Vidime, Ze kazdy koeficient se zobrazi na
k nasobek ptivodniho, tedy F(g) = kg. Odtut tedy i druha ¢ast ma feseni g(x) = x".

ULOHA 5.A - Dva soustfedné oblouky kruznic o délce a jsou spojeny kolmymi tseckami
délky a tak, ze vznika ,pseudoctverec” o vnitfnim thlu a a strané g, viz obrazek.

Vyjadrete pomér délky strany pseudoctverce a ku poloméru vnitfni kruznice r;.

RESENI: Pro vzorové feseni jsem se rozhodla vyuzit feSeni Toma Pazourka:

Pro obvod celé mensi kruznice plati 2rtry = a + ary. Zfejmé plati a = 0;_:1 = %
lobloukED| _ g4 £y \
TEST T wen Nas nové

a nyni z podobnosti dvou vyse¢i BSC a ESD dostavame a =

vyjadfeny uhel a ted dosadime do prvni rovnice a upravime:
27ry =a+ u“f;l.

2nery(a+ry)=ala+r))+ar.

2ntria+ 27{r12 =a’+ar, +an

a’+(2-2m)ar, - 27zr12 =0
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Rovnost vydélime ¢&islem r{ a zavedeme substituci, kde si na$ hledany pomér ozna-

¢ime jako x, tzn. x = % Dostavame:
x?+(2-2m)x—2m = 0.
Kdyz nyni vyfesime tuto kvadratickou rovnici, vyjde nam, ze
—(2-21)+\4(1-10)2+8
X1,2 = B2 2( S 1Rt
Vzhledem k tomu, Zze pomér dvou délek musi byt nezaporné c¢islo, dostavame jediné

feéenix:%:n—1+\/n2+l.

ULOHA 5.8 - Rozhodnéte, zda 1ze vyplnit Sachovnici 8 x 8 pomoci 7 korit a jednoho stielce
tak, Ze je kazdé pole ohrozovano alespon jednou figurkou. (Figurka neohrozuje policko,
na kterém stoji.)

RESENT: Nejprve si vSimnéme, ze koné i stfelec ohrozuji vzdy pole pouze jedné barvy,
pri¢emz ki jich ohrozi nejvyse osm a stielec tfindct. Necht BUNO sttelec ohroZuje ¢erna
pole. Pak zbyva jesté 32 — 13 = 19 neohrozenych cernych poli, na jejichz pokryti budou
zapotiebi alespon tfi koné. Na bila pole tak zbyvaji ¢tyfi koné. Je vSak zapotiebi pokryt i
dvé rohova bila pole. Koné ohrozujici tato pole zvladnou pokryt pravé Sest poli celkem,
vsichni ¢tyfi jezdci tak ohrozi nanejvys 2 x8+2x 6 = 30 poli, coZ nestaci na pokryti vSech
bilych poli. Tim jsme ukazali, Ze zadani nelze splnit.

ULOHA 5.c - Na testu z Brkosologie je 16 otazek. U kazdé otazky se vybira ze ¢tyf odpo-
védi, z nichz je pravé jedna spravna. Za kazdou spravnou odpovéd ziska student 3 body.
Za kazdou Spatnou odpovéd se mu 1 bod odecita. Pokud nezaskrtne zadnou odpovéd,
nebo odpovédi zaskrtne vice, neziské nic. Jaka je pravdépodobnost, ze Jaro Svrkosik ziska
pravé 16 bodt, kdyz nahodné zaskrtne 16 odpovédi? Uvazujte situaci kdy mtize zaskrt-
nout i vice odpovédi u jedné otazky. Konecny vysledek nemusite konkrétné vy¢islit.

RESENT: Hledame podil poctu vSech vyplnéni testu, za néz po zaskrtnuti Sestnacti odpo-
védi ziskame 16 bodi, a vSech moznych vyplnéni testu pfi zaskrtnuti Sestnacti odpovédi.
Vsech moznych vyplnéni testu pfi zaskrtnuti 16 otazek je (?2). Zbyva tedy zjistit pocet
vsech vyplnéni testu, za néz po zaskrtnuti Sestnacti odpovédi ziskame 16 boda.

Za kazdou otazku muzeme ziskat bud 3, o, nebo -1 bod. Hledame ¢isla, ktera splnuji
nasledujici soustavu rovnic: 35+ 0n —ch = 16 (pocet ziskanych bodt je 16) s+ n+ch=16
(pocet otazek je 16)

Neznamé s, n a ch znaci po fadé pocty spravnych, nevalidnich a chybnych odpovédi
a vSechna patii do pfirozenych cisel s nulou. Tato soustava ma tfi mozna feseni:

i-(s,n,ch)=(8,0,8)

ii - (s,n,ch): (7)4!5)

iii - (s,n,ch)=(6,8,2)

Vsechny tyto tfi pfipady si postupné rozebereme. Chceme pro kazdou z téchto moz-
nosti zjistit pocet moznych vyplnéni testu:

i-Jaro odpovédél osmkrat spravné a osmkrat Spatné. Otazky, na které Jaro odpovédél
spravné vybereme (186) zpusoby. Pro tyto otazky pak mame jasné dané, kterou odpoved
musel Jaro zaskrtnout - tu spravnou. Na zbylé otazky musel Jaro odpovédét chybné. Mu-
sel tedy u kazdé takové otazky vybrat jednu ze tfi sSpatnych odpovédi, kterou zaskrtl.
To mohl udélat 38 zpasoby. (Mél u osmi otazek tfi moznosti.) Celkové mél tedy (186) x 38
moznosti.
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ii - Jaro odpovédél sedmkrat spravné, pétkrat spatné a ctyfikrat nevalidné. Otazky,
na které Jaro odpovédél spravné vybereme (176) zpusoby. U téchto otdzek musel vybrat
jedinou spravnou odpovéd. Otazky, na které odpovédél Jaro chybné vybereme (g) zpu-
soby. (Vybirame pétiprvkové podmnoziny z devitiprvkové mnoziny otazek, na které ne-
odpovédél Jaro spravné.) Podobné jako u predchoziho pfipadu zaskrtnuté odpovédi u
téchto otdzek vybereme 3° zpiisoby. Zbyva uréit pocet moznosti, jak mohl Jaro odpo-
védét na zbylé Ctyfi otazky, jejichZz odpovéd meéla byt nevalidni. U kazdé otazky mohl
vybrat bud 0,2,3, nebo 4 odpovédi. (Kdyby vybral jednu, pocitala by se tato otazka do
dvé moznosti: Bud u jedné ze Ctyf otazek odpovi zaskrtnutim vsech odpovédi (vybi-
rame jednu ze ¢tyt otazek) a ostatni odpovédi necha prazdné, nebo odpovi na dvé otazky
dvéma odpovédmi a zbylé odpovédi nechd nezaskrtnuté (vybirame dvé odpovédi ze ¢ty
a pak mame u kazdé odpovédi 6 moznosti, jak vybrat dvé odpovédi ze ctyr). To odpovida
(7)*(3)*3% (1) +(5) = 67).

iii - Jaro odpovédél Sestkrat spravné, dvakrat spatné a osmkrat nevalidné. Otazky, na
které odpovédél spravné, vybereme (166) zpusoby. Opét mohl vybrat pouze jedinou odpo-
véd. Otazky, na které odpovédél Jaro chybné vybereme ( 120) zpusoby. Chybné odpovédi
vybira, podobné jako v predchozich ptipadech, 3% zpisoby. Ted zbyva rozebrat pocet
riiznych moznych nevalidnich zodpovézeni. Potfebujeme mit osm nevalidné zodpovéze-
nych otazek a to osmi odpovéd'mi. Mame ¢tyfi moznosti, jak toho dosahnout: a) 4 a 4
odpovédi, b) 4, 2 a 2 odpovédi c) 3, 3 a 2 odpovédi d) 2, 2, 2 a 2 odpovédi. Odpovida to
celkove (19)(9) 32+ () + (3) + 6 #(©) + () 42 #(0) 6.+ (3) » 69).

Nakonec vSechny pripady secteme a podélime (?g):

(§)*35+ (1) *(3) 37 % () + () *67) + ()5 * 325 ((5) + (5) *6° % () + () * 42 (1) * 6+ (3)

*64)

64
(]6)
Coz kdyz vy¢islime je pfiblizné 0,0009076, tedy 0,09076%.

ULoHA 5.0 - Kolik nejméné bodii musime nakreslit dovnitf konvexniho n-uhelniku, aby v
kazdém trojuhelniku, jehoz vrcholy jsou vrcholy tohoto n-thelniku, lezel alespori jeden
bod?

RESENf: Nejprve dokazeme, zZe n—3 bodt nestaci. Méjme libovolnou triangulaci n-thelnika.

Ta obsahuje n — 2 trojuhelnikt. V kazdém z nich musi lezet alespon jeden bod, coz dava
n—2 bodda, tedy n — 3 bodl urcité stacit nebude.

Nyni méjme libovolny konvexni n-thelnik. Zorientujme ho tak, aby zadna z jeho
stran ani uhlopficek nebyla svisla (cozZ zfejmé jde, jelikoz je jich kone¢ny pocet). Ozna¢me
vrchol nejvice nalevo V; a ¢islujme podle x-ové soutednice V,,, tedy V,, je vrchol nejvice
vpravo. Nyni sestrojime chténych n —1 bodt. Pro kazdy vrchol V; kromé V; a V,, sestro-
jime bod B;. Spustmé svislou pfimku p; prochazejici bodem V;. Necht U; je bod odpovi-
dajici priseciku p; s nékterou z ahlopficek takovy, Ze jeho vzdalenost od V; je minimalni.
Bod B; pak bude lezet v poloviné usecky V;U,;.

Nyni dokéZeme, Ze danou konstrukci jsme opravdu doséahli toho, Ze v kazdém troj-
uhelniku, jehoz vrcholy jsou vrcholy tohoto n-tthelniku, lezi alespon jeden bod. Méjme
trojuhelnik V;V;Vj, kde buno i < j <k. Pak bod B; ziejmé lezi uvniti thlu <V;V;V;. Za-
roven z konstrukce plati, Ze isecku V;B; neprotina strana V;Vj, nebof ji neprotina zadna
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uhlopticka. Bod B; tedy lezi uvnitf trojuhelniku V;V; V.

Tim jsme dokazali, Ze musime nakreslit alespor 7 — 2 bodt.

Ps.: vzorové feseni bylo lehce upraveno pro lepsi ¢itelnost, napad na zcitelnéni zapuj-
¢en od Erika Jezka.
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