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RESENT 4. SERIE

KRUZNICE

ULOHA 4.1 - Méjme deltoid ABCD vepsany do kruznice k(S, r), pficemz |[<ABC| = |<CDA]|;
kruznici Slovensko(A,|AB|); kruznici Svet(C,|BC|). Urcete velikost thlu (interval) BAD
tak, aby:

a) S lezi v praniku kruht uréenych kruznicemi Svet, Slovensko,

b) S lezi v priniku kruznic Svet, Slovensko.

RESEN{: Protoze je deltoidu opsana kruznice, jedna se o tétivovy ctyruhelnik, pro ktery
plati, Ze soucet jeho protilehlych Ghlt je 180°. Ze zadani vime, Ze se velikosti thlt <ABC
a <CDA rovnaji, proto plati, ze |[<TABC| = |[<CDA| =90°.

Podivame se na krajni situace:

Pokud by kruznice Svt prochazela bodem S, pak budou trojuhelniky ABCS a ADCS
rovnostranné. (Kruznice Svt i kruznice k jsou stejné velké, protoze sdili polomér |[SC| a
zaroveni |[DC| i |BC| jsou poloméry kruznice Svt, proto |[SC| = [DC| = |BC|.) Uhel <BCD
ma tedy 120° (2x60°), takze |[<<BAD]| je 60° (soucet protilehlych ahla v tétivovém ctyi-
thelniku je 180°). Aby bod S lezel uvnitf kruhu Svt, musi byt velikost thlu <BAD vétsi
nebo rovna 60°.

Pokud by kruznice Slovensko prochazela bodem S, pak budou trojuhelniky ABAS
a ADAS rovnostranné. (Kruznice Slovensko i kruznice k jsou stejné velké, protoze sdili
polomér |[SA| a zaroverni |[DA|i |BA| jsou poloméry kruznice Slovensko, proto [SA| =|DA| =
IBA|.) Uhel <BAD ma tedy 120° (2x60°). Aby bod S leZel uvnitt kruhu Slovensko, musi
byt velikost thlu <BAD mensi nebo rovna 120°.
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Takze aby bod S lezel v priniku kruha ur¢enymi kruznicemi Svt a Slovensko, musi
|BAD| nalezet do uzavteného intervalu < 60°,120° >.

Pranik dvou kruznic maze byt bud jeden, dva, nebo nekone¢né mnoho (pokud jsou
kruznice totozné). Kruznice Svt a Slovensko totozné nejsou, protoze maji dva rtizné
stfedy. Proto je maximalni pocet prisecika téchto dvou kruznic 2. Témi jsou ale uz body
B a D, proto bod S uz dalsim prtsecikem neni, pokud nékteré z téchto tfi bodu nesply-
vaji. Body B a D jsou urcité razné, protoze to jsou dva ruzné vrcholy ¢tyfuhelniku a S je
rizny od B i D, protoze B a D lezi na obvodu kruznice k a S je jeji stfed.

ULOHA 4.2 - ABCDEF je Sestitthelnik vepsany kruznici k, kde AB=BC, CD = DE a EF =
FA. Ukazte, ze AD, BE a CF se protinaji v jednom bodé.

RESENf: Uvazujme kruznici opsanou trojahelniku ACE. Kruznice prochazejici vSemi tfemi
body je jen jedna a to k. Tedy na kruznici opsané trojuhelniku ACE lezi i body B,D, F.
Protoze |AB| = |BC|, musi bod B leZet na ose strany AC. Tedy B je Svrékovym bodem
trojahelniku ACE naproti bodu E. Pak pfimka EB je osou thlu <AEC. Podobné piimky
AD,CF jsou po fadé osami thlid <EAC,<ACE. Tedy zadané usecky jsou osami uhla v
trojahelniku a ty se vzdy protinaji v jednom bodé.
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ULOHA 4.3 - Méjme konvexni ¢tyfuhelnik ABCD. Vepiseme kruznici k; trojahelniku ABD
a k, trojahelniku BCD. KruzZnice k; se strany BD dotyka v bodé X, kruznice k; se strany
BD dotyka v bodé Y. Ukazte, ze X =Y, jestlize je ABCD tec¢novy ¢tytruhelnik.
RESENT: Oznac¢me si body dotyku kruZnic se stranami ¢tyfahelnika:
K - strana AB, kruznice k;
L - strana BC, kruznice k,
M - strana CD, kruznice k,
- strana AD, kruznice k3

Dale z mocnosti bodu ke kruznici vime, ze

|AK| =|AN|
|BK| = |BX]|
IDX| = |DN|
|ICL|=|CM]|
|BL| = |BY|
IDY|=|DM]|

Pro te¢novy ¢tyiruhelnik plati:
|AB|+|CD| =|BC|+|DA|
coz miizeme pomoci vySe vypsanych rovnic prepsat jako:
(|AK|+|KB|)+ (|ICM|+|MD]|) = (|BL|+|LC|)+ (IDN|+|N Al) (body dotyku lezi na strané, proto
si délky odpovidaji)
|AN|+|BX|+|CL|+|DY|=|BY|+|LC|+|DX|+|NA]| —-|AN|-|CL|
|BX|+|DY|=|BY|+|DX| |BX|=|BD|-|DX]|; |BY|=|BD|-|DY]|
|BD|-|DX|+|DY|=|BD|-|DY|+|DX]|
2IDY| = 2|DX| => |DY| = |DX]
Vime, ze bod X i bod Y lezi na Gise¢ce BD, proto X =Y
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ULOHA 4.4 - Necht ABC je ostrouhly trojuhelnik s raznymi délkami stran. S;, Sy, S, jsou
po tfadé stredy stran a,b,c. Dokazte, ze kruznice opsané trojuhelnikim AS,S., BS,S. a
CS,Sy, se protinaji v jednom bodé a ukazte, Ze tento bod lezi na pfimce urcené stredem

v Vv

RESENf: Uvédomme si, Ze kazdé dvé kruznice budou mit dva priseciky - jednim budou
prislusné stredy stran. Ten druhy musi existovat, protoze kdyby se dotykaly jen v jednom
bodé, nachazeli bychom se v pripadé pravouhlého trojahelnika, ze zadani ale mame, ze
ABC je ostrouhly.

Vsimneme si, Ze vSechny tfi kruznice opsané mensim trojuhelnikim se protinaji ve
stfedu kruznice opsané trojuhelniku ABC. Musime to ale ukazat. AS.S; je trojuhelnik
podobny trojuhelniku ABC, oba jsou dokonce stejnolehlé, se sttedem v bodé A a koefi-

cientem 3, v této stejnolehlosti se na sebe musi zobrazit i stfedy kruznic opsanych ma-

lému a velkému trojuhelniku. Budou tedy lezet na jedné pfimce i s bodem A, pfi¢emz
2|AO,| =1A0|, kde O, je stfed kruznice opsané AS,S, a O je stfed kruznice opsané ABC,
tim padem bod O spadne na kruznici opsanou AS;S., analogicky ukazeme, Ze se bude
nachazet i na kruznicich opsanym zbylym mensim trojahelnikéim.

Uvédomme si jesté, ze stredy stran S,, Sy, S, lezi na Feurbachové kruznici. Ze stu-

v Vev

opsané O lezi na Eulerové pfimce. Tim jsme hotovi.
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ULOHA 4.A - Rozhodnéte, zda Ize vyplnit vSechna policka tabulky na obrazku ¢isly 0—-10
tak, ze plati zaroven:

1. pokud ¢isla m a n lezi v polickach sousedicich stranou, 3 nedéli (m —n),

2. zadné dva Sestithelniky (skladajici se ze tfi poli¢ek) nemaji stejny soucet cisel.

O

RESENf: Zaméfime se na Sestithelniky tvofené praveé tfemi policky. V kazdém takovémto
Sestiuhelniku spolu sousedi vSechna policka. Pokud rozdil kazdych dvou nema byt déli-
telny tfemi, musi ¢isla vepsana do policek davat zbytky 0,1 a 2 (mod 3). Kdyby néjaka
dvé policka davala stejny zbytek r, dala by se zapsat jako 3a+r a 3b + r a jejich rozdil by
byl 3a+r—3b—r = 3(a—b), coz je ztejmé délitelné tfemi. Pojdme se tedy podivat na to, jaké
soucty nam tyto Sestithelniky mohou dat. Pokud mame splnénou prvni podminku, tak si
¢isla v jednom Sestitthelniku mtizeme zapsat jako 3a, 3b+1 ¢ 3c+2. KdyzZ je nyni secCteme,
dostavame 3a+3b+1+3c+2 =3(a+b+c+1). Viechny soucty tedy budou délitelné tfemi
a nejmensi mozny je 3 a nejvétsije 27 (0 ani 30 pfi splnéni prvni podminky dostat nemi-
zeme). Celkem tedy mtzeme dostat 9 riznych souctd (konkrétné 3,6,9,12,15,18,21,24 a
27), ale Sestitthelniki je 10. VZdy budou tedy existovat minimalné 2 Sestithelniky, které
budou davat stejny soucet a nelze tabulku vyplnit tak, aby byly splnény obé podminky
zaroven.

ULOHA 4.B - Definujme posloupnost ¢isel P, nasledovné:
Py=0
P =-1
n>2:P,=P,1+P,_,+(-1)"-F,

Kde F,, je n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti, definované jako

n>2:F,=F,  +F, .

V zavislosti na n urcete P,.
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RESENT: KdyZ si vypiSeme prvnich nékolik ¢lenti obou posloupnosti, mlizeme si vSim-
nout, ze by vzorec pro P, mohl byt takovy, Ze pro suda n plati P, = 0 a pro licha n plati
P, = -F, ;1. Domnénku dokdazeme matematickou indukci.

Baze: Pron =0 plati By=0a pron =1 plati P, = -1 = —F,.

Indukéni predpoklad: Méjme libovolné n > 2. Pfedpokladejme nyni, ze pro vSechna
m < n plati P,, = 0 pro m sudé a P,, = —F,,,1 pro m liché.

Indukéni krok: Samotny indukéni krok rozdélime na dva priklady.

Necht je n sudé, tedy n = 2k pro néjaké k € N. Pak

P, = Py = Pojy + Po_p + (-1)* - Fop = —Fpp_y 1 + F = 0
Necht je n liché, tedy n = 2k + 1 pro néjaké k € N. Pak
Py = Popyy = Py + Poy + (=1 - Fypy = —Fop141 = Fager = =Fagy2 = —Fra
Tim jsme dokazali predpoklad, ze P, se da vyjadrit jako P, = 0 prosudana P, = —F, ;
pro licha n.

Kdyby po nas zadani chtélo explicitni vyjadieni bez pouziti funkce F,, mtzeme si F,
vyjadrit jako
9" gy

NS

ULOHA 4.c - V zavislosti na a € R urcete pocet feSeni soustavy rovnic pro x,y,z, w € R:

*+y’+zw=a
yz +2% +xw=2a
w? +x% + vz =3a
22+ w? xy =4a
RESENT: Rovnice po fadé oznacme (1),(2),(3),(4). MGzeme si vSimnout, ze sectenim (1) +

(4) a (2) + (3) dostaneme v obou pfipadech na pravé strané 54. Mzeme tedy porovnat
levé strany a vyraz zjednodusit:

PryirZrwt rzwrxy = x* +p2 + 22 v wl Fxw+yz (1)
ZWH+ XY —XW—yz (2)
Z(w-y)-x(w-y)=0 (3)
(z=x)(w-y)=0. (4)

Nutna podminka pro platnost soustavy je tedy (nezavisle na hodnoté a) x =zVy =w.
MiiZeme si vSimnout, Ze pfi x = z jsou levé strany rovnic (1) a (2) totozné, coz implikuje
a = 2a a tedy a = 0. Obdobné pfi y = w jsou totozné levé strany rovnic (1) a (3), tedy
a = 3a, z cehoz opét a = 0. Z podminky tak pfimo vyplyva, Zze pokud ma soustava feseni,
pak a = 0. Obménou nenulovost a implikuje, Ze neexistuje zadné feseni soustavy.

Pojdme nyni vSechna feseni pro a = 0 nalézt. Se¢tenim vsech ¢tyf rovnic (proa=0) a
naslednou tpravou na ¢tverce dostavame:

202+ 2+ 22 +wd) +zw+xw+ vz +xp =0 (5)
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2 2 2 2
A YL UCINS oW 3y ”
z ¢ehoz okamzité vidime, Ze x =y = z = w = 0 je jediné feseni soustavy pro a = 0,
jelikoz leva strana rovnice obsahuje pouze nezaporna ¢isla (druhé mocniny realnych ¢isel
jsou vzdy nezaporné).
Celkem tedy vidime, Ze pro a # 0 neexistuje feseni v R a pro 4 = 0 ma soustava feseni
pouze pro x =y =z =w = 0 v tomto oboru.

ULOHA 4.D - Méjme n mést ve staté Svét a m mést ve staté Slovensko. Plati, Ze mezi dvéma
mésty mliZe existovat pfima cesta (ktera neprochazi zadnym jinym méstem) pouze pokud
jsou v jiném staté. Avsak ne mezi vSemi mésty, které jsou v rtiznych statech, musi vést
prima cesta. V zavislosti na n a m najdéte nejvétsi k takové, Ze mezi mésty mize existovat
k pfimych cest, ale pfitom se nikde nevytvori "kruznice/cyklus"- tedy pokud Kouma s
Noumou pojedou autem a nebudou se po cesté vracet zpatky, nikdy nedojedou do mésta,
kde jiz byli.

RESENf: Nejprve ukazeme, ze pocet pfimych cest mezi mésty neprekroci n+m—1. V
obou statech dohromady je n + m mést; predstavme si, Ze mezi zadnymi dvéma nevede
cesta, a mésta tedy tvofi m + n navzajem nepropojenych komponent. KdyZ nyni pfidame
cestu spojujici dvé mésta, propojime navzajem dvé komponenty a pocet nepropojenych
komponent se o jedna snizi. Zaroven plati, Ze mezi dvéma mésty existuje cesta (ne nutné
prima), pravé kdyz jsou soucasti jedné komponenty. Pokud bychom pfidali pfimou cestu
mezi mésty, kterd uz jsou soucasti jedné komponenty, existovaly by mezi nimi nejméné
dvé rtzné cesty a jejich spojenim by vznikla kruznice. Jediné cesty, které tedy mizeme
mezi mésta pridavat, jsou ty, které pocet komponent snizuji o 1. Je zfejmé, Ze na konci
musi existovat alespon jedna komponenta, a tak mtiZeme mezi n+m mést pridat nejvyse
n+m-1 cest.

Abychom ukazali, ze takového k 1ze dosahnout, najdeme pro kazdou dvojici n, m kon-
strukci obsahujici n+m—1 pfimych cest. Vybereme si v kazdém staté jedno hlavni mésto;
tomu na Slovensku budeme fikat Bratislava a tomu ve Svété Brno. Jako prvni propojime
Bratislavu se vsemi mésty ve Svété, tim vznikne n pfimych cest. Dale Brno propojime
se vSemi mésty na Slovensku kromé Bratislavy, protoZe mezi nimi cesta uz existuje. Tim
sestrojime dalsich m — 1 pfimych cest, dohromady jich tedy mame n+m —1.

Vsechna mésta kromé Brna a Bratislavy jsou v nasi konstrukci propojena pouze s
jednim dal§im méstem, a tak nemohou byt soucasti kruznice (jakmile do nich dojedeme,
muzeme pokracovat pouze toutéz cestou, kterou jsme do nich pfijeli). Jedina mésta, ktera
by tedy mohla tvofit kruznici, jsou Brno a Bratislava, kruznice mezi pouze dvéma mésty
ale vzniknout nemuze, a tak nase konstrukce odpovida zadani a ukazali jsme, ze k =
n+m-—1.
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