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RESENT 3. SERIE

NAZEV SERIE

ULOHA 3.1 - V Sestithelniku rozdéleném na 96 trojuhelnikd jsou na kazdém z 61 bodt
dvé Sisky. V kazdém tahu musime na kazdy ze tfi vrcholti jednoho zvoleného nejmensiho
trojuhelniku pridat jednu Sisku. MliZe nastat situace, kde je na kazdém bodu 2024 Sisek?
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RESENT: Mohli bychom si vrcholy trojuhelniki obarvit jako na obrazku. Pokud pak zvo-
lime néjaky trojuhelnik, tak pribyde jedna sSiSka na modrou, zelenou i ¢ervenou. Nicméné
cervenych a zelenych bodi je kazdych 21, modrych jenom 19. V§em modry musime do-
hromady dodat 19-2024—-19-2 = 38418 sSisek, coz udélame vybérem 38418 trojuhelnika.
Pak ale pocet $iSek na cervenych vrcholech bude 21 -2 + 38418 = 38460 pricemz ale ve
finalnim stavu by na vsech ¢ervenych vrcholech mélo byt 21 -2024 = 42504.
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ULOHA 3.2 - Strom DEVY ma podstavu ve tvaru pismene D, ze které tr¢i Y. Kromé toho
mame neomezeny pocet pismen E,V,Y a vétvi se. V kazdém kroku musi stromu pridat
jedno patro o vysce jednoho pismenka. Mtze stavét nasledujicimi zptisoby:

1. najednu vétev stromu umisti pismeno Y a stanou se z ni tak dvé nové vétve,

2. na dvé sousedni vétve umisti pismeno V vzhliru nohama a spoji je tak do jedné
vétve,

3. na tfi sousedni vétve umisti pismeno E otocené o 90° tak, ze z nich zadna vétev
nepokracuje.

Rozhodnéte, zda existuje strom, ktery v poslednim patfe nema zadnou volnou vétev, tzn.
Devy vSechny vétve ukoncil pismeny E.

A [ A

podstava 1. 2. 3.

RESENi: Jako vzorové feseni jsem se rozhodla pouzit feSeni Pavla Hyanka: Uvazme libo-
volné patro stromu a v ném oznac¢me y, v, e postupné pocty vyskytd pismen Y, V, E v ném.
Pocet vétvi prichazejiciho z pfedchoziho do tohoto patra ozna¢me a a pocet vychazejicich
vétvi z tohoto patra do toho dalsiho jako b. Z tvart jednotlivych pismen dostavame
a=y+2v+3e,b=2y+v=3|(3y+3v+3e)=a+b.

Pokud tedy 3 { a, pak zfejmé 3 1 b. JelikoZ 3 nedéli pocet pismen pfichazejich do
prvniho patra, nemuze diky tomuto pozorovani délit pocet vétvi prichazejicih do jaké-
hokoliv jiného patra.

Kdyby existoval strom, z jehoz posledniho patra by nevychazela zadna vétev pak by
3 délila tento pocet vychozich vétvi (ktery je 0) coz je spor s pfedchozim porozovanim.
Takovy strom tedy existovat nemuze.

ULOHA 3.3 - Drak ma n hlav. Kdyz mu useknes 2 hlavy, naroste mu dalsich k + 2 hlav, kde
k je pocet hlav pred useknutim a vzapéti mu upadne s(k) hlav, kde s(k) je ciferny soucet k.
Kdyz mu useknes 11, narostou mu dvé hlavy. Jiné poc¢ty hlav mu sekat nelze, musis tedy
useknout pravé 2 nebo pravé 11 hlav. Pro ktera n dokazes draka zabit? Draka zabijeme
tak, Ze usekneme pravé tolik hlav, kolik jich aktualné ma.

RESENT: Ukazeme, Ze zbytek poctu hlav po déleni deviti se neméni, tj. je invariantem.
Ziejmé useknuti 11 hlav zbytky zachovava, tj. n—11+2=n mod 9
Pri sekani 2 se pocet hlav draka zménina n—2+n+2—s(n) = 2n—s(n), avsak protoze
n=s(n) mod 9, vztah lze dale kongruencemi upravit: 2n—s(n)=2n—-n=n mod 9. Tedy
i useknuti dvou hlav zachova zbytkovou tfidu modulo 9.
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Necht n = 9k+2,k € Ny. Pak 1ze draka zabit opakovanym sekanim 11 hlav, pfi kazdém
useknuti se pocet hlav snizi 0 9, az jich zbyde 11, jejichz useknutim je drak zabit. Pfipad
n = 2 vyfesime useknutim dvou hlav.

V opa¢ném pfipadé, kdy n # 2 mod 9, se sekanim hlav nelze dostat do stavu n = 2
mod 9, tedy zejména nemuze nastat situace, kdy ma drak 2 nebo 11 hlav a lze jej zabit.

Tim je dikaz hotov.

ULOHA 3.4 - Kouma ma na displeji svych méraka vSechna pfirozena cisla od 1 do 2024.
Sestricka si vzdy vybere dvé cisla, ta se smazou a misto nich se na displeji objevi jejich
nejmensi spole¢ny nasobek a nejvétsi spolecny délitel. Pan doktor hlida, Ze soucet cisel
na displeji neklesne pod 1500000. Ukazte, zZe to se nikdy nestane.

RESENi: Jak je znamo, soucin dvou prirozenych cisel je stejny jako soucin jejich NSN a
NSD. Tedy libovolnou tapravou se soucin vSech cisel nezméni a bude stale 2024!. Z AG
nerovnosti vime, Ze 20SW > *3/2024!, kde S je soucet viech &isel. Proto S je vétsi neZ prava
strana vynasobena ¢islem 2024, cozZ je ¢islo vétsi nez 1500000.

ULOHA 3.A - Méjme ostrouhly trojuhelnik MRK a 3 rtizné kruznice. Stfed kazdé kruznice
je zaroven stfedem strany trojuhelniku MRK a dale plati, Ze na kazdé kruznici lezi pravé
2 vrcholy trojahelniku. DokaZte, Ze vSechny praseciky téchto kruznic leZi na stranach
trojuhelniku MRK.

RESENi: Mame ostrouhly trojuhelnik MRK. Dale mame tfi kruznice k, m, r se stfedy ve
stfedech stran MR, RK, KM trojahelniku MRK takové, Ze na kazdé z nich lezi pravé dva
vrcholy tohoto trojuhelniku.

Méjme BUNO kruznici k se sttedem odpovidajicim stiedu asecky MR. Jelikoz mé
trojahelnik tfi vrcholy a dva z nich maji lezet na kruznici k, musi na ni lezen alespon
jeden z vrcholt M, R. Zfejmé, pokud na ni leZi jeden, musi na ni leZet i druhy; tedy oba
body M, R lezi na kruznici k. Stejné je mozné odargumentovat, Ze na kruznici m lezi
pravé vrcholy R, K a Ze na kduznici r leZi pravé vrcholy K, M.

Daéle uvazujme BUNO dvojici kruznic k, m. Jeden z jejich praseciki je zfejmé bod R,
ktery leZi dokonce na dvou stranach trojuhelniku MRK. Jelikoz stfedy kruznic k, m a bod
R nelezi na jedné pfimce, maji kruznice k, m jesté jeden prisecik. Ozna¢me ho X. Kruz-
nice k je thaletova vuci trojuhelniku MRX, a kruznice m je thaletova vici trojuhelniku
RKX. Z toho plyne, ze thly <RXM a <RXK jsou oba pravé. Z toho plyne, ze bod X lezi
na usecce MK, ktera je stranou trojahelniku MRK.

ULoHA 3.8 - Najdéte viechna realna a takova, Ze existuje redlné ¢ takové, Ze rovnice ax? +
3x + ¢ = ¢* ma pravé jedno feseni.

RESENE: Rovnici miZzeme upravit do tvaru: ax? +3x+(c—c?) =0

Tato rovnice ma pravé jedno reseni pravé tehdy kdyz je jeji diskriminant roven 0,
tedy:

D=B?>-4AC=9-4a(c—c*)=0 => 4ac’>-4ac+9=0

Hledame a takové, Ze tato rovnice ma alespon jedno feSeni - a je pro nas neznamy
parametr, pro ktery se snazime najit vSechny mozné hodnoty takové, aby diskriminant
této nové rovnice pro proménnou c byl vétsi nebo roven 0 a rovnice méla alespon jedno
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feSeni.
D' =(4a)?>-4-(4a)-9>0 => 16a(a—9)>0
Tato nerovnice je splnéna pro a € (—o0; 0] U [9; 00)

ULOHA 3.C - Profesorka Hrudkova pekla pernik. Uvazme ¢tverec pernikového tésta o
délce 1 metr. Do néj nahodné vykrojila kruhovy pernicek o priméru 0,5 metru. Jaka
je pravdépodobnost, Ze se ji poté do zbytku tésta podafi vykrojit jesté jeden stejné velky
kruhovy pernicek, pokud ho tentokrat mtze vykrojit na libovolném misté?

kesent: Ulohu budeme fesit s pomoci geometrické pravdépodobnosti.

Méjme mnozinu vsech moznych vykrojeni jednoho kruhového perniku a mnozinu
vsech stfedd téchto kruhovych perniki. Nalézt prvni mnozinu je pro nase ucely ekviva-
lentni s nalezenim té druhé. Mnozinu vsech stfedu vykrojeni nazveme A;. Kazdy prvek
této mnoziny je tak vzhledem k hledané pravdépodobnosti jednim moZnym pfipadem,
ktery mohl nastat a mnozina zaroven obsahuje vSechny pfipady, které mohly nastat.

Daéle vymezime jeji podmnoZinu, v niZ umisténi stfedu prvniho kruhového perniku
zajistuje Gspésné vykrojeni druhého kruhového perniku. Vzhledem k hledané pravdépo-
dobnosti se jedna o mnozinu vSech priznivych pfipadd. Nazveme ji A,.

Pravdépodobnost ,aspéchu” (vykrojeni prvniho kruhového perniku tak, ze lze vy-
krojit i druhy) pak z vlastnosti geometrické pravdépodobnosti urc¢ime jako podil mér
mnozin A; a Ay . U geometrické pravdépodobnosti v roviné miZeme miru pro nase ucey
ztotoznit s plochou. Staci tedy zjistit plochu mnozin A; a A,.

Uvazujme nejprve vykrojeni pouze jednoho kruhového perniku.

Kruhovy pernik bude podmnozinou ¢tvercového tésta, jestlize je jeho stfed podmno-
Zinou ¢tvercového tésta a zaroven od kazdé ze Ctyf stran ¢tverce vzdalen o alespori 0.25
metri, tedy o polomér kruhového perniku. Pokud si nakreslime rovnobézky se stranami
definujici tyto hranice, jako prinik nam vznikne ¢tverec o strané 0.5 metrd, jehoz stied
i orientace jsou shodné s ptivodnim ¢tvercovym téstem. Tento mensi ¢tverec reprezen-
tuje mnozinu A;. Jeji plochu snadno uré¢ime jako 0.5% = 0.25 metrii ¢tvere¢nych. Na-
sledujici obrazek zobrazuje tyto poznatky a zaroven v ném muzeme vidét rizna umis-
téni stredd pernikii. Z vyse uvedeného primo vyplyva, ze sttedy obou kruhovych per-
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nikd musi nutné lezet v tomto mensim ¢tverci. Podminka je nutna, ovsem ne postacujici.
Dale musime zajistit, aby obsah priniku dvou kruhovych pernikt byl nulovy, tedy najit
mnozinu A,. Z vlastnosti kruhu pfimo vyplyva, ze stiedy kruhovych pernikda musi byt
pro splnéni této podminky vzdéaleny nejméné o 0.5 metri, neboli o soucet jejich polo-
mért. Mazeme tedy fici, ze stfed prvniho kruhového perniku byl umistén do mnoziny
A,, jestlize kruh o dvojnasobném poloméru a stejném stiedu nepokryva celou mnozinu
A;.Jinymi slovy: existuje alespon jeden bod z mnoziny A, takovy, Ze je od stfedu prvniho
kruhového perniku vzdalen o alesporn 0.5 metrd.

A jak tedy mnozina A, vypada? Pojdme k tomu jesté ukazat nasledujici tvrzeni. Pro
libovolny bod P ctverce o strané a plati, ze ze vsech bodt tohoto ¢tverce je od bodu P
nejvzdalenéjsi néktery ze Ctyt vrchold tohoto ctverce.

Polozmé bod P jako pocatek souradnicového systému s osami rovnobéznymi se stra-
nami ¢tverce, ¢imz rozdélime ¢tverec do ¢tyf kvadrantii. Vyberme vrchol, jehoz sourad-
nice maji nejvétsi absolutni hodnoty a dale je zna¢mé jako |x|aly|. Vzdalenost vsech ¢tyf

vrchold ¢tverce od bodu P je tak z Pythagorovy véty postupné yx2+32, y/(a—x)2 +y2,
Vx2+(a-y)?a+/(a—x)?+(a-yp)?, z éehoz snadno vidime, Ze nejvzdalenéjsi vrchol je od
bodu P vzdalen o y/x? + y? a jedna se o ten s nejvétsimi absolutnimi hodnotami soufadnic.

Je to ovSem nejvzdalenéjsi bod ctverce? Jisté ano. Zvolme libovolné bod z kvadrantu,
ve kterém lezi nejvzdalenéjsi vrchol. Jeho soutradnice jsou (m,n), kde 0 > |m| > |x| a 0 >
In| > |y|. Snadno poté vidime, ze \/x2 +y2 > Vm?2 + n2.

Podobnymi ttvahami dokaZeme tvrzeni pro ostatni kvadranty, pfi¢emZ porovnavame
vzdalenost nahodné vybraného bodu s vrcholem ¢tverce z prislusného kvadrantu. Tim je
tvrzeni dokazano.

Diky uvedenému tvrzeni muzeme konstatovat, Ze stfed prvniho kruhového perniku
leZzi v mnoZiné A, pravé tehdy, kdyZ je alespori od jednoho z vrcholl ¢tverce urcuji-
ciho mnozinu A vzdalen o alespori 0.5 metrt. Neboli mnozina A, je doplnék k préniku
mnoziny A; se ¢tyfmi kruhy o poloméru 0.5 metrt, jejichz stfedy jsou vrcholy ctverce
urcujiciho mnozZinu A; (viz obrazek).

Nyni nam staci pouze vypocitat plochu této oblasti. Sklada se ze ¢tyf shodnych dilkd,
pricemz obsah kazdého si mizeme na obrazku predstavit jako sjednoceni dvou oblasti
o obsahu S, a jedné oblasti o obsahu S;. V obrazku je vyznaceny trojuhelnik DEF, ktery
je zfejmé rovnostranny diky rovnosti polomért ¢tyf kruhti a délky strany ¢tverce urcu-
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Sp
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jictho mnozZinu A;. Vyznacdena leva polovina tohoto ¢tverce (ozna¢me obsah S;) se nam
tak déli na tfi disjunktni ¢asti, polovina trojuhelniku DEF (ozna¢me obsah S,), kruhova
vyse¢ urc¢ena thlem 30° a polomérem 0.5 metrd (ozna¢me obsah S3), a zminény dilek s
obsahem S,. VSechny obsahy S,, S, S1,S, a S3 snadno spocitame:

S1=05%/2=4,

S, = o.zaW V3

327

Sp=2-S,-3-S574-, = 6312,
Nyni staci urcit, ze A, = 8-S,+4-S;, = 3\/1‘5’2_” a kone¢né muzeme urcit pravdépodobnost
p, pro kterou se profesorce Hrudkové podafi vykrojit dva kruhové perniky, tedy:

3V3-n
p=42 = = 231 0.68485.

ULOHA 3.D - Méjme mnoZinu usporadanych trojic pfirozenych ¢isel L; (tzn. zaleZi na po-
fadi c¢isel v trojici). Tuto mnozinu mizeme lexikograficky usporadat: mame-li dvé uspo-
radané trojice a = (ay,a;,a3),b = (by,b,,b3), potom a > b, pokud a; > by nebo a; = b; a
a, > b, nebo ay = by,a, = b, aaz > bs (podobné jako sefazeni slov podle abecedy). Najdéte
zobrazeni f z L3 do realnych cisel takové, ze pokud a > b, pak f(a) > f(b) a zdivodnéte.

RESENT: Na vzorak si vypiij¢im feseni od Alexe Kostéla, které bylo nejefektivnéjsi:

Definujme funkci f(a,b,c) =a,1...101...1, kde za ¢islo a nejprve vlozime b jednicek,
potom jednu nulu a potom c jednicek.

Méjme tedy dvé trojice (a,b,c)a (d,e, f):

1.Pokud a>b:a,1--->0,1...

2. Pokud a = d a b > e: potom dostaneme dvé cisla, které se budou lisit az na (e + 1).
pozici ¢isla. Pro f(a,b,c) tam bude jednicka, ale pro f(d,e, f) tam jiz bude nula, tudiz
prvni ¢islo bude vétsi.

3. Pokud a = b, b =eac> f: potom dostaneme dvé ¢isla, které se budou lisit aZ na
(e+f+2). pozici. Pro f(a,b,c) tam bude jednicka, ale pro f(d,e, f) tam jiz bude nula, tudiz
prvni ¢islo bude opét vétsi.
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