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RESENT 2. SERIE

/BYTKY

ULOHA 2.1 - Naleznéte vSechna k € N, pro ktera je rovnice
4n*+3n°-n=0 modk

splnéna pro vsechna n e N.

RESENT: Oznacme levou stranu rovnice jako L(n). Jelikoz ma byt rovnice splnéna pro
vSechna n, musi také platit pro n = 1. Jednoduchym vypoctem zjistujeme, ze L(1) = 6.
Nyni tedy pozadujeme 6 = 0 mod k. Jedinymi vyhovujicimi k tedy mohou byt ¢isla
1,2,3,6.

Nyni jsou dva zpusoby jak alohu dokoncit:

1: Podivame se na levou stranu modulo 2 a 3. 1|L(n) plati trividlné a délitelnost 6
plyne z délitelnosti 2 a 3.

Délitelnost 2: Plati L(n) = n?> —n = (n—1)n mod 2. Tedy L(n) da po déleni 2 stejny
zbytek jako vyraz (n—1)n, ktery je ale sou¢inem dvou po sobé jdoucich ¢isel, tedy je vzdy
délitelny 2. Pak také plati 2|L(n).

Délitelnost 3: Plati L(n) = n®> —n = (n—1)n(n+1) mod 3. Obdobny argument, jde o
soucin tfi po sobé jdoucich ¢isel, tedy je délitelny tfemi. Pak také 3|L(n).

Diky tomu zjistujeme, Ze feSenim ulohy jsou vSechna z ¢isel k =1, 2,3, 6.

2: Matematicka indukce: pokud by ¢islo 6 bylo fesenim naseho prikladu, byli by re-
Senim i vSichni jeho délitelé, tedy bychom vyresili vsechny pfipady najednou. Dokazme
tedy indukci, ze L(n) =0 mod 6.

Bazovy krok: Pron =1 plati L(1) =6 =0 mod 6.

Indukéni krok: Necht L(n) =0 mod 6, upravujme

Lin+1)=4n+1>+3(n+1)>—(n+1)=4n® +12n° + 12n+4+3n’ +6n+3-n—1=4n> + 150> + 17n+6

Ozna¢me 41 + 151n% + 17n+ 6 = x mod 6. Vyuzijeme indukéni pfedpoklad a odeéteme
jej od obou stran rovnice:

(4n® +15n%> +17n+6)— (4n® +3n°—=n)=x—0 mod 6

1812 +18n+6=x mod 6

Odtud je jiz jasné vidét, ze Cislo 6 déli levou stranu, tedy x = 0, coz jsme chtéli dokazat.
ULOHA 2.2 - Urcete posledni dvojcisli ¢isla 15157 Uved'te postup bez kalkulacky.

RESENi: Nejprve si uvédomime, ze posledni dvojcisli sexy patnactky je jeji zbytek po
déleni ¢islem 100. Oznacime toto ¢islo n a miizeme psat:

1515 =5 (mod 100)

K dalsimu postupu vyuzijeme Cinskou zbytkovou vétu, kterd nam iika, ze si nas

problém miuzeme rozdélit na nasledujici dvé kongruence:
15'5” = 1 (mod 4)
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1515 =1 (mod 25)

Jelikoz 4 a 25 jsou c¢isla nesoudélna, mizeme podle vySe zminéné véty fici, ze d!n <
4.25 takové, ze spliuje obé kongruence. Tedy jestlize najdeme n splnujici tyto podminky,
mame jistotu, Ze se jedna skute¢né o posledni dvojcisli sexy patnactky.

Podivejme se na prvni kongruenci. Pfimo z definice a vlastnosti kongruenci plyne:

15=-1 (mod 4) = 1515 =(-1)15" =-1 =3 (mod 4) = n=3 (mod 4)

Poznamejme jesté, Ze jsme vyuzili faktu, ze 15!° = 225 je liché ¢islo. Dale upravme
sexy patnactku na vhodnéjsi tvar.

15197 =152.15157-2=25.9.1515"-2,

z ¢ehoz jednoznac¢né plyne 25[15!5"” = 25[n = n =0 (mod 25).

Nyni jiz vime, ze hledame n < 100 takové, ze 25|n A n =3 (mod 4). Snadno zjistime,
Ze tyto podminky splrnuje ¢islo 75.

Posledni dvojcisli sexy patnactky je 75.

ULOHA 2.3 - Dokazte, Ze existuje nekone¢né mnoho pfirozenych c¢isel, ktera nelze zapsat
ve tvaru n2% + m2b + 4¢ ,kde a,b,c,m,n jsou nezaporna cela ¢islaa c = 0.

®e$ent: Nejdiilezit&jsi myslenkou feseni bylo podivat se na vyraz n%? + m?? + 4¢ modulo
¢tyfmi. Mame

n2% 4+ m? + 4° = (n)? + (m?)? + 4° = (n")% + (m")? mod 4.

Vyuzili jsme toho, ze ¢ > 0, a tak vyraz 4° dava po déleni 4 zbytek 0.
Podivejme se, jaké zbytky mohou dat ostatni dva ¢leny. Oba jsou druhymi mocninami
néjakého prirozeného ¢isla a ty nam mohou dat nasledujici zbytky:

Dostavame tedy pouze 3 moznosti:

(n")? = (m")? =0 mod4 = n** + m?’ +4° = 0 mod 4,
(n")? 2 (m’)> mod4 = n** + m?’ + 4° = 1 mod 4,
(n%)? = (m®)? =1 mod4 = n® +m?® + 4° =2 mod 4.

Ukézali jsme, ze ani v jednom p¥ipadé nemiize nastat n%* + m?? + 4° = 3 mod 4. Tedy
zadné cislo davajici zbytek 3 po déleni ¢tyfmi nemtizeme zapsat timto zptusobem. To jsou
vSechna ¢isla tvaru 4k+3 pro néjaké nezaporné celé k, kterych je nekone¢né mnoho, proto
je ditkaz timto hotov.

*Poznamka: Ulohu lze fesit i v ptipadé, ze povolime ¢ = 0. Zkuste se na vyraz analo-
gicky podivat modulo osmi.*

ULOHA 2.4 - Zbytek a mod b nazvéme teseraktovym zbytkem modulo b, pokud existuje

néjaké ptirozené ¢islo x takové, ze a = x* mod b. V zavislosti na prvocislu p urcete pocet
teseraktovych zbytkd modulo p.
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RESENT: Rozdélime si feSeni na tfi pfipady p = 2, p = 1 modulo 4 a p = 3 modulo 4.

Nejprve si uvédomime, Ze teseraktovy zbytek x je ve skutecnosti pouze téz kvadra-
ticky zbytek. Akorat pro néj musi existovat né&jaky kvadraticky zbytek v tak, ze x = y?
modulo p. Dale vime, Ze pro libovolné zbytky k a —k je jejich druha mocnina stejny
kvadraticky zbytek. Z toho, Ze nenulovych kvadratickych zbytk@ modulo p je ’%1, tedy
presné ptlka nenulovych zbytkt, plyne, Ze pro kazdy nenulovy kvadraticky zbytek exis-
tuji pouze 2 zbytky k a —k, jejichZ druhou mocninou je tento zbytek. Pro nulu samozfejmé
plati, Ze je teseraktovym zbytkem vzdy.

1) p = 2: V tomto pfipadé jsou teseraktovymi zbytky o1 1.

2) p = 3 modulo p: v tomto pfipadé ze studijniho textu vime, Ze pokud k je kvadra-
ticky zbytek, tak —k je kvadraticky nezbytek. Tedy v kazdé dvojici k a —k bude pravé jeden
kvadraticky zbytek. Tudiz pro kazdy nenulovy kvadraticky zbytek x existuje kvadraticky
zbytek k tak, Ze k2 = x modulo p. Proto kazdy kvadraticky zbytek je i teseraktovym zbyt-
kem a v tomto pfipadé dostaneme % teseraktovych zbytkda.

3) p = 1 modulo p: v tomto pfipadé vime, ze pokud je k kvadraticky zbytek, tak je
i —k kvadraticky zbytek. Tedy vzdy dva kvadratické zbytky se poslou na stejny teserak-
tovy zbytek. Proto pouze ptlka z nenulovych kvadratickych zbytkt bude i teseraktovym

zbytkem. Tedy po pricteni jednicky za nulovy teseraktovy zbytek dostaneme, ze jich bude
p+3
4

ULOHA 2.4 - Nouma se ma jit stelit. Stoji v bodu L na kruznici k a st¥ili. Pod jakymi tGhly
od te¢ny t ke kruznici k v bodé L musi vystfelit, aby se kulka dvakrat odrazila a opét jej
zasahla? Kulka se v kruznici odrazi jako svétlo od te¢ny v daném bodé.

RESENT: Zacnéme poradnym obrazkem. Pokud se ma kulka dvakrét odrazit a pak Noumu
strelit, bude muset trajektorie kulky vytvorit trojuhelnik vepsany nebo degenerovany
trojhelnik, ze kterého bude jen Gsecka (to by se ale odrazil jen jednou a Noumu by uz
trefil, coz nesplnuje zadani. Pocitejme tedy s tim, ze draha kulky opisuje trojuhelnik.
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Necht tedy Nouma vystieli pod tthlem a (prozatim berme jako ostry, aby odpovidal
nakresek), a odrazi se v bodé M a v bodé K. t; bude te¢na v bodé L. Spojnice stfedu a
te¢ny musi davat pravy uhel (jinak by to nebyla tecna) a proto |[<<SLM| = 90° — a. Pak ale
i |[<SML| = 90° — a, protoze MSL je rovnoramenny trojuhelnik. Ze zdkona odrazu pak
i [<SMK]| = 90° — a. Protoze je SMK rovnoramenny tak ziskame stejnymi tvahami, ze
|<MKS| =90°—-a a|<SKL| = 90° — a a pak z rovnoramennosti SKL jesté, ze |<KLS| =
90° — . Vsechny vnitfni thly v trojahelniku jsou nyni stejné a to 180° — 2a. Zjevné tedy
KLM musi byt rovnostranny a a = 60°.

Bereme-li, Ze dvé tsecky/pfimky mohou svirat jen ostré uhly, pak o = 60° je skute¢né
jediné reseni. Pokud thlem vystfelu od te¢ny myslime tfeba orientovany thel, musime
za feseni povazovat i @ = 120°.

ULOHA 2.B - Méjme tabulku 1 x 7. Na této tabulce hraji hru dva hraci. Jeden ma cervené
kaminky a druhy modré. Hraci stfidavé hraji tahy se svymi kaminky podle nasledujicich
pravidel:

1) Na kazdém poli mtze byt maximalné jeden kaminek.

2) Hracdi se stfidaji po tazich, pfi kazdém tahu musi dojit k néjaké zméné v tabulce.

2) Hra¢ miize pohnout doprava svym jiz umisténym kaminkem v tabulce, jestlize pfi
presunu preskoci alespori jeden kaminek libovolné barvy a zadné prazdné pole.

3) V pripadé, Ze hra¢ nemize ¢i nechce udélat vyse uvedeny tah, musi umistit novy
kamen své barvy na prvni neobsazené pole tabulky zleva .

4) Hrac prohrava, jestlize umisti kaminek na posledni pole v fadé (nejvice vpravo).

Jako prvni hraje hrac¢ s cervenymi kaminky. Urcete, zda existuje vyherni strategie pro
nékterého z hraca, formulujte ji a dokazte, Ze je vyherni.

RESENf: Méjme tabulku 1 x 7. Na této tabulce hraji hru dva hraci. Jeden ma cervené ka-
minky a druhy modré. Hraci stfidavé hraji tahy se svymi kaminky podle nasledujicich
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pravidel: 1) Na kazdém poli mliZze byt maximalné jeden kaminek. 2) Hraci se stfidaji
po tazich, pfi kazdém tahu musi dojit k néjaké zmeéné v tabulce. 2) Hra¢ mtze pohnout
doprava svym jiZ umisténym kaminkem v tabulce, jestlize pii presunu pfeskoci alesporn
jeden kaminek libovolné barvy a zadné prazdné pole. 3) V pripadé, ze hra¢ nemuze ci
nechce udélat vyse uvedeny tah, musi umistit novy kamen své barvy na prvni neobsa-
zené pole tabulky zleva . 4) Hrac¢ prohrava, jestlize umisti kaminek na posledni pole v
fadé (nejvice vpravo). Jako prvni hraje hrac¢ s cervenymi kaminky. Urcete, zda existuje
vyherni strategie pro nékterého z hraca, formulujte ji a dokazte, Ze je vyherni.

ULOHA 2.cC - Dokazte, Ze omezena neprazdna mnozina v roviné nemuize byt stredové sou-
mérna podle dvou a vice riznych stfeddi. Mnozina se nazyva omezena, jestlize existuje
kruznice s kone¢nym polomérem takova, Ze cela mnozZina je uvnitf této kruznice.

RESENT: Predpokladejme pro spor, Ze existuji alespon dva rtizné stiedy S; a S,, podle
kterych je mnoZina M soumérna. Bez Gjmy na obecnosti je miizeme umistit do roviny
jako body o soufadnicich S; =[0,0],5, =[1,0]. Ozna¢me f; sttedovou soumérnost podle
S1 a f, sttedovou soumérnost podle S, Protoze je M neprazdna, obsahuje néjaky bod X,
ozna¢me si jeho soufadnice [x,p]. Podivejme se, jak se chovaji f; a f,. Dosadime-li bod
X do fi, dostaneme bod [—x,—p]. Nyni druhé zobrazeni. Vektor XS, je vektor (1 —x,—p).
Tedy obraz f,(X) mizeme vyjadrit prictenim tohoto vektoru k bodu [1,0] a dostaneme
bod X; = [-x + 2,—y]. Protoze bod X patfi do mnoziny M, patfi do ni i jeho obraz X;.
Tento bod vsak musi mit obraz podle stfedu Sy, ktery bude [x — 2,y]. Ozna¢me f toto
slozeni f o f,. V soufadnicich je tedy f([x,y]) = [x — 2, p]. Pokud budeme opakovat k-krat
za sebou zobrazeni f, dostaneme z bodu [x,y] bod [x — 2k, p].

MnoZina M je omezend, proto musi existovat néjakd kruznice s celoc¢iselnym polo-
mérem a stfedem v X, ktera obsahuje vsechny body M. Ozna¢me r polomér kruznice s
touto vlastnosti. Pokud budeme iterovat tfeba r krat (sta¢i méné) zobrazeni f na bod X,
dostaneme f'([x,y]) = [x—2r,y] = L. Bod L ma x-soufadnici x — 2r, coZ je megaspor s tim,
Ze lezi uvnitf kruznice se sttedem v X a polomérem r.

Tedy takova mnozina neexistuje.

ULOHA 2.D - Méjme trojuhelnik ABC a ke kazdé strané rovnostranny trojahelnik pfipsany
(AXB, BYC, CZA). Dokazte, ze se usecky AY,BZ,CX protinaji v jednom bodé.

RESENT: Oznacme si prusecik AY a BZ jako P a priise¢ik AY a CX jako R. Chceme tedy
dokazat, ze P = R.

Vsimnéme si, Ze trojithelniky ABY a XBC jsou shodné podle véty *sus* a stejné tak i
YCA aBCZ:

|AB| = |XB|; |[£ABY|=|£XBC| =+ 60° |BY| = |BC]|

|YC| =|BC|; |[£ACY|=|4BCZ| =y + 60°% |AC| = |ZC|

Proto tedy |£PCB| = |[{PYB| => jsou to obvodové thly nad PB => body P,B, Y, C lezi
na jedné kruznici.

Stejné tak [{RBC|=|£RYC|=>body R,B, Y, C lezi na jedné kruznici.

Kruznice je jednoznaéné urcena tfemi body (v tomto ptipadé B, Y, C) => vSech 5 bodu
P,R,B,Y,C lezi na jedné kruznici k.
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Usecka ma s kruznici maximalné dva priseciky. Pokud se zaméiime na priseciky AY
s k: jeden prusecik je Y a druhy musi byt P = R, protoZe oba tyto body leZi jak na tsecce
AY, tak i na kruznici k.
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