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RESENT 1. SERIE

DUKAZOVY GULAS

ULOHA 1.1. Pythagorovy nemilostné poméry DokaZzte, Ze neexistuje pravouhly trojuhelnik
s celo¢iselnymi délkami stran takovy, ze délka jedné strany déli néjakou jinou.

RESENT. Diikaz provedeme sporem. Pfedpokladejme, Ze takovy trojahelnik existuje. Od-
vésny oznacime a a b a preponu c. Podle zadani jsou strany trojuhelnika celociselné, pro-
toZe nemohou nabyvat ani zadpornych, ani nulovych hodnot, mizZeme fict, Ze nalezi do
mnoziny pfirozenych ¢isel. a,b,c € N

Mohou nastat dva pripady, které postupné vyvratime. Bud bude odvésna délit dru-
hou odvésnu (a), nebo bude odvésna délit preponu (b). Pfepona je nutné delsi nez od-
vésna, proto pfipad, Ze by prepona délila odvésnu ani nemusime uvazovat. (Vétsi Cislo
nemuze délit mensi.)

(a) **Odvésna déli odvésnu:**

Bano alb, tedy b = ak, kde k € Z. Dosadime do Pythagorovy véty a upravime:

a?+b%=c?

a? + (ak)? = c?

a? +a*k? = c?
¢ =a’+a’k?

c? =a*(1+k?

c=aVk?+1

Protoze ¢ € N, musi byt i prava strana rovnice prirozena. Protoze i a € N, musi i
Vk2+1 €N, tudiz k? + 1 je kvadrat.

k?+1i k? jsou druhé mocniny piirozenych ¢&isel, coz je spor, protoze zadné dvé druhé
mocniny pfirozenych ¢isel nemaji rozdil 1. To mtzeme dokazat naptriklad nasledujici
nerovnosti:

(k+1)2=k?>+2k+1>k>+1>k?

(b) **Odvésna déli preponu:**

Buno alc, tedy c = al, kde | € Z. Dosadime do Pythagorovy véty a upravime:

a?+b%=c?

a? +b? = (al)?

a? +b% =a??

b? =a%l? - a?

b?=a%(I1*-1)

b=aVI?-1

Protoze b € N, musi byt i prava strana rovnice pfirozena. Protoze i a € N, musi i
Vk2-1€Z, tudiz k? — 1 je kvadrat.

k* —11i k? jsou druhé mocniny ptirozenych ¢isel, coz je opét spor, protoze zadné dvé
druhé mocniny pfirozenych ¢isel nemaji rozdil 1, coz jsme jiz dokézali. Pfipad kdyz by
k =1 smysl nedava, protoze by VI>—1 = 0, prava strana rovnice by byla nulova a tudiz
byib =0, cozje spor s tim, ze b € N.

V obou pripadech jsme dosli ke sporu, coz popira existenci pravouhlého trojuhelnika
s celoc¢iselnymi délkami stran, které se déli.
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ULOHA 1.2. Podobnost Méjme dvere tvaru obdélniku ABCD a body K na AB, L na BC, M
na CD a N na AD tak, Ze ABCD je podobny s KLMN a zaroven tyto obdélniky nesplyvaji.
Dokazte, Zze ABCD je Ctverec.

RESENI. Tento dikaz provedeme sporem. Budeme tedy predpokladat, ze ABCD je obdél-
nik s riznymi délkami stran |AB| # |BC| a do néj vepiSeme obdélnik KLMN, ktery je pt-
vodnimu obdélniku podobny. Oznacme si velikost thlu [{ANK| = a. Nasledné pres do-
pocet thli v trojuhelniku NKA do 180 dostavame, ze [{NKA| = 180—|{KAN|-|{ANK]| =
180-90—a = 90—a. Dale pfes pfimy thel mtizeme vypocitat velikost thlu BKL: |{BKL| =
|£BKA| - |£NKA|—-|£LKN| =180-(90 — @) — 90 = @. Analogicky dopocitame vsechny
uhly vzniklych trojuhelnika a dostavame: |[{ANK|=|{BKL|=|{CLM|=|{DMN|=«a
|ANKA| =|£KLB| = |4LMC| = |{MND| = 90~a => Trojtthelniky AKN, BLK, CML, DNM
jsou podobné podle véty *uu* . KLMN je obdelnik, takze |[KL| = |MN| a trojahelniky BLK
a DNM jsou dokonce shodné podle véty *usu*. Stejné tak |[LM| = |[NK| a trojahelniky
AKN a CML jsou shodné (*usu*).

Nyni si ozna¢me |AK| = |[CM| = x a |[AN| = |CL| = y. Koeficient podobnosti troja-
helnikt AKN,CML s trojuhelniky BLK, DNM ozna¢me k tak, ze |BL| = |[DN| = kx a
|BK| = |DM| = ky. Pomoci Pythagorovy véty dopocitame

ILM| = [INK| = y/x? +y?
IKL| = IMN| = kq/x? + y2.
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Ted se vratime k podobnosti obdelniki ABCD a KLMN. Musi platit:
|AB| _ |KL|
IBC|  |LM]|
x+ky  kyx?+y?
y+kx VxZ+p?

x+ky =k(y+kx)

x+ky=ky+k’x

x = k’x
1=k?
=k=1

Délky x a y jsou vzdy kladné (pokud by néktera z délek byla 0 vrcholy obdelniki by
splynuly, coz je v zadani vyloucené), proto vsechny vyse provedené kroky jsou korektni.
Stejné tak koeficient podobnosti k musi byt kladny, proto dostavame pouze jediné fesSeni
a to k = 1. Vsechny ctyfi trojuhelniky AKN, BLK, CML, DNM jsou tedy shodné, |AK| =
|CM| = |BL| = IDN| = x, |AN| = |CL| = |BK| = |[DM| = y a |[LM| = [NK| = |[KL| = [MN| =
\Vx?+v?.|AB| = |AK|+|BK|=x+vy a|BC| =|BL|+|CL| = x+y => |AB| = |BC|. ABCD (stejné
tak i KLMN) je ¢tverec.

ULoHA 1.3. KAGH Necht x,y jsou realna cisla vétsi nez 1. Ukazte, Ze

x Ly
Vy2-1 Vx2-1

ke$Eni. Pro libovolné realné &islo plati x>—1 < x2. Nyni, protoze v zadéni je predpoklad,
Ze x > 1, muzeme nerovnost odmocnit (obé strany jsou kladné a znaménko nerovnosti

tedy zUstane stejné) a dostavame Vx2 -1 < Vx2. Podle predpokladu jsou x a y kladna a

tedyx:\/ﬁa
yVx? -1 <yx

y._¥

X x2_1

X, z ¢ehoz plyne, ze

=

Analogicky plati i % <

x Y X

+ > =

Vy2-1 Vx2-1 ¥

Nyni, kdyz dokazeme, ze % + % > 2, bude jisté platit i nerovnost ze zadani. Vzhledem k

tomu, Ze x i y jsou stale kladna ¢isla, tak jimi mazeme délit nerovnici aniz bychom museli
zménit znaménko. Vime, Ze druhd mocnina realného ¢isla je vZdy nezédporna, tedy:

+

y
.

(x-1)*>0
x2—2xy+y220

x? +y2 > 2xy
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Cimz je dtikaz hotov.

ULOHA 1.4. Indukce Méjme funkci f danou rekurentnim vztahem f(1) =1 a f(n) =
2f(n—1)+n-3. Vyjadrete ji explicitné a indukci dokazte spravnost své definice.

RESEN{. Dostalijsme funkci f danou rekurentnim vztahem f(1)=1a f(n) = 2f (n—1)+n—

3. Ta se da explicitné vyjadfit jako g(n) = 2""! —n+1, coz dokaZeme indukci. P¥ipominam,

ze chceme postupné dokazat, ze dodana funkce f(n) je tataz, jako nase funkce g(n).
Prvnim krokem diikazu indukci je bazovy pripad:

f)y=1=1-1+1=2-1+1=2"1-1+1=¢(1)

Druhym krokem je induk¢ni krok: Jako indukéni predpoklad mame: f(n—1) = g(n—1)
IK:
fmy=2f(n-1)+n-3=2gn-1)+n-3=22""1—(n-1)+1)+n-3 =

=202" 2 —n+2)+n-3=2"12n+d+n-3=2"1—n+1=g(n)

Tim jsme dokézali totoZnost zadané funkce f a nasi funkce g. Zadani po vas nechtélo
néjaky exaktni nebo sofistikovany zpusob, jak najit chténou funkci. Hlavni je ten dikaz
indukci. Presto se slusi (jako u vSech uloh v Brkosu) ukazat alespon néjakou tvahu o
tom, jak jste k funkci g dosli. Neocekavame od vas exaktni odvozeni, to je nad ramec
stfedoskolské matematiky ;). Kdybyste chtéli exaktni postup, ktery bude fungovat pro
libovolnou funkci, budete potfebovat analyzu (tj. integraly, derivace atd.).

Mozné myslenky, které mohou pomoci v nalezeni vysledného vyjadfeni f: * Vypsat
si nékolik prvnich ¢lent a odhalit exponencialni rist funkce. * Porovnat prvnich nékolik
¢lentt s 2". * VSimnout si, Ze rozdily mezi exponencialou a riistem f se pokazdé o 1
zvétsuji, a tedy vysledna funkce bude mit i linearni ¢len. * Zkusit 2" + —n a porovnat
s funkci. Z toho dostanete, Ze tam ma byt minus a Ze jste o 1 vedle. * Pohrajete si s
exponenty, vude sniZite 7 o jedna a vyjde vam vysledné vyjadieni 2! —n+ 1.

ULOHA 1.A. Nudim se na supersymetrii UvaZzujme ohnivou kruzZnici k o poloméru r a na ni
dva rtizné body A, B, které nelezi naproti sobé. Pak se te¢ny ke k v bodech A, B protinaji
v bodé X. Ze znalosti délek r,|AB| urcete vzdalenost |AX]|.

RESENI. Oznac¢me si S stfed kruznice k a Y prisecik pfimek AB a SX. Z vlastnosti tecen
vyplyva, ze |AX| = |BX| a |[<SAX| = |[<SBX| = 90. Dale tsecky SA a SB jsou poloméry
kruznice, a tak trojuhelniky SAX a SBX jsou shodné podle véty Ssu. Z toho vyplyva, ze
pfimka SX je jejich osou soumérnosti a kolmo pili tsecku AB.

Potom trojuhelnik SY A je podobny trojuhelniku SAX, nebot sdili thel u stfedu S a
oba maji pravy tuhel. MiiZeme tedy vyjadfit poméry jejich stran:

[AX| |AY]
[AS] 7 IsY]
ax| < AYL-1AS]

SY]

Z Pythagovy véty v trojuhelniku SAY vyjadfime délku [SY]:
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[SY| = vVI|SA|? - |AY|?

A tu dosadime:

AX| = |AY]-]AS|
ISAI> - |AY[?
|AB| .
AX] = —2——
2= ()2
AX| = |AB|-r

VAr2 —|AB2

ULOHA 1.B. Tabulka z Wishe Kouma s Noumou dostali tabulku o rozmérech # x 1, ktera
byla vyplnéna ¢isly nasledovné:

A W[IN| PR
AW NN
Al wWw|lw| w
e N N

Jaky je soucet cisel v tabulce v zavislosti na n? Vysledek zapiste ve tvaru podilu dvou
celych cisel.

®e$eni. Celou situaci si mizeme lépe vizualizovat v trojrozmérném prostoru. Reknéme,
Ze jedno pole tabulky ma rozmér 1 x 1 a ¢islo v ném reprezentuje vysku daného kvadru.
Tedy pole s ¢islem 1 zobrazime jako krychli o strané 1 a tak dale. Vizualizace pro nas
ma tu vyhodu, Ze objem takto vzniklého télesa (v neurcenych jednotkach krychlovych) je
vzdy roven souctu vsech ¢isel zadané tabulky.

Predstavme si nyni, Ze je zadana tabulka cela vyplnéna pouze c¢isly n. Z ptivodniho
"schodovitého"atvaru nam tak vznikne krychle n x n x n a hned vidime, Ze soucet ¢i-
sel v ni je n3. Cisla n se ale v ptivodni tabulce nachézeji pouze v n-tém fadku a n-tém
sloupci. Odebereme tedy horni vrstvu krychle (tzn. sniZime ¢isla v tabulce o 1) ve vSech
polich, ktera toto nespliuji. Vznikly atvar jiz odpovida ptvodni tabulce v poslednich
dvou sloupcich a fadcich. Opét odebereme jednu vrstvu v ostatnich polich a takto pokra-
¢ujeme, dokud z ptivodni krychle nevznikne "schodovity"atvar ze zadani.

Vsimnéme si, Ze nam "schodovity"atvar z krychle vzniknul po pravé n—1 krocich av
i-tém kroce jsme odebrali jednu vrstvu z (n—i)? poli tabulky. Pomoci sumy mtZeme tedy
psat:

S=nd-y il (n-i)?

Kde S je soucet cisel v ptibodni tabulce. Vzhledem k tomu, zei € 1,...,n—1, miiZeme
ekvivalentné psat:

S=nd-y i’
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Pro vyjadreni souctu si tak staci uvédomit, Ze se jedna o znamou sumu druhych moc-

nin prirozenych ¢isel, pro kterou plati vzorec:
m 2 _ m(m+1)(2m+1)
=" =7 %
My ovéem mame situaci, kde m = n—1, tedy dosadime:
n—1 . i2 = (n—-1)(n)(2n-1)
Yici - 6

Nyru jiz mtzeme dosadit do rovnice pro soucet S a provést nékolik aprav, aby bylo

feSeni v poiadovanérn tvaru:
n-1:2 _ 3 _ (n=1)(m)(2n=1) _ 6n’~(2n’=3n’+n) _ 4nd43u’—n _ n(n+1)(4n-1)
~Lioi | 6 = 6 =76 - 6
Na zavér jesté poznamenejme, Ze posledni tprava nebyla nutna, jelikoz vyraz 4n> +
3n% —n je pro cela n celé &islo, uvadime pouze alternativni tvar feseni.

ULOHA 1.C. Leasmazala Devymu polynom a Devy je z toho zdrcen Nouma smazal Koumovi
polynom. Kouma si zapamatoval pouze to, Ze mél celo¢iselné koeficienty, byl normovany,
soucin vsech jeho koeficientl a jeho stupné byl 12 a mél kofen 2. Jaké vsechny polynomy
mohl Kouma mit?

RESENf. Mame normovany polynom s celociselnymi koeficienty, jehoZ jednim kofenem
je 2 a soucin jeho koeficientli a stupné je 12. Z Vietovych vztaht tedy plyne, ze 2 déli
jeho absolutni ¢len. Zaroven z toho plyne, Ze jeho stupen muze byt pouze 1, 2, 3, 4, 6, 12.
Budeme resit postupné v zavislosti na stupni polynomu.

Stupern 1: Jedinym normovanym polynomem stupné 1, ktery ma za kofen 2 jex—2 a
ten nesplnuje posledni podminku.

Stupen 2: Z Vietovych vztahti dostaneme, Ze takovyto polynom stupné 2 musi byt
tvaru x? + (—a — 2)x + 2a, kde a je druhy kofen. Z toho dostaneme, Ze 2(—a —2)2a = 12,
coz nam d4 kvadratickou rovnici 4a® + 8a+ 12 = 0, ktera m4 zaporny diskriminant, takze
nema realné reseni. TudiZ (—a — 2) nemuze byt celé ¢islo.

Stuperi 3: Mame tedy polynom x3 + ax? + bx + 2c, kde 3ab2c = 12, tedy abc = 2. Kdyby
|c] = 2, pak by muselo platit 8+4a+2b+4 = 0, protoze 2 je kofen. Ale pak by 4 muselo délit
4b, coz nejde, protoze v tomto piipadé je b rovno v absolutni hodnoté jedné. Kdyby |b| = 2
pak by ze stejného dtivodu muselo 4 délit 2¢, s tim, Ze ¢ je v absolutni hodnoté rovno
jedné. Tudiz nyni vime, Ze |a| = 2. Kdyby v nasem polynomu byly vSechny koeficienty
kladné, nebude 2 kofenem. Tudiz tam musi byt pravé dva zdporné koeficienty, aby nam
vysel soucin 12 a ne -12. KdyzZ si tyto 3 varianty vyzkousime, zjistime, Ze pravé ve dvou
je 2 kotenem: x® — 2x? — 2x + 2, x3 — 2x% + 2x + 2.

Stupen 4: V tomto pfipadé by soucin koeficientti musel byt 3, coz nejde, kdyz vime,
Ze je jeden sudy.

Stuperi 6: Zde mame feseni x° — x> —x* —x3 —x? — x — 2. Dalsi fedeni dostat nemtizeme.
Rozvrzeni koeficentd, je jasné z toho, Ze absolutni ¢len je sudy a soucin koeficientt je
2. Déle z toho, Ze 2 je kofenem dostaneme, Ze vSechny koeficienty musi byt s minusem,
protoze jinak bychom se pfi dosazeni 2 nedostali na nulu.

Stupen 12: Opét zadny polynom nedostaneme, protoze soucin koeficientti ma byt 1,
ale pritom absolutni ¢len je sudy.

Dostaneme tedy pouze tfi vyhovujici polynomy.
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ULOHA 1.D. ZLOmek V zavislosti na n urcete rozmisténi cisel a,,, tak, aby mél zlomek

1
an_1+ﬁ

maximalni hodnotu, pokud plati, Ze mezi ¢isly a; az a, je kazdé ¢islo od 1 do n praveé
jednou. Svoji odpovéd dokazte.

RESENI. Nejprve si vSimnéme, Ze libovolna cast r; = ﬁ, kde i e€{2,3,..,n—1}je
1t — 1

kladna a ostfe mensi nez jedna, nebot délime jednicku éisleraﬁ, které vznikde sectenim
dvou kladnych ¢isel, kde jedno z nich je alesporn 1.

Dale pojd me zkoumat: Celkova hodnota vyrazu se rovna a; +r,, kde uz vime, ze r, < 1.
Proto dolni cela c¢ast tohoto vyrazu je pravé a,. Tedy pro maximalizaci zlomku musi byt
a; = n. Dale chceme maximalizovat r;, coz znamena minimalizovat jeho jmenovatel a, +
r3. Opét r3 < 1, proto dolni cela ¢ast a, +r3 se rovna a,, tedy minimalni hodnota nastane v
a, = 1. Odtud vidime, Ze i vyraz r; je ostfe mensi nez 1, neboft a,, se nerovna jedné. (pozn.
toto neplati pouze v pripadé, kde n € {1, 2}, tyto pfipady si miZete vyzkouset sami.)

Logickou uvahou stejnou jako v pfedchozim kroku dojdeme k tomu, Ze optimalni
usporadani by mohlo byt: a; =n,a, = 1l,a3 =n—-1,a4 =2,a5 =n-2,... Rikejme tomuto
rozmisténi ¢isel SUPERROZMISTENT.

O tomhle rozmisténi dokazeme, Ze je opravdu optimalni. Jedna moznost je spravné,
ne uplné trivialné, pouzit matematickou indukeci. Pro tohle vzorové feseni pouziju diikaz
sporem:

Predpokladejme, Ze existuje jiné rozlozZeni - fikejme mu R - ¢isel 1,2,...,n, pro které je
hodnota zlomku vétsi nez hodnota zlomku pti SUPERROZMISTENI. Uvazme nejmensi
Cislo i takové, Ze Cislo a; se lisi v rozmisténi Ra v SUPERROZMISTENT. (prvniindex, kde
se Cisla lisi) Rozdélme si nyni pfipad na dvé moznosti:

1.1jeliché: a; v SUPERROZMISTENT se 1isi od a; v rozdéleni R. Vzhledem k tomu, ze
v SUPERROZMISTENT na lichych pozicich jsou postupné ¢isla n,n—1,n—2,... a na viech
lichych pozicich pfed i jsou ¢isla stejna, musi a; v R rozmisténi byt mensi nez a; v SU-
PERROZMISTENI. Vzhledem k tomu, Ze bereme piirozena ¢isla, tak musi byt dokonce
alespon o jedna men$i. Vzhledem k tomu, Ze r; je mensi nez jedna, je a; +r; v SUPERROZ-
MISTENT vétsi nez a; + r; v R rozmisténi. Protoze jsme vsak na liché pozici, musi celkovéa
hodnota vyrazu pro R mensi nez pro SUPERROZMISTENI. (lich4 pozice znamena, Ze po
prevedeni vSeho na spole¢né jmenovatele se tento vyraz dostane do citatele, proto vétsi
hodnota zde znamena vétsi hodnotu vyrazu) - dostavame spor.

2.1je sudé: a; v SUPERROZMISTENT se lisi od a; v rozdéleni R. Vzhledem k tomu, Ze
v SUPERROZMISTENI na sudych pozicich jsou postupné ¢isla 1,2, 3,... a na viech sudych
pozicich pfed i jsou Cisla stejna, musi a; v R rozmisténi byt vétsi nez a; v SUPERROZ-
MISTENI. Vzhledem k tomu, Ze bereme piirozena ¢isla, tak musi byt dokonce alespori o
jedna vétsi. Vzhledem k tomu, Ze r; je mensi neZ jedna, je a; + r; v SUPERROZMISTENT
mensi nez a; +r; v R rozmisténi. ProtozZe jsme vsak na sudé pozici, musi celkova hodnota
vyrazu pro R mensi nez pro SUPERROZMISTENT. (sud4 pozice znamen4, ze po pieve-
deni vSeho na spole¢né jmenovatele se tento vyraz dostane do jmenovatele, proto mensi
hodnota zde znamena vétsi hodnotu vyrazu) - dostavame spor.

Tedy takové rozmisténi s vétsi hodnotou neexistuje.
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