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RESENT 4. SERIE

NEKONECNE RADY

ULOHA 4.1: Pomoci teleskopické sumy urcete soucet fady ) ! ,In(1 - llz) pro vsechna
pfirozena n.

RESENi: Prvné si sumu upravime podle pravidla, Ze soucet logaritmu je logaritmus sou-
¢inu (Ina+Inb = Inab), rozdil logaritmt je logaritmus podilu (Ina —Inb = In(7)), logarit-
mus n-té mocniny je n-krat ten dany logaritmus (Ina” = nlna) a suma souctl je soucet

sum (XL, f (i) +g(i) = Lily f (i) + XL, 8(0)-

ilm—— Zl Zl =i+l 1” Zlnz—l (i +1))=In(i%) =
i=2

n n n
= Zln(i ~1)+In(i + 1) - 2In(i) = Zln(i +1)-In(i) + Zln(i ~1)-1In(i)
i=2 i=2 i=2
Nyni si uz staci vS§imnout Ze v prvni sumé se vSechny logaritmy cisla vétsiho nez 2 a
mensiho nez n + 1 odectou a soucet této sumy bude —In2 + In(n + 1). Naopak v druhé
sumé se poodecitaji vSechny logaritmy cisel vétsich nez 1 a mensich nez n a zbyde nam
jenInl—Inn. A tedy pro kazdé prirozené n dostavame:

n+1
2n

Zlnl—— =—In2+In(n+1)+Inl-Inn=In( )

ULOHA 4.2: Méjme pravidelny pétithelnik. Vyznacime v ném stfedy vSech stran a kazdy
z nich spojime se stfedy sousednich stran. Vznikne nam tak mensi pétithelnik a 5 troja-
helnikd, které obarvime cernou barvou. Pro mensi pétithelnik proces opakujeme, pouze
nové vzniklé trojuhelniky tentokrat obarvime bilou barvou. Takto pokracujeme a stfi-
davé obarvujeme do nekonecna. Kolik procent z ptivodniho pétiahelniku je obarveno
¢ernou barvou?

v
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1. pétiahelnik ABCDE oznac¢me P;; 2. pétithelnik FGHI]J, majici stfedy stran P; jako vr-
choly, ozna¢me P, a tak dale. Vyslednou ¢ernou plochu miazeme vyjadrit pomoci obsaht
pétlﬁhelnikﬁ jako SPl - Sp2 + Sp3 - Sp4 +... kde

Sp1 — Sp, = prvnich 5 ¢ernych trojuhelnika

Sp3 — Sps = dal$ich 5 ¢ernych trojuhelnikt

Obsah P; mtzeme vyjadrit jako 5% Syps:

Saps = % *|AS|*|BS|*sin(<ASB), |AS| = |BS| = x;, |[<ASB| = 28 = 72°

SABS = % *X% *sin(72)

Sp1 = %*x% +51n(72)

Stejnym zpusobem Sp, = %*x% +sin(72), kde |FS| =|GS| = x,

Mezi x; a x, plati nasledujici vztah: sin(54) = i—f, jelikoz AFS je pravouhly troj-
thelnik (F je stfed strany AB, tedy usecka FS je v rovnoramenném trojuhel-
niku AFS vyskou) splniujici |[<FAS| = 54° (|[<FAS| = 180 — |<<ASF| - |<SFA| =
180 36— 90, (|<ASF| = 2458)).

Tedy x, = sin(54)*x; a Spy = 3 * (sin(54) +x;)* *sin(72)

Sp1—Spy = 3#x}#sin(72)— 3 #(sin(54)*x;)? *+sin(72) = 3+ xf #sin(72) (1 —sin*(54))
Pti zjistovani dalSich obsaht si povS§imnéme, Ze P; vytvafime naprosto stejnym
zptisobem z P, jako jsme vytvofili P, z P;. x5 je také vySkou FGS a

x3 = sin(54) = x, = sin®(54) = xq, x4 = sin(54) * x3 = ... = sin3(54) +x ...

Sp3—Spy = % * (sin®(54) * x1)? *xf *sin(72) — % x (sin3(54) * x1)% # sin(72) = % * xf *
sin(72) = (1 —sin?(54)) = sin*(54)

Sps — Sps = 3 * (sin*(54) » x1)? * x3 * sin(72) — 3 * (sin®(54)  x1)? # 5in(72) = 2 * x3 »
sin(72)* (1 —sin?(54)) *sin®(54) ...

Nas vsak zajima pomér Cerné casti a P; tedy

(Sp1—Sp2) +(Sp3 —Spg) + ..
Py
% *xf +5in(72) = (1 —sin®(54)) + % *xf +5in(72) (1 —sin®(54)) * sin*(54) + ...

% * X% %5in(72)
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(1-sin?(54)) + (1 —sin®(54)) sin*(54) + (1 — sin®(54)) * sin®(54)...
(1—sin®(54)) (1 +sin*(54) + sin®(54) +...)
Zde (1 + sin*(54) + sin®(54) + ...) je geometricka fada, kde a = 1 a g = sin*(54).
0 <sin*(54) < 1, mazeme tedy pouZit vzorec pro soucet geometrické fady:
a 1

=1 = T5sinf(59)

Dosazenim dostavame:
1
1 —sin*(54)
(1 —sin?(54))
(1 —sin?(54))* (1 +sin?(54)

(1-sin*(54))=

——— =0.604409
(1 +sin?(54)

ULOHA 4.3: Naleznéte realné cislo x takové, aby platila rovnice
[ee]
2371_2?’7:0 x3m _ 2
n=0

ReSENf: Aby vibec byla fada nalevo definovana, musi byt Y %, x3" konvergentni k
néjakému redlnému ¢islu. Kdyby Y & x3" divergovala ¢i oscilovala, pak fada nalevo
vubec nema smysl, jelikoz bychom 3 neumocriovali na realné cislo a takova operace
neni definovana. Predpokladejme proto, Ze Y v_,x>™ = r pro néjaké redlné ¢islo r. Poté
Yo 3mLieox™" = Y oo 3", Predpokladejme tedy, ze ) ;73" = 2. Pak mtzeme kon-
stantni ¢islo 37" vytknout z konvergentni fady a mame 377) ;3" = 2, neboli } ;3" =
2-3". Ale my vime, ze fada ) _,’, 3" diverguje, jelikoz je geometricka s koeficientem vét-
$im neZ jedna. Tato rovnost tedy nemuze byt splnéna pro Zadné realné cislo r a z pred-
pokladu, Ze rovnost plati, jsme dogli ke sporu. Uloha tedy nema feseni.

ULOHA 4.4: Necht m je prirozené ¢islo. Urcete, jakych kladnych hodnot muze nabyvat

qm, aby vyraz konvergoval. Dokazte.
00 Myq 13\ "2\
L e
n,,=0

RESEN{: Vzhledem k tomu, jak je dana fada napsana, budeme v feseni pracovat i s ozna-

v

¢enimi

I R okt

YlIZO 712:0 113:0

n,=0 n3=0 n,,=0 1n,=0
o %) o Nyy-1 ng\N3 0
_ 1 1 1 4, _ 1 4,
D 3N RS ) R I 70
n3=0 ny=0 n,,=0 n3=0
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Tedy vyzdy plati g, = Y% iy -

Indukci dokazeme, Ze fada konverguje pravé pro q,, < % Protoze se jedna o geoem-
trickou fadu, vime, Ze konverguje pravé tehdy kdyz jeji kvocient je v absolutni hodnoté
mensi nez jedna.

* Cela fada konverguje pravé tehdy kdyz q; <1
* Nyni predpokladejme, Ze fada konverguje pravé tehdy kdyz pro n < m plati gq,, < %
a dokaZzme, Ze potom fada konverguje pravé tehdy kdyz ¢, < ﬁ
Vime, Ze q, <2 agq, =Y, n}r_lqiwl' Tedy:
1

L<l
I-qpy1 1

<1-
n+1 qn+1

<
dn+1 n+1

Tudiz skutecné plati, ze fada konverguje prave tehdy kdyz g, < %

ULOHA 4.A: Jak se prezidentka Kaputova nudila, zacala si na svlj kulaty pracovni stil
¢marat. Potom piisel Nouma a sedl si k jejimu kulatému stolu a viiml si, Ze z jejich po-
hledt vypada obrazek uplné stejné. Jaké obrazky mohla prezidentka Kaputova nakreslit,
pokud vime, Ze by z jejich pohledfi obrazek vypadal stejné, at uz by si Nouma sedl na
libovolné misto u stolu? Svoji odpovéd dokazte.

RESENT: Nejprve ukazeme, Ze kdykoliv bude na stole nakreslen néjaky bod x, musi uz
byt nakreslena cela kruznice se stfedem ve stiedu stolu, na které bod x lezi. Reknéme, ze
by osoba prisla ke stolu pravé v bodé, kterym prochazi polopfimka Sx, kde S je stfeed
stolu. Potom by vidéla bod x na stejné pfimce jako bod S ve vzdalenosti ¢ od stfedu S.
Kdyz poté prijde v libovolném jiném bodé stolu, musi vidét obrazek stejné, tedy opét
musi byt nakreslen bod ve vzdalenosti ¢ od stfedu S. Mnozina vsech téchto bodu tvori
pravé kruznici. Na stole tedy s kazdym bodem musi byt nakreslena kruznice. Tedy fese-
nim je libovolny pocet (klidné nespocetné velky) kruznic se sttedem v bodé S. (Toto fe-
Seni zahrnuje jak prazdny obrazek, bod uprostted stolu, soustfedné kruznice, soustiedna
mezikruzi, soustfedny kruh a libovolné kombinace téchto moznosti.

ULOHA 4.B: Urcete délku kolmého primétu pravidelného Sestithelniku otoceného o thel
a na vodorovnou osu. Uhel 0° znamena, Ze jedna ze stran je rovhobézna s vodorovnou
osou.

RESENf: Nacrtnéme si situaci. Pramét celého Sestithelniku bude shodny s primétem
uhlopricky, ktera je rovnobézna se stranou, od které mérime uhel. Protoze bude rov-
nobézna se stranou, bude svirat s vodorovnou osou taktéz uhel a. Protoze pravidelny
Sestithelnik mtZeme rozdélit na sest shodnych rovnostrannych trouhelnika, tak délka
uhlopricky bude dvojnasobna délka strany. Oznacime-li délku strany a, délka ahlopficky
pak bude 2a.

Délku primétu pak spocitame jako 2acosa.
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Jednodussi méli praci ti, ktefi si fekli, ze thel méfi s pomoci ,nejblizsi“ strany, a tedy
fekli, Ze tthel a se pohybuje pouze mezi 0° a 30° a pak to skute¢né mizeme spocitat jako
2acosa.

Pokud bychom si fekli, Ze mame fixni stranu, od které poc¢itame thel, musime vyfesit,
Ze pouha funkce cosinus ma jinou periodu. Ziejmé pro uhly —30° do 0° bude situace
presné opac¢na nez pro 0° a 30°. Jako délku periody tedy musime nastavit 60°. Nasemu
predpisu by pak vyhovoalo y = 2acos(((a + 30°) mod 60)—30°).

ULOHA 4.c: Uvazujme mnozinu M obsahujici 2n+1 riiznych ¢isel pro néjaké pevné dané
n. Ozna¢me S(M) mnozinu vSech souctt vSech prvkia vSech podmoZin mnozZiny M. Za
predpokladu, ze mnozina S(M) mé pravé 22" — 1 prvka dokazte, Ze existuji tfi riizné
podmnoziny A,B,C C M takové, ze ) ,caa=72 pcpb =2 cccC.

RESENE: Nebof mnozina M ma 2n+1 prvkil, ma také 22"*! podmnozin. Provedeme piimy
dtikaz s pomoci dirichletova principu. Mé&me |S(M)| = 22" — 1. Nyni kazdou z 22"*! pod-
mnozin pfifadime k jednomu z 2%"—1 souéti. Jelikoz 221 > 2.22"—1, dirichlet@v princip
tvrdi, Ze budou existovat tfi rizné mnoziny, které jsme priradili ke stejnému souctu.

ULOHA 4.D: Jaro Svrkosik ma pred sebou ¢tvercovou sit 7x7 a chce na ni pripravit hru dle
klasickych pravidel Hledani min. Jeho cilem ale je, aby soucet ¢isel v prazdnych polich
zobrazujici pocet sousednich poli obsahujicich minu byl maximalni mozny. Jesté zdtraz-
nujeme, Ze na polich s minou zadné ¢islo neni. Urcete tento soucet a také pocet riiznych
feseni s timto souctem.

RESENT: Pro ucely tlohy ozna¢me dvojici poli s alespori jednim spole¢nim vrcholem jako
,sousedici®. Z pravidel hry vyplyva, zZe soucet Cisel na ¢tvercové siti bude roven poctu
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dvojic sousedicich poli takovych, ze pravé jedno z nich ma na sobé minu. O takové dvojici
feknéme, Ze se ,zapocitava“. Zduraznéme jesté, ze kazdé pole mlze byt soucasti vice
dvojic, které se zapocitavaji.

Nasim cilem v prvni ¢asti tlohy bude tedy najit maximalni mozny pocet zapocita-
vajich se dvojic (tj. omezit feseni tlohy shora) a poté v idealnim pripadé nalézt feseni s
pravé takovym souctem cisel.

Zamérmé se nyni na jednodussi Gtvary, vytvorené spojenim nékolika ¢tvereckd, u
kterych jsme schopni urcit pomérné jednoduse maximalni pocet dvojic, které se zapoci-
tavaji, konkrétné na triomino tvaru L a tetromino ve tvaru ¢tverce (viz obrazek).

Vybér téchto atvart ma dva davody. Zaprvé, radi bychom nalezli Gtvary, které maji
méné zapocitavajicich se dvojic nez dvojic sousedicich (viz vypocet niZe). Zadruhé, chtéli
bychom pomoci téchto utvara vyplnit ¢tvercovou sit tak, aby kazda sousedici dvojice
leZela v maximalné jednom utvaru.

Snadno ukazeme (z Dirichletova principu), Ze v triominu musi byt alespon 1 dvojice
¢tvereckll stejného typu (na obou mina nebo ani na jednom) a tedy alespon 1 dvojice v
ramci tohoto utvaru se nebude zapocitavat. Ve ¢tvercovém tetrominu sousedi kazdé pole
s kazdym, tedy pocet zapocitavajich se poli je pfimo roven soucinu poctt obou typu poli.
V optimalnim pfipadé tedy mame 2 pole s minou a 2 pole bez miny, tedy celkem 2-2 =4
zapocitavajici se dvojice z celkovych 6 sousedicich dvojic. Tedy se minimalné 2 dvojice
zapocitavat nebudou.

Ozna¢me M mnozinu vsech sousedicich dvojic poli ve ¢tvercové siti. Libovolny utvar
muZeme po umistnéni na ¢tvercovou sit vnimat jako néjakou podmnozinu mnoziny M.
Z obrazku nize plyne, Ze vSechny takovéto podmnoziny jsou po dvou disjunktni a jejich
sjednoceni je podmnozina M. Vzhledem k tomu, Ze jsme pro tyto podmnoziny spocitali
minimalni poc¢ty nezapocitavajicich se dvojic (prvka) a vzhledem k disjunknosti bude
celkovy pocet nezapocitavajich se dvojic jisté roven nejméné souctu téchto minimalnich
poctll nezapocitavajicich se mnozin. Nasli jsme tedy teoretické horni omezeni poctu za-
pocitavajich se dvojic a tedy i souctu cisel ve ¢tvercové siti.

R
-
I
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Pojdmé nyni ulohu fesit pro konkrétni rozmisténi Gtvara na ctvercovou sit. Mame
zde 6 ¢tvercovych tetromin a 30 triomin. Celkem se tedy nebude zapocitavat minimalné
6-2+30-1 =42 sousedicich dvojic. Pro omezeni maximalniho poctu zapocitavajich se
dvojic nam jesté chybi urcit celkovy pocet sousedicich dvojic v nasi ¢tvercové siti 7 x 7.
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Kazdé rohové pole ma 3 sousedy, kazdé nerohové pole v hrané sité ma 5 sousedd a
ostatni pole maji 8 sousedi. Celkové je tedy 3-4+5-20+ 8-25 = 312 sousedil. ,Soused-
stvi“ je ale symetricka vlastnost a tedy jsme kazdou sousedici dvojici zapocitali dvakrat.
Celkem je tedy ve ctvercové siti 156 sousedicich dvojic. Tim padem mtzeme maximalni
pocet zapocitavajich se dvojic omezit jako 156 —42 = 114.

Nyni vime, Ze soucet Cisel ve ¢tvercové siti nebude vice nez 114. Neni tézké nalézt
priklad takového feseni:

V druhé casti ulohy se pokusime najit vSechna feseni, ve kterych je soucet vSech cisel
ve ¢tvercové siti roven 114.

Jiz vime, Ze pouze maximalné 42 dvojic miize byt nezapocitavajicich se. V tabulce je
celkové 49 poli. Snadno si miZeme ovéfit, Ze pokud by néjaké pole tvorilo pouze zapoci-
tavajici se dvojice (tj. bylo by ,,obklopeno” poli druhého typu), méli by jeho sousedé mezi
sebou tolik vytvorenych sousedicich dvojici, které by se ale samoziejmé nezapocitavaly,
Ze by tento pocet prevazil vyhodu z tohoto pole. A to i v pripadé, ze by se pole nacha-
zelo na kraji ¢tvercové sité. Obdobna situace plati pro vsechna pole kromé rohovych pri
pravé jednom sousedovi stejného typu. Vzhledem k tomu, Ze primérné musi byt kazdé
pole soucasti méné nez dvou dvojic (45—92 < 2), dochazime k zavéru, ze kazdé pole muze
sousedit maximalné se dvéma poli stejného typu, jako je toto pole samotné. Obdobnymi
argumenty miizeme dojit k zavéru, Ze spolu dvé pole stejného typu nemohou sousedit
rohem (pfi obklopeni poli druhého typu by opét doslo k prevazeni této ,nevyhody”).

Kdyz ovsem za téchto podminek zvolime typ jednoho pole, jednoznacné se nam urci
i typy vsech poli, které by pfi obarveni jako sachovnice mély stejnou barvu jako nase
zvolené pole. To stejné opét miizeme provést s druhou barvou Sachovnice. Na kazdou
barvu sachovnice mame dvé moznosti zvoleni typu pole a tedy celkem 2-2 = 4 mozZnosti,
jak rozmistit miny na ¢tvercovou sit. VSechna mozna feseni jsou vyobrazena v poslednim
obrazku a snadno ovéfime, Ze feSenim by byl skute¢né soucet 114.
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