BRnénsky KOrespondenéni Seminar

XXX. ro¢nik
2023/2024



XXX. ro¢nik BRKOS 2023/2024

SENT 2. SERIE

RE
KUZELOSECKY

ULoHA 2.1: Na obrazku vidite 2 elipsy. Urcete vzdalenost ohniska jedné elipsy od oh-
niska druhé.

RESENT: Stfed obou elips si oznac¢ime jako S a jejich prusecik jako X (viz obrazek nize).
Jednou z vlastnosti elipsy je, Ze vSechny jeji body maji od ohnisek stejnou vzdalenost,
tzn. |AX|+|BX|=|AC|+|BC| = X

= 1+ 3 = 4. Nyni, protoze bod X
lezi na ose usecky AB, tak |AX| =
IBX| a tedy |AX| = 2AX] — AXHIBX] _
% = 2. Pomoci Pythagorovy véty
ted jednoduse vypocitame velikost
Gsecky SX a sice: [SX| = V22-12 =
V3. MiZzeme si v§imnout, Ze je to
délka hlavni poloosy mensi elipsy a
tedy pro libovolny jeji bod Y plati,
ze IDY| +|EY| = 2|SX| = 2V/3. Bod
A lezi na ose usecky DE, takze
IDA| = |EA| a tedy |DA| = PAHIEAl _
@ = V3. Vzdalenost dvou ohni-
sek je tedy V3.

ULOHA 2.2: Méjme trojuhelnik EFX. Naleznéte bod A na strané EF, ktery lezi na hyper-
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bole s ohnisky E a F a zarovern na stejné vétvi hyperboly lezi i bod X. Nasledné urcete
vzdalenost |AE| vyjadfenou pomoci délek stran trojahelnika EFX.

RESENf: Hyperbola ma dvé osové soumérna ramena a tedy dva priseciky s |[EF|. Ozna¢me
druhy prasecik A’. Ulohu si rozdélime na 3 mozné pripady dle umisténi A a ukdzeme si,
Ze pfi vsech lze |EA| vyjadrit stejnym zptisobem.

1. |EA| > |FA]|
Z definice hyperboly vime, ze plati |EA|—|FA| = |FA’|-|EA’| = ||[EX|-|F X||, ze znalosti
|[EA’| = |[FA| navic plati |[EA|—|FA| = |AA’|. Z vychozi nerovnosti nam také jednoduse
vyplyva |[EX| - |FX|| = |[EX| - |FX|. MiZeme tedy psat:

|EA| - |FA| = |[FA’| - |[EA’| = |EX| - |[FX| = |AA'|.

Jelikoz |EA| = |[FA'|, plati |EF| = |[EA| + |[FA’| - |AA’| = 2|EA| - |AA’| = 2|EA| - ([EX| -
IEX|) = 2|EA| - |[EX| + |FX].

Z odvozené rovnice |EF| = 2|[EA|-|EX|+|F X|jiz snadno vyjadfime |[EA| = w

2. |[EA| < |FA|
Nyni plati |[FA| - |[EA| = |AA’|. Z jiz vypsanych rovnosti mizeme s drobnymi Gpra-
vami ukazat, ze |EF| = |[EA| + |[FA’| + |AA’| = 2|EA| + |AA’| = 2|EA| + ([FX| - |[EX]) =
2|EA|-|EX]|+|FX]|. A dostavame tak stejné vyjadfeni.

3. |[EA| =|FA]

V tomto specidlnim pfipadé hyperbola zdegenerovala na osu usec¢ky |EF|, A = A’
a trividlné dostaneme, ze |EA| = @ Jelikoz ale v tomto pfipadé plati [EX| = |FX],
je toto presné tvar, na ktery se ndm obecny vzorec redukuje a tedy plati i v tomto
pripadé.

Nyni mtizeme jesté konstatovat, ze jsme odpovédéli i na prvni otazku tlohy - nale-
zeni bodu A, jelikoZ ho nyni mtzeme diky vysledné rovnosti nalézt i pouze geome-
tricky.

Pro libovolny trojahelnik EFX tak dostavame |EA| = Mjl—lﬁil

ULOHA 2.3: Mame kruznice k a [, které maji vnitini dotyk, ! lezi uvnitf k. Charakterizujte
mnozinu bodu tvofenou stfedy kruznic, které maji vnéjsi dotyk s I a vnitfni dotyk s k.

RESENT: Uvazme dvé takové kruznice, ozna¢me je k,I. Jejich spole¢ny bod ozna¢me T,
jejich stfedy S;,S, a jejich poloméry si ozna¢me r,R. Ukazeme, Ze hledand mnoZina je
elipsa s ohnisky S;,S; prochazejici bodem T. Nejprve ukazeme, Ze kazdy bod nasi hle-
dané mnoziny lezi na této elipse. Ozna¢me si X libovolny stfed kruznice pozadovanych
vlastnosti, x polomér této kruznice.
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Podivejme se na soucet délek tsecek XS; a XS,. Usecka Xg1 ma délku rovnu R — x,
délka tsecky XS, je rovna r+x. Proto soucet téchto vzdalenosti je R+, cozZ je konstantni.
Bod T ziejmé lezi na této elipse. (Pokud povazujeme jeden bod za degenerovanou kruz-
nici.) Dale je jeSté potfeba ukazat, Ze kazdy bod této elipsy je sttedem néjaké kruznice
pozadovanych vlastnosti. Uvazme tedy libovolny bod A lezici na této elipse. Nakresleme
si pfimky AS; a AS,. Ozna¢me B prusecik pfimky AS; s kruznici I a C prusecik pfimky
AS; s kruznici k. ProtozZe tento bod lezi na nasi elipse, vime, Zze AS; + AS, = R+, z toho
plyne, Ze délky tsec¢ek AB a AC jsou stejné, proto existuje kruznice majici vnitfni dotyk
s I a vnéjsi dotyk s k.

ULOHA 2.4: Uvazujte te¢nu t k parabole (ohnisko F, vzdalenost ohniska od fidici pfimky
p) takovou, ze prochazi bodem S (prunik osy a fidici pfimky). Tato te¢na protina pa-
rabolu v bodé M. Uvazujte kolmici k k te¢né t, prochazejici bodem M. Tato kolmice k
protina osu paraboly v bodé X. Urcete vzdalenost bodu X od ohniska.

RESENT: Udélejme si obrazek. Ozna¢me G patu kolmice z bodu M na fidici pfimku.
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Bod M je bod paraboly, z definice paraboly proto musi platit, ze vzdalenost bodu M
od ohniska F je stejna jako vzdalenost od fidici pfimky, tj. [FM| = |[FG|. Dale vime, Ze
te¢na puli thel pravodica, tedy ze |[<FMS| = |[<SMG]|. Ted vime, Ze trojahelniky SMG
a SMF jsou podobné, podle véty sus (maji shodnou stranu SM, |[<FMS| = |[<SMG| a
|FM| = |FG|). Protoze je pravy thel u vrcholu G, pak je i pravy tthel u vrcholu F. Muzeme
nyni prohlasit ¢tyfahelnik SEMG za ¢tverec. Uhel |[<SMF| = 45° a |[<FMX| = |[<SMX| -
|<<SMF| = 45°, navic |[<MFX| = 90°, trojuhelnik MFX je proto rovnostranny pravouhly a
podobny trojuhelnikim MFS. Odtud |[FX| = |FS| = p.

ULOHA 2.A: Najdéte vsechna n, pro ktera l1ze tabulku n x n vyplnit pfirozenymi ¢isly tak,
aby v kazdém ctverci o velikosti 1 az n byl soucet téchto cisel roven prvocislu.

RESENT: Setfime postupné od nejmensich rozméra. Pro n = 1, 2, 3 najdeme napriklad tato
feSeni:

2 13| 2 3037/3041|  [099983

3|33 2 (3011

Nyni ukazeme, Ze pro n = 4 jiZ feSeni neexistuje. VSechna prvocisla vétsi nez 2 jsou li-
cha, proto i soucet vSech ¢isel v kazdé tabulce 2x2 a vétsi musi byt nutné lichy. Rozdélime
si tabulku 4 x 4 na 4 tabulky 2 x 2 jako na obrazku:
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V kazdém z ¢ervenych ¢tvercti musi byt sou-
cet vsech cisel lichy. Zaroven soucet vsech
¢isel ve velké tabulce bude roven souctu
souctl v Cervenych ctvercich. Piajde tedy o
soucet Ctyf lichych cisel, ktery je ale sudy, a
proto nemuze jit o prvocislo. Tim jsme uka-
zali, Ze tabulku 4 x 4 nelze vyplnit dle za-
dani. U vSech n > 4 pak lze fict, Ze obsa-
huji tabulku 4 x 4, kterou nelze vyplnit, a
tedy ani zadna vétsi tabulka nevyhovi za-
dani. Vysledkem je, Ze jedina n, pro které l1ze
tabulku vyplnit, jsou 1,2, 3.

ULoHA 2.B: Naleznéte viechny rostouci funkce f,g: [1,00] — R (tedy funkce vedouci z
intervalu [1, 0] do mnoziny realnych ¢isel), které splnuji:

X - ef(x) — e.gz(x)
f(f(x)) = f(In(e-g(x)))

RESENT: Vyuzijeme predpoklady na funkce f,g, abychom odvodili, jak nutné musi vy-
padat. Pak ovéfime, zda se skutecné jedna o feSeni a budeme hotovi. Nejprve si vS§im-
neme, ze z pfedpokladu, ze funkce f je rostouci plyne, ze funkce f je prosta. Jisté jste
se s pojmem prosté funkce nékdy setkali. Prosta funkce na intervalu I je takova, ktera
libovolnym dvéma riznym cislam x,y € I pfifadi razna cisla. Matematicky se da tato
myslenka zformulovat do implikace f(x) = f(y) = x = y. MUzZete si rozmyslet, proc¢
je rostouci funkce automaticky i prosta. Kazdopadné pro nas to znamena, Ze v rovnosti
f(f(x)) = f(In(e- g(x))) mhzeme beztrestné vzit na kazdé strané pouze argumenty uvnitt
funkce f a ziskame tim rovnost f(x) = In(e- g(x)). Ze zadani tedy plyne, ze funkce f, g
musi splnovat tuto rovnost. Mizeme tedy dosadit za f(x) do prvni rovnice a ziskavame
x-ef %) = x.eMegl¥) = x.¢. g(x) = e- g?(x). Mlizeme obé strany rovnice vydélit nenulovym
e a skon¢ime u rovnice x - g(x) = g2(x). Chtéli bychom taky vydélit g(x), ale potiebujeme
ovéfit, ze to je nenulové &islo. Protoze plati rovnice x - e/(¥) = e - g%(x) a na levé strané
rovnice mame soucin kladnych realnych ¢isel, jelikoz x na [1, oo] je kladné a umocriovani
e na cokoliv je opét kladné ¢islo, musi byt i prava strana rovnice kladné realné ¢islo.
A proto nesmi g(x) byt rovno nule, aby bylo splnéno zadani. Tedy vime, Ze g(x) # 0 na
[1,00]. MiZeme tedy rovnici x - g(x) = g%(x) vydélit nenulovym g(x) a ziskdme g(x) = x. Z
rovnosti f(x) =In(e- g(x)) pak mame f(x) =In(e-x) =1+ In(x).

Z podminek ze zadani jsme odvodili, Ze existuje jedina dvojice rostoucich funkci
f,g, kterd muaze splriovat zadani. Zbyva ovéfit, zda tato dvojice skute¢né zadani spl-
nuje. Jednak je zfejmé, ze funkce f,g jsou rostouci na [1,c0]. Dosadme do zadani a
pocitejme: x - ef ) = x . e!*M¥) = x.¢.x = ¢.x% = ¢- g?(x). Prvni rovnice plati. Dale
f(f(x)) = f(1+In(x)) = f(In(e-x)) = f(In(e- g(x))). Tedy i druha rovnice plati. Celkem
mame, Ze existuje pravé jedno feseni f(x) =1+ In(x), g(x) = x.

ULoHA 2.c: Dokazte, Ze neexistuje normovany kvadraticky polynom s koeficienty v Z ,
jehoz kazda nenulova hodnota v celém ¢isle je sou¢inem n prvocisel.
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®e$ENt: Normovany polynom druhého stupné bude ve tvaru f(x) = x> + bx +c.

Po dosazeni f(0) = c ziskavame ¢ = 0 nebo ¢ jako soucin n prvocisel. Jelikoz n je
prirozené, tedy n > 1, soucin n prvocisel bude alespon 2.

Pro prvni pripad necht c = 0.

Dosadime f(c¥) pro libovolné k € N a ziskame f(cX) = c?* + bck +c = c(c?* T + bk 1 +1),
coz mé byt 0 nebo soudin 1 prvocisel, tedy c2*~! + bk~ + 1 je bud'to 0, nebo 1. Pro kazdé
k a kazdou z moznosti 0, 1 je ¢len b jednoznacné urcen, pokazdé se vSak jedna o jiné ¢islo.
Pokud ho tedy zafixujeme pro f(c), pak pro f(cK) s k > 1 bude maximalné jedna dalsi
hodnota davat vysledek 0 nebo 1, a tedy pro ostatni k nebude hodnota celého polynomu
0 nebo soucin n prvocisel.

Pro druhy pfipad necht ¢ = 0.

Pak f(x) = x?>+bx. Dosadime postupné 1, -1, 2 a -2 a ziskame f(1) = 1+b, f(~1) = 1-b,
f(2)=4+2ba f(-2) =4-2b. Aby platilo f(1) > 2 a zaroven f(-1) > 2, pak by muselo
platit b > 1 a zaroven b < —1. Proto musi platit f(1) = 0 nebo f(-1) = 0.

Pro prvni podpfipad necht f(1) =0, tedy b = —1. Pak f(-1) = 1+1 = 2, coz je sou¢inem
1 prvocisla (tedy n = 1), ale f(-2) =4+ 2 =6, coz je souc¢inem 2 prvocisel (a tedy n = 2),
coz dava spor 1 = 2.

Pro druhy podpfipad necht f(-1) =0, tedy b = 1. Pak f(1) =1+1 = 2, coz je sou¢inem
1 prvocisla (tedy n = 1), ale f(2) =4+ 2 =6, coz je soucinem 2 prvocisel (a tedy n = 2),
coz dava spor 1 = 2.

Rozebranim vSech moznych pripadid jsme dokazali, Ze polynom s chténymi vlast-
nostmi neexistuje.

ULOHA 2.D: Méjme pfirozena &isla a a b, pro ktera plati a® + a? = b? + b.

1. Najdéte vSechna feseni této rovnice za predpokladu, ze a a b jsou nesoudélna cisla.

2. Dokazte, ze pro libovolné d € N existuje pouze kone¢né mnoho feseni rovnice, kde
d je nejvétsi spolecny délitel a a b.

RESEN{: Upravme si nejprve rovnici:
a®+a’=b*+b
a*(a+1)=b(b+1)

Vzhledem k tomu, Ze a a b jsou nesoudé€lné, tak musi platit, ze azl(b +1)ab|(a+1).Z toho
dostaneme nerovnosti:
a><b+1

b<a+1
a?<b+1<a+2

A tedy musi platit:
a’>-a-2<0

Coz je kvadraticka rovnice s kladnym koeficientem u druhé mocniny, tedy nabyva zapor-
nych hodnot pouze mezi svymi kofeny, coz je -1 a 2. Tedy pfirozena cisla, pro které je
tato nerovnost splnéna je pouze a =1 a a = 2. Z toho dostaneme dvé feSenia=1,b=1a
a=2,b=3.Cozjsou tedy jediné dvé feSeni pro nesoudélné a a b.
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Nyni se podivejme na druhy podpfiklad. Pokud a a b maji nejvétsiho spolecného dé-
litele d, miizeme si napsat a = dx, b = dy, kde x a y jsou nesoudélné. Po rozepsani dosta-
neme:

d*x*(dx+1) =dy(dy +1)
dx*(dx+1)=y(dy +1)
Z toho nyny dostaneme x2|(dy + 1) a y|(xd? + d). TakZe dostaneme nerovnosti:
x?<dy+1
y<xd*+d
druhou nerovnost mtizeme upravit na dy + 1 < xd> +d? + 1 a dostaneme:
P <dy+1<xd®+d*+1

x2—xd®-d*-1<0

Coz je opét kvadraticka rovnice s kladnym koeficentem u druhé mocniny. TudizZ nabyva
zapornych hodnot pouze v hodnotach mezi kofeny. Celych ¢isel x mezi kofeny je jen
kone¢né mnoho. A kdyz dostaneme, néjaké celé ¢islo x a z ného celé ¢islo a = xd, pak
dostaneme kvadratickou rovnici pro b: b? + b — (a® + a?) = 0, kterd ma maximalné dvé
feseni. Tudiz pro kazdé d existuje maximalné konecné mnoho feseni.
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