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XXX. ro¢nik BRKOS 2023/2024

RESENT 1. SERIE

UVODNI ROZCESTNIK

ULoHA 1.1. Dokazte, Ze neexistuji cela cisla k, I takova, ze 2023k + 17851 = 1.

RESENf. Provedeme dikaz sporem. Budeme predpokladat, ze néjaka takova k, € Z exis-
tuji. VSimneme si, Ze obé ¢isla 2023 i 1785 jsou délitelné sedmi. (Dokonce i 17, ale to pro
ucely feSeni neni diilezité). Mizeme proto 7 vytknout a ziskame:

7-(289k +2551) = 1.

Protoze jsme predpokladali, ze k,[ jsou cela, pak vime, Ze leva strana rovnice je deé-
litelna sedmi. Prava strana ale sedmi délitelna neni. Pfichazime proto ke sporu. Zadna
takova k, I neexistuji.

ULOHA 1.2. M¢éjme pulkruznici k s primérem A, B. Na této pulkruznici lezi dva dalsi
body C a D. Vsechny body A, B, C, D jsou navzajem rtizné. Nyni necht E je prisecik pfi-
mek AC a BD. Dokazte, Ze kolmice na AB, prochazejici bodem E a pfimky BC a AD se
vSechny protinaji v jednom bodé.

keseni. Ulohu si nacértneme - viz obrazek:
Uhly ACB a ADB jsou pravé, protoze leZi
na thaletové kruznici nad aseckou AB. Nyni
uvazujme trojuhelnik ABE. Pfimky AD a BC
jsou vyskami, protoze jsou kolmé postupné
ke stranam AE a BE a prochazeji protéjsimi
vrcholy. V jejich prasec¢iku musi lezet orto-
centrum trojuhelniku - ozna¢me jej F. Nyni
ukazeme, Ze kolmice z bodu E na stranu AB
bude prochazet bodem F. To je vSak zfejmé,
nebot se jedna o treti vysku v trojuhelniku,
ktera bodem F jakozto ortocentrem musi
vzdy prochazet. °

Jesté je treba proSetrit pripady, kdy budou body C,D na kruznici v opa¢ném poradi
(tedy bod D bude blize bodu A nez bod C). Nacrt takové situace bude stejny, pouze se
vyméni body C,D a E, F. Stale plati |[<ACB| = |[<ADB| = 90°. Ozna¢me F prusecik pfimek
AD, BC. Nyni uvazujme trojuhelnik ABF. Pfimky AC a BD jsou vyskami, protoze jsou
kolmé postupné ke stranam BF a AF a prochazeji protéjsimi vrcholy. V jejich priseciku
musi leZet ortocentrum trojahelniku - zaroven se jedna o nas bod E. Nyni ukazeme, Ze
kolmice z bodu E na stranu AB bude prochazet bodem F. Pfimka, ktera je kolma na
stranu a prochdzi ortocentrem ale musi byt vyska, a tedy bude prochazet i proté&jsim
vrcholem, coz je pravé F. ]
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ULoHA 1.3. UvaZujme
n
fm=) ¥
k=1

Vite, ze f(n) je polynom 4. stupné. Naleznéte f(n) a indukci dokazte, Ze pro vas polynom
tvrzeni plati pro vsechna pfirozena n.
RESEN{. RUznymi zpisoby se da uhadout, Ze nas polynom 4. stupné by mohl byt (@)2

Pro tento polynom nyni chceme pouzit indukci, abychom dokazali, Ze je roven v n
souctu tretich mocnin ¢isel od jedné po n.

1. Pro n =1 dostaneme: % =13

2. Nyni predpokladejme, Ze dana rovnost plati pro n. Pomoci této skutecnosti se po-
kusme dokazat, Ze rovnost plati i pro n + 1. Nejprve vyuzijme induk¢ni predpoklad na
upraveni souctu tfetich mocnin:

13+23+~--+n3+(n+1)3:(

Nyni dale upravme pravou stranu:

(n(n+1))2+(n+1)3:(n+1)2n2+4(n+1) _ (412 (n+2)? :((n+l)(n+2))2
2 4 2

4
Tedy jsme dokazali, Ze skute¢né pokud plati rovnost pro n, pak plati pron+1.
Proto dana rovnost plati, pro vSechna pfirozena n.

ULOHA 1.4. Pro ktera pfirozena k a n existuje souvisly graf o n- k vrcholech, ktery obsa-
huje 7 vrchol@ stupné i pro kazdé pfirozené i od 1 do k? Reste pro licha k a svoji odpoveéd
dokazte.

RESENi. Nejprve se zamysleme, co kdyby n bylo 1. Musel by exstovat vrchol X stupné
k, ovsem nas graf by mél pouze k vrchold. To znamena, ze takovy vrchol X nemtize
existovat, nebot muze byt spojen pouze s k — 1 vrcholy.

Kdyby k bylo rovno 1, musel by kazdy vrchol mit stupen 1, coZ je pro n > 2 spor
se souvislosti. Pro n = 1 by mél graf pouze jeden vrchol, tedy Zadnou hranu. Pro n = 2
fetézec se dvéma vrcholy vyhovuje zadani.

Dale tedy predpokladejme, Ze 2 < k, n. Pro kazdy graf plati, Ze pocet hran je roven po-
loviné souctu stupnt vSech vrcholt. Soucet stupnt vSech vrcholt je jednoduse k - n'(k;l),
proto pocet hran musi byt k - n~(l;+1). Nikoho snad neptekvapi, Ze pocet hran musi byt
celociselny. Ze zadani vime, Ze k je liché, proto aby pocet hran byl celociselny musi platit
2|n nebo 4|k + 1, tedy 2|n nebo k = 4] — 1 pro néjaké prirozené I. Nyni je na ¢ase pro obé z
variant pfedstavit konkrétni konstrukci pozadovaného grafu.

Predpokladejme nejprve, Ze n je sudé ¢islo. Ukazu, Ze pro kazdé liché k bude existovat
dany graf. Nejprve si ukazme konkrétni konstrukci pro n = 2, kterou poté vyuzijeme.
Seradme si vrcholy do obdélnikové tabulky o velikosti 2 x k. Cilem bude mit v kazdém
i. sloupci 2 vrcholy stupné i. Nejprve spojme vrcholy v k. sloupci se vSemi ostatnimi
vrcholy v daném fadku. Tim dostaneme k — 1 hran. Aby tyto dva vrcholy méli stupen k,
spojme je spolu. Vrcholy v prvnim a poslednim radku jiz maji pozadovany stupen.
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Dale se podivejme na vrcholy v k—1. fadku zatim z nich vede pouze jedna hrana. Spojme
je se vSemi vrcholy daného radku, které jesté nemaji pozadovany stuperi. Opét bude o
jednu hranu mérnie, proto spojme tyto dva vrcholy spolu. Nyni budou mit pozadovany
stupen navic vrcholy v k — 1. a ve 2. fadku. Tento postup opakujme, dokud nam nezbyde
jediny sloupec, v némz dva vrcholy spolu propojime. Vysledny graf je zcela evidentné
souvisly.

Jak si nyni poradit, kdyz n bude vétsi nez 2? Rozdélme si vSech n fadka do dvojic (n
je sudé), v kazdém provedeme zminénou konstrukci. Vysledny graf ale nebude souvisly!
To jednoduse napravime tim, Ze sestrojime cyklus na vrcholech stupné k a odebereme
hranu, ktera ptivodné v kazdé dvojici propojovala vrcholy stupné k.

Dale predpokladejme, Ze n je libovolné a k lze zapsat ve tvaru 4/—, kde | € N. Zaroven
uz muzZeme predpokladat, Ze n je liché a alesponi 2, tedy, Ze n je alespon 3. Tento pred-
poklad vyuzijeme. Popisu tedy konstrukci: Opét si seradme vrcholy do obdélnikové ta-
bulky nxk, kde v kazdém i. sloupci budeme chtit mit n vrcholt stupné i. Nejprve spojme
v kazdém radku vrchol z prvniho sloupce s vrcholem ve druhém sloupci, zaroven vrchol
v k. sloupci spojme se vSemi vrcholy daného fadku, kromé vrchold 1,2, tedy tak, aby mél
po provedeni tohohle kroku stupen k — 2. Protoze vSak ma stupen o dva nizsi, vytvorme
cyklus na vSech vrcholech v k. sloupci. (Toto miizeme provést, protoze n je alespori 3.)
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Tedy vrcholy ze sloupce 1,2 a k uz maji pozadovany stupen. Vrchold, které zatim nemaji
pozadovany stupen je v kazdém slopci 4/ — 1 — 3 = 4] — 4, coz je délitelné ¢tyrkou. Dale
opakujme nasledujici postup: Vrcholy v poslednim sloupci, které jesté nemaji spravny
stupen spojujme s predchozimi vrcholy na daném radku, dokud nebude mit tento vrchol
stuperni o dva niZsi nez je stupen pozadovany.

Tohle provedeme piesné s polovinou vrcholi, které po prvnim kroku nemély pozado-
vany stupen, dale uz to nebude mozné. VSechny ostatni vrcholy maji na konci tohoto
provedeni stupen o jedna nizsi, nez chceme. Kolik takovych vrcholt je? Po prvnim kroku
nam zbylo 41 -4 vrchold, polovinu z nich jsme dostali na spravny stuper, druha polovina
ma stuperi o jedna nizsi, tedy 2/ —2 vrcholt z kazdého fadku ma stuperi o jedna nizsi nez
mit ma. Krasa vSak nastane v momenté, kdy si uvédomime, Ze tento pocet je délitelny
dvojkou a sta¢i nam tedy rozdélit tyto vrcholy do dvojic a spojit hranou. Vysledny graf
bude zcela zfejmé souvisly.

Vysledkem tedy je, Ze takovy graf existuje pro dvojice (n,k), kde 2|n nebo k =4I-1 a
pro dvojici (1, 2).

ULoHA 1.a. Kouma si chce piehrat nahodné 2 pisnicky z Noumova playlistu. Ttetina
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z pisnic¢ek v playlistu je od jeho oblibeného kapely Imagine Numbers. Urcete celkovy
pocet pisnicek v playlistu, pokud vite, Ze pravdépodobnost, ze obé pfehrané pisnicky
budou Imagine Numbers, je 1/11.

Re$ENT. Oznacme si n pocet vSech pisnicek. Pisnicek od Imagine Numbers bude 7. Po-
prvé vybirdme z n pisnicek, pficemz % je od Imagine Numbers. Pravdépodobnost vybéru

pisnicky od Imagine Numbers jako 1. pisnicky je p; = % Podruhé vybirame z n —1 pisni-
cek, pficemz 5 -1 je od Imagine Numbers. Pravdépodobnost vybéru pisnicky od Imagine

n

Numbers jako 2. pisnicky je p, = 2

n-1-
Takto definované pravdépodobnosti jsou jiz na sobé nezavislé a plati tedy:

1

P1 P2=17
Nebo-li:

.37 1
n n=1 11

Vime, Ze n je kladné, tedy dostavame jednoduchou linearni rovnici, jejimz feSenim je
n=12.
V playlistu je 12 pisnicek.

ULoHA 1.B. Které Sachovnice n x n pro n v rozmezi 1 — 10 jsme schopni beze zbytku
vyplnit pomoci kostic¢ek ve tvaru ¢tverce 2 x 2 s chybéjicim rohem?

RESENI. Prvni krok je uvédomit si, Ze ¢tverec 2 x 2 bez jednoho rohu je slozen celkem ze
tii ctvereckl 1 x 1. Aby tedy néjaka sachovnice s délkou strany n mohla byt beze zbytku
vyplnéna pomoci téchto Gtvart, musi byt pocet jejich dilkf délitelny tfemi, neboli 3 | n2.
Cislo 3 se v soucinu 7 - n miize objevit pouze tak, ze bude obsazeno v kazdém z ¢initelt
n, protoze je prvocislem. Tedy pokud 3 | n?, pak 3 | n. (Ekvivalentni formulace, snad také
ziejma, je 31n = 3{n?.)

Pro n v rozmezi od 1 do 10 jsou ¢isla délitelna tfemi pravé tfi, a to 3, 6 a 9. Staci se
tedy omezit na né. Nejprve ukazeme, Ze pro n = 3 Sachovnice pomoci dilka ze zadani
vyskladat nejde. Uvazme vsechny ¢tyfi rohové dilky 1 x 1 Sachovnice 3 x 3. Je evidentni,
Ze neni mozné pokryt dva takovéto dilky jednim Gtvarem ze zadani (¢tvercem 2 x 2 bez
jednoho rohu), protoze pak by v alesporn jednom sméru x nebo y musel tento Gtvar byt
tfi jednotky dlouhy, ale v obou smérech ma maximalni délku dvé. K pokryti vSech ¢ty
rohovych ¢tvereckt 1x1 bychom tedy potrebovali alespon 4 Gtvary. Ale ctverec o rozméru
3 x 3 obsahuje celkem 9 malych ¢tvereckd, tedy k pokryti bychom méli pouZzit praveé tri
utvary ze zadani, coz je spor.

Pro n = 6 a n = 9 vhodna pokryti sachovnic najit 1ze. Pro n = 6 jednoduse, pron =9
to da trochu vic prace. Priklady najdete na obrazcich (barvy jsou pouzity jen pro lepsi
rozliSeni jednotlivych dilka):
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ULOHA 1.c. Mame minigolfovou drahu ve tvaru dvou posunutych shodnych obdélnikt
(viz obrazek). Snazime se odpalit micek (Sedy bod ve stiedu tsecky) a dostat ho do jamky
(modry bod v ose obdélniku). Ukazte, Ze lze jamku trefit pfimo (tzn. spojit dva body
useckou leZici uvnitf atvaru), pravé kdyz Ize jamku trefit pomoci pravé dvou odrazii o
svislé krajni stény (tzn. jeden o pravou sténu a jeden o levou).
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RESENT{.

Popis 1. obrazku:

A,B,C,D,E,F,G,H - rohy minigolfového
hristé !
S - pocatecni pozice micku

J - jamka

Jo - pata kolmice z bodu | na stranu FG
X,Y - body odrazu

P, - prusecik trajektorii

Nejdfive se zaméfim na trasu micku se
dvéma odrazy. Podle véty usu jsou trojuhel-
niky SBX a J]yY shodné:

1. SB| = |JJol = 481 (S je stied AB a J lezi na
(spravné) ose shodného obdelnika)

2. |<XBS| = |«Y]o]J| (pata kolmice a vrchol
obdelnika)

3. |[<SXB| = |<JY]y| (Ghel dopadu a uhel
odrazu od rovnobéznych stran)

Proto tedy |XS| = |Y]| a zaroven jsou tyto tsecky rovnobézné (sviraji s rovnobézkami BC
a FG stejny thel). Ctyfahelnik SXJY je tedy rovnobéznik a pro kazdy rovnobéznik plati,
ze se jeho thlopficky navzajem puli: [ XPy| = |Y Py| a |SPy| = |J Py|- Trajektorie micku se tedy
protnou v poloviné obou cest.

Popis 2. obrazku:

A,B,C,D,E,F,G,H - rohy minigolfového
hristé F ‘ E
S - pocatecni pozice micku ‘
J - jamka 1
J1 - pata kolmice z bodu ] na stranu DE
P, - prusecik S] a AE

Pokud se zamérfime na trasu bez odrazu,
muzeme si povSimnout, Ze trojuhelniky
ASP; a J1] P, jsou shodné podle véty usu:

1. |SA|=|]];| = @ (S je stted AB a ] lezi na
(spravné) ose shodného obdelnika)

2. |[<SAP| = |<J]J1 Pi| (pata kolmice a vrchol
obdelnika)

3. |[<AP S| =|<tJ1 P1]| (vrcholové thly)

Ze shodnosti trojuhelniki tedy vime, ze |SP;| = |JP;|. Body P, i P, jsou stfedem trasy S]J,
proto tedy Py = P;. Zavérem muZeme fict, Ze se trajektorie vZdy protnou na tsecce AE.
Pokud jejich prusecik lezi na tsec¢ce DH, jamku jde trefit, jak pfimo, tak se dvéma odrazy,
pokud jejich priisec¢ik bude leZet mimo Gsecku DH, tak jamku nelze trefit pfimo a ani se
dvéma odrazy o krajni stény BC a FG.
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ULoHA 1.p. Urcete polomér kruznice opsané trojuhelniku ABC se stranami a,b, ¢ a thly
a,p ay, kdyz vite, ze plati:

1 b ¢2-2b2
- bsiny)— - =
(b)(aJr siny) a ab

a* —b*+ 80 = a(2a+ bsiny)

RESENT. Postupnymi ekvivalentnimi ipravami pfevedeme prvni rovnici na:

1 , b c?-2p?
(5)(a+bsm7/)—;_ 2 /-ab
a® +absiny —b* = ¢* - 2b? /+2b?

a’ +b% +absiny = c?
a druhou rovnici na:

a* —b? +80 = a(2a + bsiny)
a*> —b? + 80 = 2a* + absin y /+b? - a?
80 = a’ + b* + absiny
Vidime, Ze leva strana prvni rovnice a prava strana druhé rovnice jsou stejné a tedy:
c* =80
(c—V80)(c+V80)=0
Vzhledem k tomu, Ze c je délka strany trojuhelniku, tak ¢ > 0 a tedy:
c=4V5
Nyni kdyZ od prvni rovnice ode¢teme kosinovu vétu (a>+b%—2abcosy = c?) a dostaneme
—2abcosy = absiny /iab; a>0;b>0=>ab=0
—2cosy =siny /:cosy; kdyby cosy =0; pak siny =0

A protoze vime, Ze plati cosx? +sinx? = 1, tak cos y = +4/1 —siny2 a tedy:

+2,/1-siny? =siny /?

4(1 —siny?) = sin y? / +4siny?
4 =5siny? /:5
4
. 2 _ %
siny” = /N
siny =+ 4
V=5

Vzhledem k tomu, Ze y je vnitfni thel trojuhelniku, tak y € (0, 7) a tedy siny > 0.
Dostavame:

4 2v5

siny =4/—=
1n7/ 5 5
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c
siny

4vV5
c w5,

r = = =
2sin 2v5
A

Nyni pouzijeme sinovu vétu, ktera fika, ze 2r =

a tedy:

Polomér kruznice opsané trojuhelniku ABC je tedy 5.
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