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RESENT 5. SERIE

NEKONECNE KLOKTANT

ULOHA 5.1. Jeden umélec priSel dokonce se soustifednou soustavou potrubi. Zacal s jed-
nou trubkou (tzn. valcem) o poloméru priifezu 1, pak do ni vestavél dalsi o poloméru %
a se stejnym stfedem, do ni trubku s polomérem % a tak dale. Timto zptisobem vyskladal
potrubi s poloméry % pro vsechna n e N.

Dokazte, ze aby mohl své dilo protnout $pejli tak, aby prochazela nekonecné mnoha
trubkami, musel by spejli vést spolecnym stiedem vsech trubek.

RESENi. Ze zadani mame nekone¢né mnoho kruznic se spole¢nym stfedem S a poloméry
% pro kazdé prirozené cislo n. Dikaz bude mit dvé ¢asti:

1) Pfimka p (Spejle) vedena stfedem S protne vSechny kruznice.

Dukaz tohoto tvrzeni je jednoduchy: jisté pokud pfimka prochazi stfedem néjaké kruz-
nice k, musi ji protnout. V nasem pripadé mame pfimku prochazejici sttedem vsech
kruznic (jsou soustfedné), tedy protne vsechny.

2) Primka p (Spejle), na niZ S neleZi, nemize nikdy protnout vSechny kruznice.

Oznac¢me vzdalenost bodu S od primky p jako x. Jisté existuje bod X € p splnujici [ XS| = x
(tento bod je urcen tim, zZe pfimka XS je kolma na p). Nyni zvolme néjaké racionalni
¢islo p splriujici 0 <y < x, mhzeme tedy psat y = 7, a,b € N. Plati tak % < 3 < x. Existuje
tedy pfevracena hodnota prirozeného cisla, ktera je mensi nez vzdalenost S od p. Kazda
kruznice k se stfedem S a polomérem 1 pro n > b tedy nemtize protinat p, jelikoz pro
body P na k plati |PS| < % a pro body Q na p plati |QS| > x > é.

ULOHA 5.2. NaSe mapa je rovina, v nichZ mame zadanych n bod# znacicich pfirodni pa-
matky. Ukazte, Ze existuje nekone¢né mnoho funkci tvaru y = f(x), kde f(x) je polynom
n-tého stupné, jejichz grafy se vyhnou zadanym bodtim.

RESENL. Redeni podle Pavla Hyanka:
Pamatky si prevedeme do kartézské soustavy souradnic, tzn. pfifadime je k bodum [x1, 1],
[x2,92], s [X, Vu]. Protoze pocet pamatek n je konecny, jsme schopni najit nejvyssi hod-
notu z y1,9y,...,¥,. Oznac¢me ji v,,,,. Nyni najdeme nejnizsi hodnotu z x1,x,,...,x, a tu
oznacime jako x,,;,. Polynomy, které nebudou prochazet zadnou pamatkou, budou ve
tvaru

f(x) = (X = Xpin)" + Yimax + @
kde a je realné kladné cislo. Nemusime fesit paritu n, pro x z intervalu [x,,;,, o) bude
f(x) > Ymax- Diky nekonecnosti realnych cisel jsme schopni takto vytvorit nekonecné
mnoho polynomi.

ULOHA 5.3. Potrubin, hlavni mésto v Zemi potrubi, ma kruhovy tvar. Zaneseme ho do
mapy jako kruh K a bodem P na jeho obvodu zaznac¢ime Potrubni centralu. Potrubni
trasy v tomto mésté jsou zaznaceny jako pravidelné n-uhelniky V,, vepsané K pro kazdé
n €N, a to tak, ze jeden z vrcholt V), je vzdy Potrubni centrala, tedy bod P.
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Aby mély pristup k potrubnimu systému, musi domy ve mésté, opét zaznaceny body v
kruhu K, lezet vZdy uvnitf néjakého z mnohothelnikf V. Pro které body kruhu K plati,
Ze mohou oznacovat domy v Potrubiné?

RESENT. Nejprve dokazeme, Ze vSechny vnitini body kruhu lezZi v néjakém V,,. Pfedpo-
kladejme, ze kruh ma polomér 1, jeho stfed ozna¢me E. Uvazujme libovolny bod 4 le-
Zici uvnitf kruhu mimo hrani¢ni kruznici. Ozna¢me d vzdalenost tohoto bodu od stiedu
kruhu. Jisté d € (0,1). VSimnéme si, Ze polomér kruznice vepsané V,, je z pravouhlého
trojuhelnika roven cos %. Ukazeme, Ze s rostoucim 1 se tento vyraz zvétsuje a blizi k
jedné." Jinymi slovy, pro kazdé cislo d € (0, 1) chceme najit n € N takové, Ze d < cos 7 (jisté
cos %t < 1). Zvolme za n libovolné ptirozené cislo n vétsi nez __T—. Potom arccosd > T a
jelikoZ funkce y = cos x je klesajici na intervalu (0, 1), dostavame d = cos(arccosd) < cos 7,

coz jsme chtéli.

To znamena, ze pro kazdy bod D existuje V), takové, ze D lezi uvnitf jeho kruznice ve-
psané, tedy i uvnitf V,,. Nyni se zaméfime na body na kruznici. VSimneme si, Ze kazdy
vnitini thel ve V,, musi mit racionalni hodnotu. Proto bod S lezici na kruznici, pro ktery
plati, Ze velikost ihlu PES je iracionalni (ve stupnich) nemuze leZet na V,,. Dale uvazujme
bod X, ktery ma tento thel racionélni a napisme tento thel jako 360° - . Sestrojme pra-
videlny b-thelnik. Bod X je jeho vrcholem. Hledané body jsou tedy vSechny vnitini body
a body na kruznici, s racionalnim stfedovym thlem.

ULOHA 5.4. Pole si pfedstavme jako nekonecnou tabulku, ktera je neohrani¢ena smérem
dolii a doprava. Tudiz kazdému policku miizeme pfifadit souradnice (x,p), kde x a y jsou
cela nezaporna ¢isla (0,1,2,3...).

Nyni vSechna policka spojime do dvojic, ne nutné raznych poli. Tedy miZeme spojit po-
licko (a, b) s polickem (a, b). A kazdé policko je pravé v jedné dvojici. Dale plati, Ze policko
se soufadnicemi tvaru (0,a) mtzu dat do dvojice pouze s polickem se soutadnicemi tvaru
(b,0). A pokud je ve dvojici policko (a,b) spolu s (c,d), pak je policko (a+c,b+d) ve dvojici
samo se sebou. Zaroven pokud je néjaké policko (e, f) spojeno samo se sebou, jsou spolu
spojena krajni policka (e,0) a (0, f).

Ukazte, ze v kazdém radku a v kazdém sloupci existuje prave jedno policko, které je ve
dvojici samo se sebou.

Dale najdéte vSechna policka, ktera mohou ve dvojici sama se sebou.

RESENi. Nejdrive ukazeme, ze v kazdém radku a existuje pole, které je ve dvojici samo
se sebou. Uvazme pole (4, 0), které je ve dvojici s polem (0, b). Pak pole (a,b) je ve dvojici
samo se sebou.

Predpokladejme, Ze existuje radek, ve kterém jsou (alespori) dvé pole ve svojici sama se
sebou. Oznac¢me si je (a,b) a (a,c). Potom pole (a,0) je ve dvojici s (0,b) is (0,c), coz dava
spor.

Jelikoz v kazdém radku je pole nejvyse jedno pole a zaroven alesporn jedno pole samo se
sebou, pak v kazdém radku je pravé jedno pole samo se sebou. Analogicky ukazeme, ze
v kazdém sloupci je praveé jedno pole samo se sebou ve dvojici.

' Presnéji, plati lim,, o, cos & = 1.

BRKOS Team



XXIX. ro¢nik BRKOS 2022/2023

Dale ukazme, Ze pole (0, 0) je ve dvojici samo se sebou. Jelikoz (0, 0) je pole ve tvaru (a,0),
pak je ve dvojici s polem ve tvaru (0,b). Jelikoz (0,0) je pole ve tvaru (0,b), pak je ve
dvojici s polem ve tvaru (a,0). Jedinné pole ve tvaru (a,0) i (0,b) je pole (0,0), tedy (0,0)
je ve dvojici samo se sebou. Podle predchoziho pole tvaru (a,0) a (0,b) nemohou byt ve
dvojici sama se sebou pro kladna a a b.

Zbyva ukazat, Ze ostatni pole mohou byt sama se sebou ve dvojici. Necht a a b jsou libo-
volna kladna ¢isla. Sestrojime konstrukci, kde pole (a,b) je ve dvojici samo se sebou. Pole
(0,0) je ve dvojici stamo se sebou. Pole (x,0) je ve dvojicis (0,a+b—x) pro0<x<a+b,
a (x,0) je ve dvojici s (0,x) pro x > a+b. Pole (x,v) je ve dvojicis (a+b—x,a+ b —x) pro
0<x<a+ba0<y<a+b. Anakonec pole (x,v) je ve dvojici s (y,x) prox >0ayp >0, kde
x>a+bneboy>a+b.

Nasledujici tabulka znazornuje predchozi konstrukci proa =3 a b = 2. V tabulce je pro
kazdé poli¢ko uvedené s kterym polickem je ve dvojici.

(0,0) [ (4,0) [ (3,0) [ (2,0) [ (1,0) | (5,0) [ (6,0)
0.4) 449 (4[24 ][ 1LY ]G] (61
(0,3) [ (43) [ (33) [ (23) [ (1.3) | (5.2) | (6,2)
(0,2) [ (42) [ (3.2) [ (22) [ (1.2) | (53) | (6:3)
0.0 [ @) [ G [2) ][ (L) ] (54] (64
(0,5) | (1,5) | (2,5) | (3,6) | (4,5) | (55) | (6,5)
(0.6) [ (1.6) [2.6) [ (3.6) [ (4:6) [ (5.6) [ 6.6)

ULOHA 5.A. Mame kusy potrubi se dvéma konci, kde kazdy konec ma 1 az n vystupd,
kde n je zadané prirozené cislo. Pro kazdou dvojici (a,b) celych cisel od 1 do n mame
praveé jeden kus potrubi s a vystupy na jednom konci a b vystupy na druhém.

Jednotlivé kusy potrubi za sebe mtizeme pfipojit jen ve chvili, kdy maji oba volny konec
se stejnym poctem vystupil. Jaka mohla byt hodnota n, pokud s vyuzitim vSech dilkt
dokazeme vytvofit uzavieny obvod (nebo cestu zacinajici a koncici stejnym poctem vy-
stupt)?

Najdéte vSsechna takova n.

RESENi. Nejprve si uvédomme, Ze abychom mohli z potrubi vytvorit cyklus, na kazdy
spoj potfebujeme dva konce se stejnym poctem vystupti, a tedy celkovy pocet konct pro
kazdy z poctl vystupt musi byt sudy.

Pro libovolné # jsou dilky s koncem a pravé (1,a), (2,a),...,(a,a),...,(n,a), tedy dohro-
mady mame n dilkii s n+ 1 konci s a vystupy. Aby bylo (1 + 1) sudé, musi byt n liché.

Nyni indukci dokazeme, Ze je opravdu mozné sestavit okruh pro libovolné liché n. Baze:
pro n = 1 mame jen jediny dil, a to (1,1). To nam dava cestu zacinajici i kon¢ici stejnym
poctem vystupu (tedy ‘cyklus’), ¢imz mame dokazano pro n = 1. Induk¢ni krok: pred-
pokladejme, Ze dokazeme vytvorit cyklus pro n a dokazme, ze pak dokazeme vytvorit
cyklus i pro n+2. Oproti dilkim v cyklu pro n mame pro n+2 navic dilky (1,n+1),(2,n+
1),...,(m,n+1),(1,n+2),(2,n+2),..., (n,n+2), (n+1,n+1),(n+1,n+2),a(n+2,n+2). Z
téch vytvorime cyklus (1,n+1)(n+1,2)(2,n+2)(n+2,3)(3,n+1)...(n+2,n)(n,n+1)(n+1,n+
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1) (n+1,n+2)(n+2,n+2)(n+2,1). Vsimnéte si, Ze je to mozné (a mizeme si dovolit "..." v
zapisu), nebot vzdy davame za sebe dilky (lichy,n+1)(n+1,sudy)(sudy,n+2)(n+2,lichy) a
n je liché. Pivodni okruh pro n nyni miizeme rozpojit ve spoji ,1)(1, a volzit do néj cyklus
z novych dilka pro n + 2, ktery také rozpojime ve spoji ,1)(1,. Tim ziskame cyklus pro
n+2.

Kromé dikazu jsme také ukazali, jak konstruktivné vytvorit okruh pro libovolné liché n.

Pozn.: dal§$im moznosti je vyuzit k feSeni napt. eulerovskych graft.

ULOHA 5.B. Méjme vystup tvaru ostrothlého trojuhelniku ABC s délkami stran ¢ > b > a.
Prusecik v, a osy thlu ACB oznad¢ime X. Prusecik v, a osy strany c oznacime Y. Prusecik
osy strany c a osy thlu ACB oznacime S..

V takovém piipadé potfebujeme dvé podpurné pricky, jedna odpovida vysce v, a druha
prochazi body Y a S..

Urcete velikost thlu mezi nimi, tedy thlu AY'S., v zavislosti na velikostech ahlt BAC a
AXS.,.

kesent. Uhly AXS, a PXC jsou vrcholové, proto maji stejnou velikost. Déle vime, Ze
soucet thla v trojuhelniku je vzdy 180°. Se znalosti velikosti uhlt PXC a XPC jsme
schopni vyjadrit zbyly thel:

XCP =180°-90°-AXS, =90°-AXS,.

Toto je polovina thlu BCA, proto:

BCA =180°-2AXS,.

Pro trojuhelnik ABC plati:

CBA =180°-BAC-ACB =180°-BAC -180°+2AXS, =2AXS,-BAC

Nasledné si staci povSimnout, ze trojuhelniky ASY a APB jsou podobné podle véty uu
(PAB=YAS, APB=ASY =90°), proto i zbylé dva thly maji stejnou velikost. Tedy:
AYS, =AYS =CBA=2AXS.-BAC
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ULoHA 5.c. Nechft p je liché prvocislo. Méjme mnozinu M obsahujici @ +1 cisel. V této

mnoziné méjme cislo, které je nasobkem p, a dalsich (p_2) Cisel, které vSechny davaji jiné
zbytky po déleni p a nejsou délitelné p. Dokazte, Ze at si vezmeme libovolné pfirozené
¢islo n, jsme schopni sou¢tem dvou ne nutné rtznych cisel z mnozZiny M dostat ¢islo,

které dava po déleni p stejny zbytek jako n.

RESENf. Dtikaz povedeme sporem. Predpokladejme, Ze existuje celé ¢islo a takové, ze
soucet libovolnych dvou (ne nutné raznych) ¢isel z mnoziny M ma jiny zbytek po déleni
p neza.

Oznac¢me cislo v M délitelné p jako o; dale polozmé M* = M ~ {o}. Nadale budeme se
zbytky po déleni p pracovat pomoci tzv. kongruenci: pro cela ¢isla m,n piSeme m = n
(mod p), pravé kdyz m dava stejny zbytek po déleni p jako n.

Jisté a ¢ M; navic pokud a’ dava stejny zbytek po déleni p jako a, tak rovnéz a’ ¢ M.
Dale uvazujme ¢islo b takové, Ze 2b dava stejny zbytek po déleni p jako a. Toto ¢islo vzdy
existuje: jelikoZ p a 2 jsou nesoudélna, existuji z Bezoutovy rovnosti cela ¢isla u, v takova,
ze 2u+pv =1. Tedy 2u =1 (mod p) a polozime-li b = ua, dostavame, ze 2b dava stejny
zbytek po déleni p jako 2ua, a tedy i jako a. Tedy b ¢ M a pokud pro b’ € Z plati b’ =
(mod p), méme b’ ¢ M.

Pro pfehlednost nyni zaved me nasledujici znaceni: pro celé ¢islo n definujme 7 jako celé
¢islo z mnoziny {0, 1,...,p — 1} spliujici n =% (mod p), tj. n dava stejny zbytek po déleni
p jako n; jisté pro kazdé n € Z takové n existuje pravé jedno. Vsimnéme si, Ze budeme-li
uvazovat a misto 4, nic se nezméni, jelikoz tloha je formulovana pouze pro zbytky po
déleni p. Tzn. pokud neplati x+y =a (mod p) pro zadna x,y € M, totéz je pravda i pro a.
Ze stejného dtivodu mtzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze M obsahuje pouze
¢isla z mnoziny {0,1,...,p — 1} (jelikoz x +y =a (mod p), pravé kdyzx+7y =a (mod p)).

UvaZujme nyni, kolik existuje rznych dvojic ¢isel x,v € {0,1,...,p — 1} (na poradi cisel
nezalezi) spliiujicich x + y = a (mod p). Jednu z nich uZ jsme nasli: je to dvojice b,b.
Vybereme-li nyni libovolné x ze zbyvajicich p — 1 ¢isel od 0 do p — 1, dostaneme, Ze je
ve dvojici s jedinym ¢islem, a to @—x; opravdu, z definice mdme x +a—x=x+a-x =x
(mod p). Tedy téchto p —1 ¢isel se nam rozdéli do % raznych dvojic (jelikoz na poradi
s¢itancti nam nezalezi). Zapocitame-li i dvojici b, b, ziskavame % +1= % moznych
dvojic. Zadna takovato dvojice nemtize lezet v M, jinak bychom dostali spor. Uz jsme
ukazali, Ze @,b ¢ M, tedy dvojice 0,a a dvojice b,b v M nelezi. Zbyva tedy’%1 -2= ?
moznych dvojic ¢isel z mnoziny {0, 1,...,p — 1}, jejichZ soucet dava stejny zbytek po déleni
pjako a. Z kazdé této dvojice musi v M lezet nejvyse jeden prvek (jinak nastane spor). Na
druhou stranu, kazdé nenulové ¢islo z M se v néjaké takovéto dvojici vyskytuje. Tedy v M
musi leZet nejvyse % +1= % ¢isel. OvSiem M ma ze zadani % +1 prvki a dostavame
spor.

ULoHA 5.0. Jednim ze vzorct pro michéni je b? = a® + ¢ — 2act, kde a,b,c € R jsou reélna
mnozstvi danych tfi surovin a 0 <t <1 je parametr urcujici typ vysledné smeési. Aby nam
smés drZela pohromadé, potfebujeme, aby platilo (a+ b+ c)?> > 2rtacV1 — t2. Dokazte, Ze

to plati pro vsechny typy 0 <t < 1 a vSechna kladna realna 4,5, c.

RESENI. VSimavy fesitel jisté v zadani zpozoroval kosinovou vétu o trojahelniku. Chtéli
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bychom ukazat, Ze pokud mame ctyfi Cisla a, b, ¢, t spliiujici rovnost v zadani, pak bude
existovat néjaky vhodny trojuhelnik s délkami svych stran pravé a,b,c. Poté bychom
mohli tuto rovnici interpretovat jako kosinovou vétu pro trojuhelnik s délkami stran
a,b,c. Ptedpokladejme tedy nyni, ze a,b,c € R*,t € (0,1) a plati rovnost b? = a? +c% - 2act.

Pokud by platilo, Ze b > a +c, pak b? > a® + ¢* + 2ac > a® + ¢ - 2act, tedy pozadovana
rovnost nemiize byt splnéna. Kdyby naopak a > b +c, pak a—c > b a a® + c> — 2ac > b?,
tedy a? + c2 — 2act > b? a rovnost opét nemfize byt splnéna. P¥ipad ¢ > a + b je symetricky,
vidime tedy, Ze pokud by v alespor jednom ze tfi pripadi byla porusena trojuhelnikova
nerovnost, nemohla by platit zadana rovnice. Zjistili jsme tedy, Ze pokud plati rovnice
b? = a®+c?—2act, musi platit trojice trojahelnikovych nerovnosti a+b > c,a+c > b, b+c > a.
Tudiz jsou ¢isla a, b, c opravdu délkami stran vhodného trojahelnika.

Vyuzijme nyni znalosti kosinové véty. Vime, Ze pro délky stran trojuhelnika 4, b,c musi
platit b% = a® + c? - 2accos (). Mtizeme tedy polozit t = cos (). Pozadovana nerovnost,
kterou mame dokézat, se nyni zjednodusi na (a + b+ c)* > 2macsin (B), jelikoz plati znamy
vztah sin? (B) + cos? (B) = 1, tedy [sin(B)| = +/1 — cos? (B). Protoze je ale t = cos(B) € (0,1),

musi platit, ze g € (O, %) a na tomto intervalu je funkce sinus kladna, tedy mizeme psat
sin(B) = /1 —cos?(B) a nase Gprava je korektni.

Miuzeme si v§imnout, Ze na pravé strané nerovnosti nam nyni vystupuje vzorec pro ob-
sah trojahelnika. Plati totiz, Ze S = lacsin(B). Nerovnost si tedy mtzeme ekvivalentné
piepsat na (a+b+c)? > 4nS. Pokud si ozna¢ime polovinu obvodu jako s, pak miizeme
psat (25)> > 41S, coz je ekvivalentni s nerovnosti s> > 7tS. Pokud by se nam podatilo
tuto nerovnost dokazat pro libovolny trojuhelnik, coz bude nyni nasim cilem, je tloha
vyfesena.

Potfebujeme dostat do souvislosti polovinu obvodu s a obsah trojahelnika S. K tomu nam
poslouzi Herontv vzorec pro vypocet obsahu trojuhelnika, ktery fika, ze

S = \/s(s —a)(s—b)(s—c).

Pokusme se nyni ziskat pozadovanou nerovnost pomoci A-G nerovnosti. A-G nerovnost
pro libovolna dvé kladna realna ¢isla a,b fika, Ze plati nerovnost Vab < &21’. Za pou-
Zitl této nerovnosti jsme schopni upravit Herondv vzorec nasledujicim zptsobem: S =
Vsls—a)(s—b)(s—c) = y/s(s —a) - /(5= b) (s —c) < T LG _ 1 (05 _g).(25-b—¢) <

= =72 2 —1 =

2
zl} . (%W) = %. Odvodili jsme tedy, Ze plati nerovnost s> > 4S. Protoze je 4 > 7,

musi nutné platit i nerovnost s> > 7S, coz jsme chtéli dokazat. Tvrzeni Glohy nyni plyne
pfimo z dokazané nerovnosti.
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