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RESENT 1. SERIE

UVODNI SALAT

ULOHA 1.1. Mame soucastku, ktera vypada jako dvé kruznice, ozna¢me je k,I, které se
protinaji v riznych bodech X, Y. Uvazme bod A na kruznici k a bod B na kruznici / tak, ze
A,Bjsourtzné od X,Y a body A, B a X nelezi na jedné pfimce. Ozna¢me kolmici na AX
(resp. BX) v bodé A (resp. B) jako p (resp. q). Dokazte, ze prisecik p a g lezi na kruznici
opsané trojuhelniku ABX.

RESENT. Prusecik pfimek p a q ozna¢me R. Tvrzeni, které mame dokazat je ekvivalentni
s tvrzenim, Ze vSechny ¢tyfi body A, B, X, R lezi na jedné kruznici. Postup feseni si mii-
Zzeme rozdélit na dva pfipady:

i)A=RVB=R

V tomto prfipadé tvori body A, B, X, R pouze trojuhelnik a pro ten dokazeme vzdy
nalézt kruznici opsanou.
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ii) A= RA B #R (viz obr. 2)

Zde nam staci dokazat, ze AXBR je tétivovy ctyruhelnik, jelikoz tomu lze vzdy opsat
kruznici. Ctyfthelnik je tétivovy pravé tehdy kdyz soucet velikosti protéjsich vnitinich
uhld je 180 stuprid. Ze zadani ale vime, zZe thly XAR a XBR jsou pravé, tedy jejich soucet
je 180 stupriti. Ctyfahelnik AXBR je tedy tétivovy a Ize mu tak opsat kruznici, coz jsme
chtéli dokazat.

ULOHA 1.2. Pro libovolné n € N ozna¢me:

Pn)=1+3+---+(2n-1)+(2n-2)+(2n-3)+(2n—4)+---+n

n ¢lent n—1 ¢lena

Tedy napftiklad P(1) =1, P(2) =1+3+2, P(3) =1+3+5+4+ 3. Dokazte, zZe pro kazdé
prirozené n plati, ze P(n) dava zbytek 1 po déleni 5, a zapiste explicitnim vzorcem (pred-
pisem) pro P(n) pouze za pomoci znamének +,-,- a mocnin (bez "trojtecek").

RESENi. Vyraz P si rozdélime na dvé casti, jak uz zadani napovida. Prvni ¢ast bude mit
n ¢lent a oznacime ji P;. Druha ¢ast ma potom n —1 ¢lenti a budeme ji znacit P,.

Muzeme si vS§imnout, Ze P, i P, tvori soucet aritmetické posloupnosti (tj. pro kazdy
prvek posloupnosti plati, ze 1ze vyjadrit jako a, ;1 = a,+d, kde d je konstanta). Pro soucet
n prvku aritmetické posloupnosti plati vzorecek
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+
5, = M)

kde a; je prvni ¢len posloupnosti a a,, posledni.

Pro P, a P, tedy dostavame:

P :n(1+(2n—1)):n2 b :(n—l)((2n—2)+n):3n2—5n+2
1 2 > 2 ) P .

Pro P rovnou dostavame explicitni vzorec:

312 —5n+2 (n—=1)n
P=n*+ =
" 2 2

Zbyva nam tedy dokazat, ze P dava vzdy zbytek 1 po déleni péti: n—1 a n jsou dvé po

sobé jdouci ¢isla. Jedno z nich je tedy sudé, takze (n_zl)" je celé cislo, z cehoz vyplyva, ze

+1.

5@ dava zbytek 0 po déleni péti a P dava vzdy zbytek 1.

ULoHA 1.3. Obraz (nekonec¢na rovina) je obarven nékolika barvami, pfi¢emz plati, ze uva-
zime-li v tomto obraze libovolnou kruznici, tak tato kruznice neobsahuje vSechny pouzité
barvy. Kolik nejméné barev mtize obraz mit?

RESEN{. Spravna odpovéd je ¢tyfi. Musime ukazat dvé véci: 1) Ze existuje obarveni ob-
razu ¢tyfmi barvami takové, Ze Zaddna kruZnice neobsahuje vSechny barvy; 2) Ze pro
kazdé obarveni obrazu méné nez ¢tyrmi barvami existuje kruznice obsahujici vSechny
barvy.

1) Zvolme mnozinu M obsahujici tfi body na jedné pfimce, kazdému dejme jinou
barvu a vsem ostatnim bodim v roviné dejme ¢tvrtou barvu. Ziejmé Zadna kruZnice
neobsahuje vsechny body z M, tedy zadna kruznice neobsahuje vsechny barvy.

2) Uvazme libovolny obraz obarveny n barvami, kde n < 4. Pro n = 1 je tvrzeni zfejmé

(dokonce kazda kruznice obsahuje vSechny barvy). Pro n = 2 uvazme libovolné dva rtiz-
nobarevné body A a B a libovolnou kruznici obsahujici A i B (takova kruznice obsahuje
obé barvy).
Nyni tedy predpokladejme n = 3 a uvazme libovolné tfi riznobarevné body A, B a C.
Pokud nelezi na jedné pfimce, tak kruznice opsana trojuhelniku ABC obsahuje vSechny
barvy. Pokud lezi na jedné pfimce, uvazme libovolny bod D lezici mimo tuto primku. Bez
Ujmy na obecnosti ma stejnou barvu jako A, a tedy kruZnice opsana trojuhelniku BCD
obsahuje vsechny barvy. (Pozn. bez Gjmy na obecnosti znamena, ze bychom pfipadné
uvazili trojuhelnik ABD nebo ACD.)

ULOHA 1.4. Uvazujme normovany polynom stupné 2022, ktery ma vcetné nasobnosti
2022 kladnych realnych kofent rq,..., 7507, a jehoz absolutni ¢len je 12345678. Urcete,
jaké nejmensi hodnoty mtize nabyvat soucet

1

72022

1 1
n+—+r+—+...+7020n+
n )

RESENi. Uvedeme zde feseni za pomoci AG nerovnosti. Z Vietovych vztaht a z toho, zZe
stupen polynomu ze zadani je sudy vime, Ze soucin vsech kofenti je roven absolutnimu
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¢lenu polynomu. Dle znaceni ze zadani mame
Yy tp-----Tyo22 = 12345678.

Na téchto 2022 kofent mtizeme aplikovat AG nerovnost diky podmince, Ze vSechny musi
byt kladné. Ziskavame tim

8] + ry + -4+ 72022 > 20 R T2022
2022 B

neboli
T 41y +-+ 1000 = 2022 2Kfry -1y Top00-

Aplikaci AG nerovnosti na pievracené hodnoty kofent ziskavame druhou nerovnost

1 1 1
H+g+”.+7’2022>2022 li “““ 1
2022 - r 1 1’2022
neboli
1 1 1 1 1 1
et 22022.2°2</_ .......
rn o n 72022 rn n 72022

Sectenim obou nerovnosti tak ziskavame

1 1 1
7’1+—+7’2+—+"'+T2022+—22022' 20m+2022 202{/— '''''

r r 72022 rn n 72022

Ale my ze zadani vime, Ze
Yi:Tp-----Tro22 = 12345678.

Tedy jisté plati nerovnost

1 1 1 [ 1
M+ — 4Ty — 4+ 1000 + —— >2022- 312345678 +2022- ) ————.
5] Ty Y2022 12345678

Nyni vezméme

H=ry=-=1yn = N12345678.

Je jednoduché ovérit, zZe pro tyto hodnoty kotend, které splruji podminku, Ze jejich sou-
¢in je 12345678, nase nalezena nerovnost pre]de v rovnost. Tedy odpovéd na nasi ulohu
je, Ze minimalni hodnota vyrazu r; + b + S 00 je

1
2022 *A12345678 +2022- % ——
" \V 12345678

v Vv

tr0]uheln1ku S,TB a ATSy, jsou u jakéhokoliv takového hbovolneho trojuhelniku ABC
stejné (S, je stfed strany BC a S je stfed strany AC).

RESENE. Oznacme S,;, S, a S, postupné stfedy stran a, b, c a T tézisté trojuhelniku ABC.
Trojahelniky ABS, a ABS; maji shodnou stranu AB. Tyto dva trojuhelniky maji také stej-
nou vysku na tuto stranu, protoze stredni pricka S,S; je rovnobéZzna se stranou AB. Je-
likoz obsah trojuhelniku je polovina soucinu strany a k ni pfislusné vysky, maji troja-
helniky ABS, a ABS}, stejny obsah. Pokud od obsahu trojuhelniku ABS, ode¢teme obsah
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trojuhelniku ABT, dostaneme obsah trojuhelniku ATS,. Pokud odecteme od obsahu troj-
uhelniku ABSj, obsah trojuhelniku ABT, dostaneme obsah trojahelniku ATS,,. Trojuhel-
niky ATS, a ATS; maji proto shodny obsah.

ULoHA 1.B. Ukazte, Ze polynom x" —nx +n—1, kde n > 0 je sudé celé ¢islo, nema zadné
zaporné kofeny. Poté najdéte vSechny kladné realné kofeny tohoto polynomu.

RESEN{. 1. pokusime se najit zaporné kofeny: x < 0

— x" >0 ... nje sudé, kazda suda mocnina zaporného cisla je kladna
— n—-1>0...njenejméné 2

= —nx>0..-nixjsouzaporna Cisla, jejich soucin je kladny

— x"-nx+n-1>0 ... polynom nema zadné zaporné koreny

2. nalezneme vSechny kofeny polynomu:
x"—nx+n-1=0
x"=1-nx+n=0
x=1)(x"1+x" 24 +x+1)-n(x-1)=0

(x-D)(x" P +x" 2+ . +x+1-n)=0
x-1=0 = x=1

X" +x+1-n=0

X" +x=n-1

Na levé strané mame n —1 ¢lenu.

a) x < 1: Potom kazdy z téchto n — 1 ¢lent je mens$i nez 1. Jejich soucet tedy nemiize
byt n—1.

b) x = 1: Z ¢initele (x — 1) uz vime, Ze x = 1 je kofenem polynomu. (Je dokonce vice-
nasobny - je totiz i kofenem druhého ¢initele, protoze kazdy z n — 1 ¢lent je roven 1.)

¢) x > 1: Potom kazdy z téchto n—1 ¢lent je vétsi nez 1. Jejich soucet tedy nemutze byt n—1.
Jediny kofen polynomu je tedy x = 1.

ULOHA 1.c. Ve staté je n mést (n > 0), pficemz mezi mésty vedou jednosmérné silnice.
Posloupnost na sebe navazujicich silnic (i prazdnou) pak nazveme cesta. Vime, Ze pokud
z mésta A do mésta B vede silnice, tak neexistuje zadna cesta z B do A. Navic vime, Ze
pro libovolna dvé mésta A, B existuje mésto C takové, ze do C vede cestaz A i B.

Ukazte, Ze existuje pravé jedno mésto (oznaéme jej Rim) takové, ze véechny cesty
vedou do Rima. Pfesnéji fe¢eno, kazdé cesta bud nelze prodlouzit a konéi v Rimé, nebo
1ze prodlouzit tak, aby kon¢ila v Rimé.

RESENi. Napred si dokazme dvé pomocna tvrzeni:
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1. Mezi mésty nemuze existovat okruh:

Kdyby existoval okruh, vzali bychom si dvé sousedici mésta A, B. Méli bychom silnici
z A do B, ale kdybychom $li po okruhu dostali bychom i cestu z B do A.

2. Pokud ve staté existuje Rim, tak z n&j nevede zadna silnice:

Dokazme sporem: Predpokladejme, Ze existuje silnice z Rima do néjakého C. Potom,
ale nemuze existovat cesta z C do Rima, tudiz tato silnice ani nekonéi v Rimé ani neni
soucasti cesty do Rima. Coz je spor s predpokladem, Ze viechny cesty vedou do Rima.

Nyni uz mtzeme indukci vzhledem k velikosti statu dokazat, ze v kazdém staté né-
jaky Rim je:

1. n =1 mame-li jedno mésto, urcité spliiuje zadani a je Rimem.

2. Méjme n—1 mést danych vlastnosti, mezi kterymi je pravé jeden Rim. Dokazme, Ze
pak i po piidani dal$iho mésta, bude v mnoziné pravé jeden Rim. Nové mésto M mizeme
pridat do mnoziny dvéma zpiisoby:

a) Z Rima vede silnice do M. Tudiz viechny cesty, které vedly do Rima vedou do M.
Zaroven z M zadna cesta vést nemuze, protoze by pak musel vzniknout okruh, tudiz
zadné z n — 1 mést, ke kterym jsme M ptidavali, nemize byt Rimem, protoze do ného
nevede cesta z M. Nova mnozina ma tudiz pravé jeden Rim a tim je M.

b) Z M existuje silnice do né&jakého z n—1 mést. Potom z M vede cesta do Rima, tudiz
pro viechna A bude platit, Ze pro M a A existuje C (Rim), do kterého z obou mést vede
cesta. Zaroven tim ani nevznikne novy Rim. ProtoZe pokud z mésta vede silnice, neni to
Rim, jak nadm fika tvrzeni. Zaroven ze viech mést kromé Rima nam silnice vede. Tudiz
nam zGstava stary Rim.

Indukci jsme dokazali, Ze pro kazdou mnozinu n mést splnujici zadani existuje pravé
jeden Rim.

ULoHA 1.p. Vitek stal na policku nekonec¢né sachovnice a vydal se na prochazku po ni.
V kazdém kroku se posunul o jedno pole jednim ze 4 zakladnich smérti: nahoru, doleva,
dolt nebo doprava. Kolik raznych prochazek mohl Vitek po Sachovnici udélat, pokud
vime, Ze udélal 26 kroki a skoncil na stejném policku, jako zacal?

RESENE. Ma-li se Vitek vratit na policko z kterého vysel, musi za kazdy krok udélat
opacny (za krok vpravo krok vlevo a za kazdy krok nahoru krok dolt (a opac¢né)).
Ze vsech 26 kroku vybereme 2k kroku horizontalné, tedy ( %2) Z téchto horizontalnich

2k kroku, vybereme k kroka vpravo: (Zkk). Dale nam zbyva 26 — 2k kroka na kroky ve
vertikalnim sméru. Téch musi byt opét stejny pocet nahoru i dolti, tudiz z nich vybereme
polovinu, tedy (2163:2kk) krokd nahoru.

Vsechny tyto vybéry volime na sobé nezavisle, proto je mezi sebou budeme nasobit.
Vyraz mtzeme zjednodusit pfepsanim kombinac¢nich ¢isel do tvaru faktorialti a nasled-
nym pokracenim zlomku a vyjde nam vyraz ﬁ

Mame tedy vybér pro obecné k. Ted musime jesté urcit jakych hodnot mtze k naby-
vat. Jelikoz mame 26 krokd, tak je zfejmé, zZe pocet krokti k v jednom sméruje 0 <k < 13.

Vysledny pocet moznosti prochazek tedy ziskame souc¢tem moznosti pro vSechny mozné

13
26!
k, tedy go F(3-PP
Vycislenim sumy ziskame cislo 108 172 480 360 000, cozZ je pocet vSech moznych

prochazek po Sachovnici za danych podminek.
Poznamenejme jesté, Ze uloha $la fesit i elegantnéji (ale narocnéjsi tvahou). Dalo se
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; v , , « s 2
ukazat, Ze vysledny pocet je (fg) .
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