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ResSeni 5. série

NEROVNOSTI

ULoHA 5.1. Mgjme funkci f(a,b) = |a® — b?|. Dokazte, Ze pro viechna realna cisla a, b, c
plati f(a,b) < f(a,c) + f(b,c).

RESENIi. Necht a,b, ¢ jsou libovolna. Provedeme sérii ekvivalentnich tprav:

la? — b%| < |a® — 2| + |b* — &2
0% — 022 < (|a2 — &| + % — 2|)?
at = 20202 4 b < |a? — AP+ [ — A2+ 2] — 2| — &
=at + ' —2a%E + b+t - 2%+ 2]a® — AD? -
—a’? — 4 a* + 02 < |a® — Ab? -
Q2(2 —12) = A(E —12) < |a® — A||B — 2|

(a2 _02)(02 _b2) S |CL2 _C2HC2 _b2|

Leva strana je nyni bud stejna jako prava, nebo je zaporna (a prava kladna); nerovnost
tedy plati.

Dalsi mozna feSeni jsou napiiklad rozdéleni na piipady nebo pouziti trojihelnikové
nerovnosti.

ULOHA 5.2. Proa,b,z,y € RT,z > vy, dokazte nasledujici nerovnost:

(a® 4+ b))z + (—a® + b?)y S (a+b)?
x2 — 92 - 2z

RESENi. Nerovnost dokaZeme vhodnymi ekvivalentnimi tpravami nerovnosti. Zde jsou
uvedeny 2 takové dpravy.

(a® +bM)a + (=a? + 0%y _ (a+b)°
2 — 1?2 - 2z
a’x + b2x — a®y + b2y - (a + b)?
@+y)lz—y) — 2z
a(x —y) + 02z +y) _ (at by
@+y)le—y) — 2
e—y) Wty _ (atbh?

(z+y)(z-y) (@+yllz—y)  22+y—y
a2 b2 (a—l—b)2
+ >
r+y -y (z+y)+(r—y)

Tato nerovnost plati diky Cauchy-Schwarzovu zlomkobijci (Tituové nerovnosti).
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Dalsi moznéa cesta k cili je nasledujici:
(a® +b))a + (=a? + 0%y _ (a+b)°
2 —y? - 2z
(a® +0%)22% + (—a® + b*)2zy > (a +b)*(2® — y?)
(a® +b%)22% — (a® = b°)2zy > (a + b)*2° — (a+ b)*y?
(a® 4+ b*)22% — (a® — b*)2zy > (a® + 2ab + b*)z? — (a® + 2ab + b?)y?

(a® 4 b*)22% — (a® — b*)2zy — (a® 4 2ab + b*)2® + (a* + 2ab + b*)y* > 0
(a2 — 2ab + b2)a:2 - (a2 - 62)21‘3/ + (a2 + 2ab + b2)92 >0

(a—b)2z? — (a — b)(a+b)2zy + (a +b)*y*> >0

[z(a —b) —y(a+b)]>>0

Nerovnost ziejmé plati z nezapornosti hodnoty druhé mocniny.

ULOHA 5.3. Piedstavme si normovany polynom P(z) stupné 3, ktery méa véetné nasob-
nosti 3 realné kofeny a,b,c. Pro P navic plati, ze koeficient u z je roven a® + b* + 2.
Dokazte, ze P mé jediny trojnasobny kofen.

RESENi. P(z) je normovany, stupné 3 a mé tfi realné kofeny, jeho rozklad na kofenové

Cinitele vypada takto:
P(z)=(z —a)(x —b)(x —c)

Roznasobenim zavorek ziskdme tvar
P(z) = 2® — (a + b+ ¢)z* + (ac + be + ab)z — abe

Ze zadani vime, Ze se koeficient u & ma rovnat a? 4+ b + ¢, porovnejme proto tento
vyraz s koeficientem (ac + be + ab) odvozenym vyse, a dal upravujme na soucet ¢tvercu
(tj. ,t¥f vyrazi v druhé mocning*):

ac+be+ ab = a® + b +
0=a?+b>+c®—ab—ac—be
0 = 2a* + 2b* + 2¢* — 2ab — 2ac — 2be
0 =a® — 2ab+ b? + b? — 2bc + 2 + 2ac + a?
0=(a—0b)*+(b—-c)?+(c—a)?

Pozn. na tfetim fadku jsme vynasobili obé strany ¢islem 2 a na ¢tvrtém se jen trochu
pozménilo potadi ¢lenti, zkuste si spoéitat jednotliva a?, b? apod. a uvidite, Ze to sedi ;)

Kazdy z vyrazi (a—b)2, (c—a)?, (b—c)? jsou druhé mocniny, které musi byt nezaporné.
Na pravé strané posledni rovnice mame t¥i nezdporna ¢isla, jejichz soucet musi byt rovny
nule — nutné tedy kazdé z nich musi byt nulové. Proto a = b = ¢, a P(x) ma jeden
trojnasobny koten.
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UrLoHA 5.4. Uvazujme tétivovy Gtyithelnik se stranami a,b, ¢, d a thlopiickami e, f.
UkaZte nasledujici nerovnost: e + f2 > 4v/abcd. Uréete, kdy nastane rovnost.

RESENi. UkaZeme platnost nerovnosti v zadani pomoci dvou AG nerovnosti. Prvni je
velmi jednoduché: e? 4+ f? > 2ef. Pro daldi odhad pouZijeme tzv. Ptolemaiovu vétu: ta
tika, Ze v tétivovém ¢tyrihelniku se stranami a thlopfickami oznadenymi jako v zadéni
plati ac + bd = ef, tj. soucin délek uhlopiic¢ek je roven souctu soucint délek protéjsich
stran. Na vyraz v Ptolemaiové vété mizeme aplikovat AG nerovnost pro dva ¢leny ac, bd
a dostaneme:

€2+ f? > 2ef = 2(ac+ bd) > 4V abed.

Praveé toto jsme chtéli dokazat, tj. prvni ¢ast tlohy je zdarné hotova. Nyni staci urcit,
kde nastane rovnost. Jelikoz v AG nerovnosti z + y < 2,/zy nastava rovnost, pravé kdyz
x =y, pro ndmi odvozenou nerovnost nastane rovnost, pravé kdyz e = f a ac = bd. To ale
neni vSechno! Nezapomenme, Ze tlohu nefesime pro libovolnou skupinu ¢isel, ale pro délky
v ¢tyfihelniku. Musime tedy prozkoumat, pro jaka a, b, c,d, e, f spliujici e = f,ac+ bd =
ef,ac = bd dany Ctyithelnik existuje.

Co pro tétivovy ¢tyfuhelnik znamené, Ze délky jeho thlopri¢ek jsou stejné? Oznacme
si tthly u jednotlivych vrcholua jako a, 8,7, 4. Z tétivovosti plyne, Ze soucet protéjsich uhla
je 180°, tj. a+v = B+ 6 = 180°. OvSem jelikoz obé thlopticky maji shodné délky,
obvodové tihly nad nimi jsou stejné velké, tj. BUNO a = 8,7 = § = 180° — a. Celkem
tedy muzeme Fict, Ze nas ¢tyrihelnik ma u vrcholu uhly o, «, 180° — «, 180° — a, tedy se
jedné o rovnoramenny lichobé&Zznik. Naopak, kazdy rovnoramenny lichobé&znik lze vepsat
do kruZnice a jeho thlopficky jsou stejné dlouhé.

Zbyva prozkoumat podminku ac = bd. BUNO piedpokladejme, Ze b,d jsou ramena:
chceme tedy zjistit, pro jaka kladna realna &isla a,c mtuzeme zkonstruovat rovnoramenny
lichobé&znik se zakladnami délek a, ¢ a rameny délky /ac. Pfedpokladejme na chvili a > c.
Ozna¢me kolmé priméty bodu C, D na piimku AB jako C’, D’. Snadno si rozmyslime, Ze
lichobéZnik s danymi parametry existuje, pravé kdyz ,existuje” trojihelnik AC'C, Na to
vyuzijeme nésledujici drobné lemma:

Lemma. Necht a, ¢, r jsou kladné realna ¢isla. Pak existuje rovnoramenny lichob&znik
se zakladnami délek a,c a rameny délky r, pravé kdyz r > %]a —|.

Diikaz. Pro ¢tverec je tvrzeni ziejmé. BUNO dale pfedpoklidejme a > ¢. Oznafme
kolmé priiméty bodu C, D na pifmku AB jako C’,D’. Tedy |AC'| = |[BD'| = 45¢. Pokud
zadny lichobéZnik existuje, potom z toho, Ze trojuhelnik ACC’ je pravuhly s pifeponou
AC, dostaneme r > %(a — ¢). Naopak, pokud tato nerovnost plati, jsme schopni jednoduse
sestrojit trojuhelniky ACC’, BDD'. Jelikoz ¢tverec C'D'DC sestrojime vzdy, dohromady
dostaneme rovnoramenny lichobéznik ABC D s pozadovanymi parametry.

Sta¢i ndm tedy zjistit, kdy nastane nerovnost \/ac > $|a — ¢[. Po umocnén{ na druhou
a tupravé dostavame 0 > a? — 6ac + ¢, po vydéleni ¢ potom 0 > (%)2 — 62 + 1. Jelikoz
koeficient u (%)? je kladny ziskdme ¢ € (t1,t2), kde t1,t5 jsou koFeny rovnice t? —6t+1 =0
Celkem tedy ¢ € (3 — v/2,3 4+ V2).

BRKOS Team



XXVIII. roénik BRKOS 2021/2022

ULoHA 5.A. Necht A # B jsou body v roviné. Uréete mnozinu viech bodi C' v roviné
takovych, ze ABC je rovnoramenny trojuhelnik.

RESENI. Aby byl trojihelnik ABC' ze zadané usecky AB rovnoramenny, musi spliiovat
nékolik podminek. Bod C' nesmi nélezet pfimce na které lezi tsecka AB, jelikoz by jinak
body A, B, C lezely v jedné piimce. Dale mame dvé moznosti, bud AB tvoii zakladnu
a plati tak |[AC| = |BC|, nebo AB tvoii jedno z ramen a plati bud |AB| = |AC| nebo
|AB| = |BC|.

V prvnim piipadé AB tvori zakladnu a rovnosti |AC| = |BC| vyhovuji vSechny body C
na ose tsecky AB kromé prusec¢iku osy s tseckou AB, jelikoZ tento prusecik nalezi tsecce
AB a body by lezely v jedné pifimce. V druhém piipadé hledame mnozinu bodu ktera
vyhovuje rovnosti |AB| = |AC|, respektive |AB| = |BC/|. Mnozinu boda, které maji od
bodu A, resp. B, stejnou vzdalenost 1ze popsat kruznici se stfedem v daném bodé&. Mozné
body C' lezi na kruznici se stiedem v bodé A a polomérem |AB]|, respektive na kruznici se
stfedem v bodé B a polomérem |AB|. Stejné jako v pfedchozim piipadé je tfeba vyloudit
body nalezici pfimce, na které lezi usecka AB.

Resenfm je tedy mnoZzina bodi, kterou lze popsat jako sjednoceni osy tusecky AB, kruz-
nice se stfedem v bodé A a polomérem |AB| a kruznice se stfedem v bodé B a polomérem
|AB|, mimo body které lezi na jedné p¥imce s body A a B.

UroHA 5.B. Urcete, kterému celému &slu je roven vyraz

{’/9+4\/S+ 3/9—4\/5.

Své tvrzeni dokaZte.

RESENT. Oznacme si A = {’/9 — 45 + 3/9 +44/5. Jedna se o soucet dvou vyrazi pod
tfeti odmocninou, bude tedy vhodné se tifetich odmocnin tpravami néjak ,zbavit“, a to
udélame tak, ze cely vyraz umocnime na treti:

A3 = <§‘/9—4\/5+ §‘/9+4\/5>3

A3:9—4\/5+3§/(9—4x/5)2(9+4\/5)+3\3/(9—4x/5)(9+4x/5)2+9+4\/5
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Vyise jsme vyuzili pravidlo (a + b)3 = a® + 3a%b + 3ab® + b3.
Upravujme dal — pod ob&ma odmocninami je skryty vyraz (9 — 4v/5)(9 + 4v5) =
81 —-80=1

A3:18+3{’/9—4\/5+3€’/9+4\/5

A3:18+3({’/9—4\/5+ {’/9+4\/5)
A® =18+ 34
A*—34-18=0

I pro fesitele, ktefi neznaji pokrocilejsi zpiisoby hadani celoc¢iselnych korenii polynomii,
nemusi byt tézké odhadnout (a dosazenim ovéfit), ze 3 je jednim z kofenu. Po vydéleni
kofenovym ¢&initelem zjistime, ze A% —3A4 —18 = (A —3)(A%2 +3A+6). Ze znamého vyrazu
pro nalezeni kofenti kvadratické rovnice zjistime, ze A% +3A+6 uz zadny celocéiselny koten
nema. Jedinym vyhovujicim A je tedy ¢islo 3.

ULoHA 5.C. Najdéte viechny trojuhelniky ABC takové, ze existuje kruznice protinajici
stranu AC' v bodech C' a X a stranu AB v bodech B a Y, pficemz plati: |CX|: |AX]| =
|BY| : |[YA|. Body X aY jsou vnitini body tse¢ek AB a AC.

RESENi. Uvedu zde Fedeni inspirované Risou Blazkem. Body X a Y jsou vnitFnimi body
stran AC, AB trojthelniku ABC. Ctyiahelniku XY CB lze ze zadani opsat kruznici. Diky
tomu z mocnosti bodu ke kruznici plati rovnice |AX| - |[AC| = |AY| - |AB|. Tato rovnice
musi byt pro hledané trojihelniky splnéna, stejné jako rovnice ze zadéni, kterou si upravime
nasledovné: jisté plati |CX| = |AC| — |AX]|, |BY| = |BA| — |AY|. Po dosazeni do zadané

. 4 AC|—|AX BA|—|AY sy o 1 N . .
rovnice dostdvime (’Ll“'q g ‘L‘Y‘ | Po pri¢teni jednicky k obéma strandm rovnice

a roznasobeni ziskdvame rovnost |AY|- |AC| = |AX]| - |AB|. Tuto rovnici mohu vhodné
podélit s rovnici ziskanou z mocnosti bodu ke kruznici (déleni nulou je kvili kladnym
vzdalenostem vylouceno) a ziskat tak rovnici % = %, tedy |AB| = |AC/|. Dosli jsme
tedy cisté algebraicky k zavéru, ze ma-li mit néjaky trojuhelnik pozadované vlastnosti ze
zadéni, pak musi byt nutné rovnoramenny s rameny AB, AC'. Zadani po nas ale chce najit
vSechny trojuhelniky s danou vlastnosti. Zbyva nam tedy zjistit, zda je tato podminka
rovnoramennosti dostacujici.

Meéjme tedy rovnoramenny trojtihelnik ABC s rameny AB, AC a zvolme za body X,
Y stredy stran AC, AB. Poté jsou jisté trojuhelniky AXY, ACB podobné podle véty SUS,
nebot poméry dvou dvojic odpovidajicich si stran jsou stejné a thel sevieny mezi témito
stranami je také stejny. Tedy uhly <ACB, <ABC, <AXY a <AY X musi byt shodné
a plati [<CXY| = [<BY X| = 180° — |[<AXY|. Soucet protéjsich thla v étyfuhelniku
BCXY tedy nutné musi byt roven 180°, takZe je tento Gtyifthelnik tétivovy a uréité mu
lze opsat kruznici, coz je kruznice ze zadani. Trojihelnik spliuje zadanou vlastnost pravé
tehdy, kdyZ je rovnoramenny, a hledand mnozina trojihelniki je mnozZina v8ech rovnora-
mennych trojihelnika se zakladnou BC.
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UrLoHA 5.D. Vybereme si v roviné tii body A, B a C, které nejsou v degenerované
pozici; tzn. trojuhelnik ABC nemé zadny z vnitfnich thla vétsi nez 120°. Déle sestrojime
rovnostranny trojuhelnik nad tseckou AB (mimo trojuhelnik ABC') a spojime tieti bod
tohoto rovnostranného trojthelnika s bodem C'. Ziskame tak pfimku c. Podobné vytvoiime
piimku a tak, Ze sestrojime rovnostranny trojuhelnik nad BC a spojime jeho tiet{ vrchol
s bodem A. V misté, kde se protind piimka ¢ a a, miZzeme umistit libovolny kus ovoce.

Premyslime nad umisténim dalstho kusu ovoce, ale zatim méme stanovenu pouze polohu
bodu A a B. Kde vSude muZeme ovoce umistit, pokud nezname polohu bodu C?

RESENi. UvaZme obecny negenerovany trojihelnik ABC' jako na obrazku. Také si vy-
zna¢me pifslusné rovnostranné trojihelniky nad hranami, spojnice vrcholi a a ¢ a jejich
prusecik F. Pov§imnéme si, ze trojuhelniky ABE a DBC jsou shodné. |AB| = |DBj
a BE = BC, jelikoz se jedna o dvojice stran rovnostrannych trojuhelnika. Navic oba thly
u vrcholu B jsou stejné velké. Jejich spolecna velikost je totiz |[<ABC/|+60°. Disledkem je,
7e velikosti thli <F'DB a <F AB jsou stejné (jedna se o odpovidajici si thly ve shodnych
trojthelnicich). Podle véty o obvodovych thlech to oviem znamena, Ze vSechny ¢tyii body
A, B, D i F lezi na spoletné kruznici d. Tim jsme omezili mnozinu moznych poloh bodu F
na oblouk AB kruZnice opsané trojihelniku ABD, ktery neobsahuje bod D. Samoziejmé
musime uvazovat ob& mozné polohy vrcholu D (v horni a dolni poloroving).

Nynfi jesté musime ukézat, Ze pro kazdy takovy bod F' existuje vhodné umisténi bodu C.
Opétovnym pouzitim véty o obvodovych tithlech miiZzeme spoéitat, Ze velikosti thla <DAB
a <DF'B jsou stejné, tedy 60°, a podobné velikosti uhli <AFD a <ABD jsou stejné,
tedy 60°. Velikost tthlu u vrcholu F' trojihelniku ABF je proto 120°. Umistime-li vrchol C'
do bodu F', dostaneme nedegenerovany trojihelnik. Zaroven prisecik tsecek a a c ziejmé
bude bod F'. Tento postup je platny pro kazdy vnit¥ni bod oblouku. Pro jeho krajni body
A a B umistime bod C' na polopfimku DA respektive DB. V prvnim pfipadé lezi bod
A 7z definice na obou pifimkach a,c. V druhém ptipadé lezi bod B z definice na pfimce c,
a protoZe je thel <ABF plny, lezi bod B i na pfimce a. Je proto mozné zvolit bod C tak,
aby F' splynul s A nebo s B.
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