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Reseni 2. série

POLYNOMY

ULoHA 2.1. Naleznéte polynom f, pro ktery plati f(1) = 1, f(2) = 2, f(3) = 3, f(4) = 2021.

RESENI. Polynom g(z) = z zadani spliiuje pro z = 1,2,3 , ale pro z = 4 je g(4) = 4 #
2021. Zjevné plati 4 + 2017 = 2021, potiebujeme tedy néco k polynomu g(x) pricist...
Chceme k g(z) pric¢ist n&jaké h(z) takové, ze g(z) + h(x) = f(z), coZz znamena, Ze
h(1) = 0,h(2) = 0,h(3) = 0,h(4) = 2017. Polynom (z — 1)(z — 2)(z — 3) méa kofeny
x =1,2,3 a pro x = 4 ma hodnotu 6, takze kdybychom jej vynasobili %, ziskali bychom
hledany polynom h(z) = 2% (z — 1)(z — 2)(z — 3).
Tedy hledany polynom f(x) je tvaru

2017

f(@) = g(a@) + h(w) =+ =

(x —1)(z —2)(x — 3).

ULoHA 2.2. Najdéte viechny polynomy P s realnymi koeficienty vyhovujici rovnici
P3 —2:P? + (40 —1)P =62 — 6

(tj. polynomy, pro néz rovnice plati pro kazdé = € R). Spravnost svého feseni dokazte.
RESENi. Hledéame polynom P spliwjici rovnost

P? —22P? + (4z —1)P = 6z — 6.

Povsimnéme si, Ze leva strana lze vydélit polynomem P beze zbytku. Proto i prava
strana musi jit vydélit polynom P, coz znamena, ze P ma stupen nejvyse 1. Kdyby mél
vetsi stupeii, pak by 6z —6 dévalo zbytek 6x —6 po déleni P. VyfeSeme tedy zvlast pripady,
kdy je P konstantni nebo linearni polynom.

Kdyby byl P roven konstanté ¢, pak by ¢ muselo splnit rovnici

& —22c® 4 (4 — 1)c =6z — 6
pro kazdé z, tedy zejména pro x = 0. Muselo by proto platit
A —c+6=(c+2)(c*—2c+3)=0.
Jediné TeSeni této rovnice je ¢ = —2, které ovSem nevyhovuje po dosazeni:
(—2)? — 22(—2)? + (42 — 1)(—2) = —162 — 6 # 62 — 6.

Proto musi byt P linearni, a jelikoz déli 62— 6 = 6(x— 1) beze zbytku jakoZto polynom,
musi byt tvaru P = a(z — 1). Dosadime-li do rovnice ze zadani ziskame

a®(x —1)% —2za®(x — 1)* + (4o — Da(z — 1) = 6z — 6.
Podélime-li obé strany vyrazem x — 1, obdrzime

a*(x —1)* = 2za*(z — 1) + (4o — 1)a = 6.
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Pokud nyni dosadime x = 1, ¢leny obsahujici x — 1 nabydou hodnoty 0 a zbyde 3a = 6,
proto a = 2. Dosazenim polynomu P = 2z — 2 do pavodni rovnice ovérime, ze se skutecné
jedna o TeSeni.

ULoHA 2.3. Normovany polynom P(zx) s celo¢iselnymi koeficienty spliiuje nasledujici
vlastnost: pro kazdé prvocislo p plati, Ze hodnota P(p) je opét prvocislo. DokaZte, Ze
pokud je P(0) délitelné pravé k prvoéisly, kde k je pfirozené ¢islo vétsi nez 1, mé polynom
P stupen alespoti k.

RESENT. Necht P = 2" + ap_12" ' + ... + a1z + ag. Jelikoz P(0) = ayp, tak vime, Ze
existuje pravé k ruznych prvocisel délicich koeficient ag. Necht to jsou prvocisla pi, ..., p.
Dosadme libovolné p; z nich do polynomu P:

P(pi) = pj + anflp?fl + ...+ aip; + ao.

Dostéavame soucet nékolika séitanct, které jsou vSechny délitelné p;, proto p;|P(p;). Podle
predpokladu je ale P(p;) prvocislo, diky ¢emuz dostavame P(p;) = p; pro libovolné p; délici
ap. Zkoumejme nyni polynom Q(z) := P(x) — 2. Dosadme do né&j libovolné z nasich p;,
dostaneme Q(p;) = P(p;) — pi = 0. Polynom @ ma tedy alesponi k kofent. Dostavame tak
dvé moznosti — bud ma stupen alespoil k, nebo se jedna o konstantni nulovy polynom.

Pokud by @ byl nulovy polynom, tak bychom dostali P(z) = z, coZ nemiZe nastat,
jelikoz absolutni ¢len polynomu P m4 byt délitelny koneéné mnoha prvocisly, coz 0 nespl-
nuje. Proto @@ mé stupen alesponn k > 2. Ale odecteni polynomu x od polynomu stupné
alesponi dva nemuze zménit stupen daného polynomu, proto i polynom P(z) = Q(z) + =
ma stupen alespon k.

ULoHA 2.4. Oznaéme mnozinu viech polynomil v proménné z s celo¢iselnymi koeficienty
jako Z[z]. Necht p je prvocislo, pro které neexistuje ¢ € Z takové, 7e ¢> = —1 (mod p).

Polynom f € Z[x] nazveme p-rozverny, jestlize lze napsat ve tvaru p-h(z)+(x?+1)-k(z)
pro néjaké polynomy h, k € Z[z]. Dokazte, Ze pokud je sou¢in dvou polynomu p-rozverny,
je alespon jeden z nich rovnéz p-rozverny.

RESENi. Uvazujme libovolné dva polynomy f,g9 € Z[z], jejichz soucin je p-rozverny, tedy
f(x)-g(x) =p-h(x)+ (22 +1)k(x). Z toho dostavame f(z)-g(x) = (22 + 1)k(x) (mod p),
tedy 2241 modulo p déli soucin f(z)-g(x). NaSe p oviem ze zadani splituje podminku, ktera
zarucuje, ze rovnice x2 +1 =0 (mod p) nem4 Fesent, tj. 22 + 1 nelze modulo p rozloZit na
souc¢in linearnich polynomu. Déli-li takovyto nerozlozitelny (ireducibilni) polynom souéin
f(z)-g(x), musi délit alespon jednoho z ¢initeld (to plyne napft. z véty o déleni se zbytkem).
Piedpokladejme tedy napf., Ze 2241 modulo p déli f(x), tedy existuje polynom &'(z) € Z[x]
takovy, ze f(x) = (2?2 + 1)k'(z) (mod p). Potom plati f(z) — (? + 1)k/(z) = p- K’ (x) pro
néjaky polynom h/(z) € Z[z], a tedy f(x) je p-rozverny.

ULoHA 2.A. Mame &tverec 2021 x 2021 policek a chceme ho néjak ozdobit. Rozhodli
jsme se, ze do néj postupné napiSeme vSechna ¢&isla od jednicky az dokud to pijde, a to
ve tvaru spirdly. Udélame to tim zplisobem, Ze za¢neme v horni fadé€, na jejim konci se
sto¢ime dola a tak dale.

Do kazdého policka se ale vejde jen jedna cifra, delsi ¢isla proto musime napsat do vice
poli¢ek (10 do dvou — do prvniho jedni¢ku, do druhého nulu). Jakou cifru napiseme do
policka uprostied naseho ¢tverce s 2021 x 2021 policky?
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Priklad takového ¢tverce pro 5 x 5 policek:

112 |3|4]|5
113|1]|4/|6
211|717
116|158
1({110]1]9

RESENi. Ctverec ma 4084441 policek. JelikoZz do néj vpisujeme po spirdle, tak nez se
dostaneme k prostifednimu policku, projdeme je vSechny, tudiz hledame 4084441. cifru.

Postupné vypliiujeme jednociferné ¢isla, téch je 9 a zabiraji 9-1 = 9 poli, poté dvou-
ciferné téch je 90 a zabiraji 90 - 2 = 180 poli, a tak dale, az do doby, nez piekro¢ime ¢&islo
4084411. To nastane u Sesticifernych ¢isel. Hledana &islice se nachazi tedy v Sesticiferném
¢isle.

Spocitame kolik poli¢ek zabiraji péti— a ménéciferné &isla, tj. 9-14+90-2+900-3+9000-
4 + 90000 - 5 = 488889 a toto ¢islo odecteme od celkového poctl policek a tim dostaneme

Kazdé Sesticiferné ¢islo zabira 6 poli, vydélime tedy zbyvajici pocet policek Sesti:
3595552/6 = 599258, zbytek 4. Do ¢tverce muzeme zapsat tedy 599258 celych &isel, a vy-
sledné cifra se bude nachazet na 4. pozici v 599259. Sesticiferném ¢isle.

K ¢&islu 599259 musime jeSté pric¢ist pocet péti— a ménécifernych &isel, tj. 99999. Hledana
cifra se tudiz nachazi na 4. pozici v ¢isle 699258. Uprostied ¢tverce se bude tedy nachézet
¢islice 2.

ULoHA 2.B. Uvazujme kruznici k a na ni t¥i rizné body A, B, C. Ozna¢me kolmici na
AB v bodé A jako p a kolmici na BC' v bodé C' jako ¢q. Dokazte, Ze prusecik piimek p a ¢
lezi na kruznici k.

RESENi. Ozna¢me priisecik pfimky p a kruZnice k jako P. MiiZou nastat dvé situace.
Pokud tsec¢ka AB je prumér kruznice k, je pfimka p teénou, a tedy A = P. Jinak body
A, B, P tvori trojihelnik s pravym thlem u vrcholu A, podle Thaletovy véty je tedy BP
prumér kruznice k.

Dale necht C' je prisecik k a g. Obdobné: pokud BC je prumér, tak C = Q; jinak BC'Q
je pravouhly trojihelnik a BQ je prumeér k.

Usecky BQ i BP jsou pruméry kruznice k, tedy P = Q.

ULoHA 2.C. V tovarné Gordona Bramsayeho na michané vejce je 2021 kuchyni oéislo-
vanych 1 az 2021 a v8echny jsou zhasnuté. Zarovein ma tovarna 2021 roboti, ktefi jsou
téz ocislovani 1 az 2021. Robot s ¢islem ¢ ma za tkol v kazdé kuchyni s ¢islem délitelnym
i piepnout i-krat stav zZarovky (ze zhaslé na rozsvicenou a zpét). Postupné posleme viechny
roboty 1 az 2021 po celé tovarné. Kolik kuchyni bude nakonec rozsvicenych?

RESENi. Necht 7 je index libovolné kuchyné. Ze zadani se jeji vypina¢ piepne k-krat pro

kazdé k | i. Mistnost ¢ tedy bude rozsvicena pravé tehdy, kdyz pocet jejich lichych déliteli
je sudy.
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Uvazme prvoéiselny rozklad ¢isla ¢ = p{*pg?...pon. Kazdy délitel ¢ ma prvociselny
rozklad pflp§2...pg", kde 0 < 8; < o (pro 0 < ¢ < n). Proto i ma (a; + 1) - (a2 +
1) -+ (ap+1) délitelu. Délitél je lichy pravé tehdy, kdyz u prvoéisla 2 méa exponent 0. Proto
pokud pocitdme pocet lichych délitelt, tak v soufinu vynechédme ¢initel, ktery odpovida
poc¢tu vyskyti ¢isla 2. Tento souéin si ozna¢me (o) +1) - (o, + 1)+ (af,_1 + 1)

Cislo (o} +1) - (b 4+ 1)---(e/,_; + 1) je liché pravé tehdy, kdy? jsou liché vSechny
jeho ¢initelé. Tedy mistnost ¢ je rozsvicena pravé kdyz se kazdy exponent lichého prvocisla
vyskytuje ve druhé mocniné. To nastane pravé tehdy, kdyz ¢ je druhda mocnina, nebo
dvojnasobek druhé mocniny.

Zbyvé spocitat, kolik takovych ¢isel je do velikosti 2021. Druhych mocnin je 44, nebot
44% < 2021 < 45%. Dvojnasobkii druhych mocnin je 31, nebot 2 - 312 < 2021 < 2 - 322
Dohromady ztistane 75 kuchyni rozsvicenych.

ULoHA 2.D. Je dana kruznice k s polomérem r. Urete maximalni obsah tétivového
¢tyruhelniku vepsaného do k v zavislosti na 7.

RESENi. Uvedu zde dikaz inspirovany nékterymi zaslanymi Fesenimi. Nejprve si uvédo-
mime, Ze kazdy tétivovy ¢tyrtuhelnik se d& podél jedné z jeho dhlopii¢ek rozdélit na dva
trojuhelniky se spole¢nou stranou. Obsah &étyiftuhelnika se poté da vyjadiit jako soucet
obsahii dvou takto vzniklych trojthelniki. Pokusime se néjak shora ohranicit tento obsah.

Oznacme si vrcholy libovolného tétivového ¢tyituhelnika jako A, B,C,D. Poté plati
SaBcp = Sapc + Sacp. Pro obsahy jednotlivych trojuhelnika plati Sapc = % -JAC| -1
a Sacp = % -|AC| - va, kde vy, vy jsou po Fadé délky vysek spusténé z bodu B, D na tsecku
AC. Pro obsah ¢tytuhelnika poté plati

1 1 1
SaBcp = Sapc + Sacp = B . ‘AC| -1+ B . |AC’ c Vg = B . |AC‘ . (v1 +v2).

Jisté pro usecky AC a BD plati nerovnosti |AC| < 2r a |BD| < 2r, jelikoz jsou obé
tétivami kruznice. Ozna¢me si dale prusecik téchto usecek jako E (thlopficky tétivového
¢tyriahelnika se vzdy protnou, jelikoz se vzdy protnou thlopticky libovolného konvexniho
¢tyiuhelnika). Pro velikost vysky v poté bude platit nerovnost v; < |BE], protoZe tisecka
v1 tvori odvésnu v pravouhlém trojuhelniku s preponou BE a bude-li BE kolméa na AC,
pak se budou rovnat. Obdobné plati ve < |DE|. Se¢tenim obou nerovnosti ziskame vy +vy <
|BE| + |DE| = |BD| < 2r. Tedy plati nerovnosti |AC| < 2r a v; + vy < 2r.

Vynasobenim téchto nerovnosti musi platit |AC| - (vi + v2) < 472, tedy pro obsah
libovolného t&tivového Etyfuhelnika plati Sapep = % JAC| - (v1 +v2) < % c4r? = 2r2,

Zbyva ndm urcit, zda je vibec mozné sestrojit tétivovy ¢tyruhelnik takovy, aby mél ob-
sah 272, Kdyz si ale do kruznice vepiSeme ¢tverec, je snadné ovérit, ze skuteéné pozadovany
obsah mé a hodnota 2r? je tedy feSenim tlohy.
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