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Reseni 1. série

UVODNI SALAT

ULoHA 1.1. Je dan pravidelny Sestithelnik a Sest kruznic o poloméru 1, kazda se stfedem
v jiném vrcholu a prochézejici stfedem Sestitthelniku. Jaky je obsah rtzové kvétiny na
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RESENi. Uloha se dala fesit mnoha riznymi zptsoby, zde uvedeme ten nejvice pfimocary.
Stacilo si vSimnout, Ze polovina listku kvétiny, tedy dvanactina celkového obsahu kvétiny,
je rovna rozdilu obsahu kruhové vysece a obsahu rovnostranného trojthelnika. Bylo tedy
potieba spocitat obsahy obou téchto utvart. Obsah vysece je roven jedné Sestiné obsahu
kruznice, tedy S; = 67rr2 kde r je polomér, v nasem piikladu roven jedné. Obsah rovno-

stranného trojuhelnika je roven Sy = f 2 kde a je strana rovnostranného trojihelnika, v
nasem piikladu rovna poloméru kruznlce - tudlz také rovna jedné. Vysledny obsah kvétiny
je tedy

12(S1 — So) = 12( ) = 27 — 3V/3.
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ULoHA 1.2. Necht je dana kruznice k a body A a B, které na ni lezi. Te¢ny ke kruznici
k rovnobézné s AB se dotykaji kruznice v bodech C a D. Zvolme body F a F, tak, ze C
je stfed tsecky AE a D je stfed usecky BF. Dokaite, ze AF je rovnobézna s BE.

RESENi. Ozna¢me si stfed kruznice k jako S. Nejdiive ukaZeme, ze body C, D a S lezi
na jedné piimce. Pfimka C'S je kolm4 na AB, jelikoZ je kolmé na teénu v bodé C. Stejné
tak, pfimka D.S je kolmé na AB, jelikoz je kolma na teénu v bodé D. P¥imky C'S a DS
jsou tedy rovnobézné. Navic obé prochazi bodem S, takze jsou dokonce totozné.

BRKOS Team



XXVIII. roénik BRKOS 2021/2022

»
~——To——"m

UkaZzme, Ze piimka C'D je rovnéZz osou tsecky AB. Vime, Ze osa usecky AB (kterou
budeme znalit o4p) je kolma na AB a tedy rovnobé&zna s C'D. Osa 04p navic prochazi
stfedem S, a proto je totoZna s piimkou CD.

Jelikoz CD je osou tsecky AB, tak |CA| = |CB| a |DA| = |DB]|. Ze zadani je bod
C stfedem tsecky AFE, tedy |CE| = |CA| = |CB|. Bod B lezi na Thaletové kruznici nad
primérem AF, a proto je ihel <ABFE pravy. Stejné tak ze zadani je bod D stfedem tsecky
BF, tedy |DF| = |DA| = |DB|. Bod A lezi na Thaletové kruznici nad primérem BF,
a proto je thel <BAF pravy.

Jelikoz thly <ABE a <BAF jsou stiidavé, tak jsou pfimky BE a AF rovnobé&zné.

ULoHA 1.3. V Hloupéting postavili mrakodrap o n patrech, kde kazdé patro mélo 1 az
n oken. Podminka byla, aby pro kazda dvé patra mélo to vyssi z nich alespon tolik oken
jako to nizsi z nich. Dokazte, ze existuje patro m s m okny (¢ili méa presné tolik oken,
kolikaté je v pofadi odspodu).

RESENi. Ulohu dokaZeme indukef pro viechna n € N.

Pro n = 1 mame pouze 1 patro, které mtuze mit 1 az n oken, n = 1, proto bude mit
pravé 1 okno. Predpoklad, ktery plati pro n: existuje patro m, pro které plati, Ze patro ma
m oken. (Pozn.: ,patro m* zna¢i m-té patro.)

DokéazZeme, ze pokud plati pro n, plati i pro n + 1: Mohou nastat dvé situace:

1. patro n + 1 ma n + 1 oken... tedy podminka plati,

2. patro n+1 ma méné nez n+1 oken... tedy patro n ma 1 az n oken, stejné tak vSechna
predchozi.
7 predpokladu vime, Ze pro mrakodrap s n patry, kde kazdé patro ma 1 az n oken,
existuje patro m, pro které plati, Zze patro ma m oken.

V obou situacich dostaneme, Ze pokud plati predpoklad pro n, plati i pro n + 1, a tedy
indukei pro vSechna n € N.

Druhym zptisobem, jak jste mohli priklad fesit, bylo sporem:

Pro spor predpokléddejme, Ze existuje mrakodrap, ve kterém zadné patro i, 1 < i < n,
nema pravé ¢ oken.
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Prvni patro nemiize mit 1 okno, proto méa alesponn dvé. Druhé patru mus{ mit alespon
stejné jako prvni, tedy alespon 2, a zaroven nemuZze mit 2. Proto musi mit alespon tii. Atd.
i — 1 patro muselo mit vZdy alespon ¢ oken, proto ¢-té musi mit alespon 7 + 1.

Proto by n-té patro mélo mit alespoii n + 1 oken, coZ je spor, protoze ze zadani muze
mit kazdé patro maximalné n oken.

Sporem jsme dokazali, ze v kazdém mrakodrapu spliujicim podminky ze zadéni existuje
patro m s m okny.

ULoHA 1.4. Mg&jme n riznych ernych bodil v roving, pro které plati, ze zadné tii nelezi
na jedné piimce. Tyto body muZeme pfemistovat, a to jedinym zpisobem: vyznacime
kdekoli v roviné ¢erveny bod, kolem kterého oto¢ime ¢erny bod o libovolny tihel. Dva body
budeme povazovat za ruzné, jestlize nemaji stejnou polohu v prostoru, proto pokud bychom
napiiklad premistili jeden ¢erny bod pfimo na druhy, pak splynou a stane se z nich jeden
jediny.

Ur¢ete nejmensi pocet riznych cervenych bodu (v zavislosti na n) nutnych k tomu, aby
bylo zaruceno, ze vSechny ¢erné body splynou v jeden.

RESENi. Pro n = 1 neni potieba zadny Gerveny bod, pro n = 2 je zFejmé potieba jeden
(napriklad stied tsecky, kterou tyto body urc¢uji). Pro n = 3 staci téz jeden, nebot kazdym
tfem bodim nelezicim na jedné piimce miizeme opsat kruznici.

Pro n > 4 nam ale pirekvapivé stac¢i pravé dva cervené body. Zjevné si nevystacime
s jednim, nebot ke tfem bodim lezicim na jedné kruznici snadno vhodné pfidame ¢tvrty
bod, ktery na ni nelezi. Se dvéma body i tento problém vyfesime hravé. Mé&me n bodi
jako na obrazku:

Nyni umistéme ¢erveny bod, oznac¢ime si ho A, zcela libovolné (vhodné je co nejblize
¢ernym bodim), a uvazme vechny pomyslné kruznice se stfedem v A prochéazejici postupné
vSemi ostatnimi body. Zaméfime se na tu s nejvétsim polomérem, na obrazku nize je
zvyraznéna plnou ¢arou:
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Nyni zvolme dalsi ¢erveny bod B, tentokrat na oné plnou ¢arou vyznacené kruznici.
Sestrojme pomyslnou modrou kruznici se stfedem v bodé B a prochazejici A. Tato kruznice
zjevné protind v8echny ostatni pomyslné kruznice (prochézi jejich stfedem — bodem uvnitf
kazdé z nich — a pritom obsahuje i bod vné kazdé z nich). Téz plati, ze kazdy z ¢ernych
bodi muzeme rotaci kolem A posunout na libovolny bod na jeho piislusné ¢erné kruznici,
zejména tedy i na bod, ktery zaroven lezi i na kruznici modré. Posuneme tam tedy vSechny
body po jejich pfislusnych kruZnicich, viz nize:

No, a nyni pomoci rotace kolem bodu B uZ jednoduSe vSechny body posuneme do
jednoho, tfeba do A. Jsme hotovi, a to pouze s vyuZitim nejvySe dvou kruznic.

ULoHA 1.A. Biolog Pandula se rozhodl, Ze vymyti ze svéta nestésti tim, Ze vyrobi tii-
néctilistek. Zacal sbirat trojlistky po svété a navzajem je kiizit a ziskavat tak nové n-listky.
Zjistil, ze pravidla pro kifizeni k-listku a [-listku (kde k& <) jsou nasledujici:

1. pokud k i jsou prvocisla, tak ziska (I 4 1)-listek,

2. pokud jedno je prvodislo a druhé neni, tak ziska %—h’s‘cek (pokud by vysledek nebyl
celé ¢islo, tak zaokrouhlime nahoru),

3. pokud jsou k il sloZené, tak ziska 2I-listek.
Miize Pandula nékdy ziskat kyzeny 13-listek?

RESENi. Pandula 13-listek ziskat miize. Postup FesSenf je vicero, tento se povedl mné
(a ndhodou také jedné z fesitelek):

(3,3) 5 4
(4,4) > 8
(3,8) > 6
(3,6) > 5
(8,8) > 16
(5,16) 2 11
(11,16) 2 14
(11,14) 3 13
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Zapis funguje tak, ze do usporadané dvojice jsem napsal, které n-listky jsem krizil,
Sipka pak ukazuje na vysledek a nad Sipkou je zapsano pravidlo, které jsem pouzil.

UroHA 1.B. Necht ABC je libovolny trojuhelnik. Ozna¢me S stied strany AB a P patu
vygky spusténou z bodu C na stranu AB. Dokazte, e plati ||AC|? — |BC|?| = 2|AB||SP¢|.

RESENi. Pokud |AC| = |BC|, tak splynou body P a S, tedy ||AC|?> — |BC|?| =
2|AB||SPc| = 0.

Dale muzeme predpokladat, ze bod Px lezi na polopiimce SA (diky absolutni hodnoté
bychom v opa¢ném piipadé mohli pfejmenovat body A a B a dukaz by byl stejny). Pokud
je u vrcholu A pravy thel, pak body A a P splynou, tedy 2|AB||SPc| = 2|AB||SA| =
2|AB|‘A—QE = |AB|?. Stejné tak ||AC|?> — |BC|?| = (podle Pythagorovy véty) ||[BC|? —
|AB|?> — |BC|?| = |ABJ%.

Ve viech ostatnich piipadech plati podle Pythagorovy véty |[AC|? = |SPg|? + |APq|?
a |BC|* = |SPc|? + |BPc|?, z &ehoz plyne, 7Ze ||AC|? — |BC|?| = ||APc|? — |BPc|?| =
|([APc| + |BPc|)(|APc| — |BPcl)|

Pokud je u vrcholu A ostry thel, bod P¢ lezi uvnitt usetky AS. Potom |APc|+|BPc| =
[AB| a |AFc| - [BPc| = (457 — |SFel) = (Y2 + [SPel) = —2|SPel.

Pokud je u vrcholu A tupy thel, bod P leZi na polopiimce opa¢né k AS. Potom
|APc| +|BPc| = (1SPo| — 52 + (1SPe| + 152 = 21SPo| a |APc| — |BPo| = (1SPc| —
52 = (15Po| + 157) = —2152 = 14|

V obou piipadech tedy ||AC|?> — |BC?| = |(|APc| + |BPc|)(|APc| — |BPc))| = | —
2|AB||APc|| = 2|AB||SPc|.

ULoHA 1.C. Kruzin a Zrcadlin hraji v roviné nasledujici hru: St¥idaji se v tazich s tim,
ze Kruzin za¢ind a kazdy udélé pravé 2021 taht. Kruzin ve svém tahu umisti do roviny
kruh o poloméru 1. Zrcadlin umisti pfimku a celou rovinu (v8echny utvary, které se v roviné
objevily pfed umisténim) zobrazi v osové soumeérnosti podle této primky. Kruzinav cil je,
aby na konci v roviné bylo co nejvice ttvart. Utvary, které splynou (protoze jsou zobrazeny
na sebe navzajem nebo protoZe jsou umistény tam, kde uz n&jaky utvar je) se pocitaji jako
jeden. Kolik nejméné miize na konci hry v roviné byt utvari, pokud Kruzin hraje nejlépe,
jak to jde?

RESENi. ReSenim je, ze na konci miize byt nejméné 4042 utvard. Dokazeme to ve dvou
krocich. Nejprve ukdzeme, Ze Zrcadlin muze hrat tak, Ze na konci bude nanejvys 4042
utvart (at uz Kruzin hraje jakkoliv) a néasledné ukazeme, ze Kruzin zase muze hrat tak, ze
na konci bude alespon 4042 utvara (at uz Zrcadlin hraje jakkoliv).

Zalnéme se strategii pro Zrcadlina. UkadZeme, Ze Zrcadlin miiZze hrat tak, ze v kazdém
tahu pfibude nanejvys jeden utvar. Pro Kruzinovy tahy to je zfejmé — Kruzin prosté
umisti jeden utvar do roviny a vic se toho nedéje. Staci tedy fesit Zrcadlinovy tahy. Prvni
Zrcadlintiv tah probiha ve chvili, kdy je v roviné umistén pravé jeden Kruziniv kruh,
Zrcadlinovi stac¢i tedy vést jeho primku stfedem tohoto kruhu. Tim padem se kruh zobrazi
sdm na sebe a jediny utvar, ktery pfibude, je Zrcadlinova piimka. V kazdém dalsim tahu
Zrcadlin umist{ pfimku na totéz misto, jako v tahu prvnim. UkaZeme, Ze pro libovolné
prirozené n pribyde v n-tém tahu opravdu pouze nejvyse jeden utvar.

Kruh, ktery umistil Kruzin ve svém n-tém tahu, se muze zobrazit na néjaky novy
kruh a jeden utvar nam tak muze pribyt. Nyni uvazujme kruhy K, které vznikly v k-tém
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Kruzinové tahu pro k < n. JelikoZ po celou dobu mame jedinou osu soumérnosti, z kazdého
z téchto kruhtt mize vzniknout nejvyse jeden dalsi kruh K’ — ten ovSem vznikne jiz v k-tém
Zrcadlinové tahu. Tedy z K nic nového v n-tém tahu nevznikne. Nakonec uvazujme kruhy
K, které vznikly v k-tém tahu Zrcadlina, k < n. Ty vznikly jako obraz v osové soumérnosti
néjakého kruhu K, tj. nic nového z nich jiz nevznikne — po celou dobu mame jedinou osu
soumérnosti a ta je miZe zobrazit pouze zp&t na K’. Tim jsme hotovi.

Kdyz v kazdém tahu pribude nanejvys jeden dtvar, tak po 2021 tazich Kruzina a 2021
tazich Zrcadlina budeme mit v roviné nanejvys 2 - 2021 = 4042 dtvard.

Nyni ukdZeme strategii pro Kruzina takovou, Ze v kazdém tahu pfibude alesponi jeden
dtvar. V prvnim tahu mize kruh polozit kamkoliv a jeden utvar pribude, stejné tak pfi-
bude alespon jeden utvar v Zrcadlinové prvnim tahu (pfed Zrcadlinovym prvnim tahem
v roviné nebyla zadna piimka a po ném tam je). V kazdém dalsim tahu mtuze Kruzin udé-
lat nasledujici: podiva se na mnozinu M obrazi vSech dosud umisténych kruhd v osovych
soumérnostech podle v8ech dosud umisténych primek a sviij novy kruh K umisti tak, aby
platilo nasledujici:

1. neprekryval se s zddnym jiz dosud poloZenym kruhem,
2. neprekryval se s zadnym kruhem v M,
3. stfed nového kruhu nelezel na zadné jiz umisténé pfimce.

Toto jisté mize udglat: uvazme libovolny kruh K obsahujici viechny kruhy z M (ten
existuje, jelikoZe mnozina M je konetna). Sta¢i umistit kruh K, tak aby se s K nepiekryval
— to zjevné jde — a aby jeho stfed nelezel na zadné z poloZenych primek: to jde také, jelikoz
je jich kone¢né mnoho.

Jelikoz Kruzin umistil K tak, Ze se neptekryval s zadnym jiz dosud polozenym kruhem,
tak ur¢ité v Kruzinové tahu jeden dtvar pribude. Zbyva ukazat, Ze pfibude i v Zrcadlinové
tahu. Pokud Zrcadlin umisti svou pfimku jinam nez na misto, kde uz néjaka primka je,
tak urcité pribude alespon tato pfimka. Pokud umisti pfimku na nékterou z jiz existujicich
primek, tak jelikoz stfed K neni na zadné takové piimce, tak se K nezobrazi sim na
sebe. Jelikoz K neni v M, tak se K nezobrazi ani na zadny z jiz poloZenych kruhu, coz
dohromady déava, Ze obraz K bude tplné novy kruh, tedy i v tomto piripadé alespon jeden
atvar pribude.

Dohromady tedy v kazdém tahu pribude alespon jeden tGtvar, tedy po 2021 tazich obou
hract pribude alespon 2 - 2021 = 4042 dtvard.

UroHA 1.D. Dokazte, Ze soustava rovnic
a+b=c+d
S+ =S +dP+ K
mé celoc¢iselné feseni pravé tehdy, kdyz K je celo¢iselny nasobek &isla 6.
RESENi. Prvni dilezitou véci, kterou je tfeba si uvédomit, je, Ze dokazujeme-li ekviva-
lenci, musime dokazat dvé implikace, v naSem piipadé:
1. pokud maé soustava celo¢iselné feseni, tak 6 déli K,

2. pokud 6 déli K, existuje celo¢iselné feSeni nasi soustavy.
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Zacneme prvni implikaci, ktera je jednodussi. Existuje mnoho zptisobii, jak dojit k cili.
Do tohoto vzorového TeSeni jsem si vybral velmi elegantni feSeni inspirované gtépénem
Varhanikem. Predpokladame, Ze soustava mé celo¢iselné feseni a, b, ¢, d, a odecteme prvni
rovnici od druhé. Dostaneme:

(@®—a)+ (b —b)= (3 —¢)+(d®—d) + K.

Vyraz 23

— x si muZeme rozloZit na soudin jako (z —1)x(z+1). Za predpokladu, Ze z je
celé ¢islo, se tedy jedné o souéin t¥i po sobé jdoucich celych ¢&isel. Tedy alespon jedno z nich
musi byt délitelné dvéma (kazdé druhé ¢islo je délitelné dvéma) a stejné tak musi byt jedno
z nich délitelné tiemi (kazdé tieti ¢islo je délitelné tiemi). Tedy x — z je pro kazdé z € 7Z
délitelné dvéma i tfemi, tedy i Sesti. Jelikoz

K=(a®=a)+ 1 —=0b)— (2 —¢)— (d* - d),

dostavame, ze 6 déli K.

vvvvvv

néjaké celé ¢islo k a chceme ukazat, Zze pro kazdé k mé soustava

a+b=c+d,
A+ =3+d+6k

celociselné feseni. Jak na to? Nejlepsi zpusob je ngjak upravit druhou rovnici do sou¢inového
tvaru. Jedna cesta (inspirovano RiSou Blazkem) je vyjadfit z prvni rovnice d = a +b — ¢
(tim se zbavime prvni rovnice) a dosadit do druhé:

a® + b = A+ a® + 330 — 3a%c + 3ab® — 6abe + 3ac® + b3 — 3b%c + 3bc? — 3 + 6k
2k = —a?b + a’c — ab® + 2abc — ac® + b*c — bc?
2k = (a+0b)(a—c)(c—D)

(Jak poznat, ze si takovy zékeiny mnohoclen muzeme rozlozit na tak pékny soucin
t¥i zévorek? ZkuSeni olympionici to vidi, my ostatni miZeme zkusit hodit mnohoc¢len do
wolframalpha a podivat se, co ndm s tim udéla.)

Abychom tedy nasli feSeni nasi soustavy, sta¢i najit feSeni rovnice (a + b)(a — ¢)(c —
b) = 2k. Na to existuje velmi pékny trik, tj. Fesit ekvivalentni soustavu linearnich rovnic.
Uvédomme si, Ze tato rovnice ma FeSeni, pravé kdyz existuji celd Cisla u, v, w takova, ze
uvw = 2k a nasledujici soustava ma celociselné reseni:

a+b=u,
a—c=w,
c—b=w.

Vyftesit takovouto soustavu je pro nas jednoduché: dostaneme a = “J”;rw b="=5"c=

W. Celosiselna feseni a, b, ¢ tedy dostaneme, pravé kdyz je u + v + w sudé (pak jsou
jisté suda i ¢isla u — v — w, u — v + w). Zbyva tedy rozhodnout, zda mizeme vzdy rozlozit
2k na soucin tii ¢initeli tak, aby byl jejich soucet délitelny dvéma. Ale to miZeme, napf.
u=2k,v =1,w = 1. Tim najdeme FeSeni pivodni soustavy (a,b,c,d) = (k+1,k—1,k, k).
Zkouskou si ovérime, Ze se opravdu jedna o FeSeni.
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