XXVII. ro¢nik BRKOS 2020,/2021

Reseni 6. série

HRATKY S CIFRAMI

ULoHA 6.1. Kolik existuje deviticifernych ¢&sel slozenych pouze z cifer 9 a 7 takovych,
7e jsou délitelna ¢islem 117

ReseNi. Cislo je délitelné 11 pravé tehdy, kdyz rozdil souctu cifer na sudych a lichych
pozicich je délitelny 11. (Celkovy podet moznosti, které mame: 2°)

Lichych pozic: 5

Moznosti rozdéleni cifer (7 a 9) a jejich souctii na lichych pozicich:
min: -7 =35 ...1 moznost

4.-7+1-9=37...5 moznosti

3-7+2-9=39...(5) = 10 moznosti

2-7+3-2=41...(5) = 10 moznosti

1-7+4-9=43 ...5 moznosti

max: 5-9 =45 ...1 moZnost

dohromady 32 = 2° moznosti

Sudych pozic: 4

Moznosti rozdéleni cifer (7 a 9) a jejich sou¢tii na sudych pozicich:
min: 4 -7 =28 ...1 moznost

3-74+1-9=230...4 moznosti

2-7+2-9=32...(;) =6 moznosti

1-74+3-9=234...4 moznosti

max: 4-9 =36 ...1 moZnost

dohromady 16 = 2* moznosti

(3-7+1-9 znamen4, Ze na sudych pozicich jsou tii sedmicky a jedna devitka, pocet
moznosti zjistime bud kombinatoricky, nebo vypisem)

Rozdily: Soucet na lichych pozicich je vzdy lichy, sou¢et na sudych sudy. Proto bude
i rozdil souctu ¢isel na lichych (L) a sudych (S) pozicich lichy.
Nejmensi rozdil L — 5 =35 —36 = —1
Nejvetsi rozdil L — S =45 — 28 = 17
Jediny lichy nésobek 11 mezi —1 a 17 je 11. Hledame tedy moznosti kombinaci ¢isel na li-
chych a sudych pozicich, které davaji rozdil 11.

11=39—-28...10-1 = 10 moZnost{
11 =41 —-30...10 -4 = 40 moznosti
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11 =43 —-32...5-6 = 30 moZnosti
11=45-34 ...1 -4 = 4 moznosti

Dohromady méme 84 moznosti, tedy existuje 84 deviticifernych ¢isel, ktera se skladaji
pouze z cifer 9 a 7 a jsou délitelna 11.

ULoHA 6.2. Hlida¢ napsal na tabuli n-ciferné &islo, kde se zadna cifra nevyskytuje dva-
krat bezprostfedné za sebou. Skupinka zné pocet cifer n, ale je v jiné mistnosti a ¢islo
napsané na tabuli nezna. M4 za tukol zjistit, kterou cifru ma umazat, aby po umazani nové
vzniklé (n — 1)-ciferné ¢islo bylo co mozna nejvétsi. V zavislosti na n uréete nejmensi pocet
pozic, na které se skupinka musi hlidace zeptat, aby mohla jednozna¢né uré¢it pozici, kterou
maji smazat. V feSeni také uved'te, na které pozice se skupinka bude konkrétné ptat.

RESENi. Hledana pozice (oznaena k) musi mit takovou vlastnost, Ze cifra na pozici
k (cx) musi byt mensi nez cifra na pozici k41 (ck11, ¢islujme zleva doprava). Také musi
platit, Ze se jedna o zleva prvni pozici s touto vlastnost{; pokud zadné takova neexistuje,
znamené to, ze je délka ¢isla n < 10, a pak je cifrou k vyskrtnuti cifra na pozici jednotek.

Pro¢? Kdyby bylo n = 1, pak by tloha méla trividlni feSeni, predpokladejme tedy, ze
je n alesponi 2. Necht k oznacuje prvni pozici takovou, Ze ¢ < cg+1. To znamena, Ze pro
vSechny pozice 1,2,...,k—1 platilo, Ze cifra na pozici ¢ byla vétsi nez cifra na pozici i + 1;
tedy ¢; > ¢;+1. Kdybychom nyni vyskrtli ¢;, na jeji pozici by se posunula cifra mensi nez
ta, ktera tam byla pfedtim (napf. v 987 Skrtneme 8, ziskdme 97), kdybychom ale misto
toho 8krtli ¢;41, ona vétsi cifra by zlstala na stejném misté, a tedy vysledek by byl vétsi
(987, skrtneme 7, ziskdme 98). Proto vidime, Ze kdyz vezmeme libovolnou dvojici takovou,
7e ¢; > c¢i+1, vzdy je lepsi skrtnout tu druhou cifru v poradi. Tuto ivahu miZeme ale
postupné aplikovat na v8echny po sobé jdouci dvojice pozic z ¢isel 1,2,...,k — 1 - z pozic
iat+ 1 jelepsi Skrtnout ¢ + 1, ale z ¢+ 1 a ¢ 4+ 2 je lepsi Skrtnout ¢ + 2,z ¢ + 2,71+ 3
preferujeme i + 3 atd.

Toto se ale zméni pro dvojici k, k 4+ 1, zde uz neplati, ze ziskdme vétsi ¢islo Skrtnutim
g, ziskdme vétsi Cislo nez Skrtnutim kterékoliv z cifer pfedchozich; nyni ukazme, Ze tim
dostaneme i vétsi ¢islo, nez kdybychom 8krtli kteroukoli z cifer néasledujicich.

éislo, které je na tabuli, vypada takto: €1¢3 . .. Cx_1CkCk+1 - - - CI—1CICI+1 - - - Cn—1Cn. V tomto
vyjadreni jsme si oznacili [ nejdiivéjsi pozici vétsi nez k takovou, ze ¢; < ¢j41. Pro vSechny
pozice mezi k a l plati to samé, co pro 1,2,...k—1, tedy je jasné, Ze vhodnym kandidatem
je nejdiive ¢;. Porovnejme nyni vysSkrtnuti c; a ¢;; kdyz vySkrtneme cg, pak vysledné &islo
K bude n — 1 ciferné a na k-té pozici bude ciy1, zatimco kdyz vyskrtneme ¢;, bude na
k-té pozici ¢ < ck41, a protoze se Cisla v prvnich k& — 1 pozicich rovnaji, bude K > L.
Jelikoz toto plati pro vSechna I < k takova, Ze ¢; < ¢;11, je pro nas nejvyhodnéjsi vybrat
ke smazani pozici k.

Uz jsme tedy ukéazali, Ze musime vybrat prvni ¢islo k takové, Ze ¢, < cgy1; které
pozice ale musime otestovat, abychom ho spolehlivé nasli? Muze se stat, Ze na tabuli bude
tfeba ¢islo 851, zde plati, ze zadné takové k neexistuje, a v tomto pripadé vidime, Ze je
nejlepsi vyskrtnout 1. Takovychto ¢isel je ale omezeny pocet, plati totiz, ze jakmile n > 10,
néjaké vyhovujici £ uz nutné najdeme. Kdyby tomu tak nebylo, pak by muselo platit, Ze
€1 >co>c3-+ > cg > Clg > €11, coz neni mozné — mame k dispozici 10 cifer a nejvhodnéji,
jak je muzeme zvolit za sebou, je 9876543210, pokud bychom pfidali jakékoliv z pfedchozich
¢isel, uz bychom ziskali vyhovujici k na 10. pozici, a pokud by kterékoli d¥ivéjsi mélo jinou
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hodnotu, byla by k jedna z prvnich deseti pozic. Vidime tedy, Ze je postacujici se podivat
na prvnich deset cifer, a z nich jiz dovedeme posoudit, kterou z cifer skrtnout.

Shrnuti: Pro n > 10 se sta¢i podivat na prvnich deset cifer; pro n < 10 se sta¢i podivat
na n cifer.

ULoHA 6.3. Kolik musi mit &slo n v desitkové soustavé cifer, aby v ném byla obsaZena
v8echna dvojciferna ¢isla (jeho cifry musi byt v n tésné za sebou)?

RESENi. Aby v n bylo obsazeno viech 90 dvojcifernych &sel, musi takové &islo kazdou
z Cislic 1 az 9 obsahovat alespon 10krat. Kazda z téchto ¢islic totiz musi miniméalné jednou
stat na mists desitek pied jednou z cifer 0 az 9. Cislice 0 musf byt v &isle n alespon 9krat.
Alespon jedna 0 totiz musi stat na misté jednotek za kazdou z &islic 1 az 9. Aby tedy ¢islo
n spliiovalo zadanou podminku musi mit alesponi 9 - 10 4+ 9 = 99 cifer.

Ukézeme-li, Ze ¢islo n jde z 99 cifer slozit, méme vyhrano. Jednim z moznych zptsobu
(ktery hezky popsal Vasek Janacek) je:

Postupné pro kazdé ¢ od 1 do 9 napiSeme ¢islici ¢ nasledovanou vSemi ¢isly 102 4 5 pro
J > i. Za to dopiSeme ¢islo 10i. Na toto ¢islo skuteéné pouzijeme 9-3+2-(8+7+...140) =
274236 = 27 + 72 = 99 cifer (pro kazdou ¢islici piSeme 3 znaky — jednou tuto &islici na
zaCatku a tuto ¢islici s nulou na konci) a k tomu jesté dvakrat tolik ¢islic, kolik je vétsich
¢islic).

Celkem takto vzniklé n vypada takto:
112131415161718191022324252627282920334353637383930445464748494055657585950667
686960778797088980990

ULoHA 6.4. Najdéte viechna prvocisla p takova, ze plati nasledujici tvrzeni:
Pro kazdé prirozené k existuje prirozené ¢islo n spliujici nasledujici podminky:

1. p déli n;

2. uvazime-li vSechna ¢isla, kterd vzniknou z ¢isla n tak, ze cyklicky zaménime vSechny
cifry, dostaneme alespon k riznych hodnot (naptiklad pro n = 2530 bychom cyklic-
kymi zaménami dostali ¢isla 2530, 5302, 3025 a 253);

3. pro kazdé prvocislo plati, Zze pokud déli alesponi jednu z cyklickych zamén ¢isla n, tak
uz déli vsechny.

Nezapomente dokazat spravnost své odpovédi!

RESENi. UkaZeme, Ze tvrzeni z tlohy plati pro libovolné p rizné od péti.

Zatnéme tou jednodussi ¢asti — ukazme, Ze pro p = 5 tvrzeni neplati. UkdZeme, Ze jiz pro
k = 2 neexistuje zadné prirozené ¢islo, které by naSe podminky spliiovalo. Necht pro spor
n je takové, Ze tyto podminky spliiuje. Jelikoz ¢islo je délitelné péti pravé tehdy, kdyz jeho
posledni cifra je 0 nebo 5, tak vime, Ze posledni cifra ¢isla n je 0 nebo 5. Ze tfeti podminky
vime, Ze 5 mé délit v8echny cyklické zdmeény cisla n. Jelikoz cyklickymi zdménami jsme
schopni dostat na posledni pozici libovolnou cifru n, tak n nemuze obsahovat jiné cifry
nez 0 a 5. Pokud by obsahovalo samé pétky, tak nen{ splnéno to, ze cyklickymi zadménami
dostaneme alesponn dvé rtizné hodnoty. Vime tedy, Ze n obsahuje alespoii jednu 0. Tim
padem ale existuje cyklickd zdména n s touto nulou na konci. Takovato cyklickd zadména
je tedy suda. Podle posledni podminky musi byt tedy sudé vSechny cyklické zamény ¢isla
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n, coZz znamena, ze musi byt sudé vSechny cifry ¢isla n. Dohromady s tim, Ze kazda cifra
n je bud 0 nebo 5 tak dostavame, Ze vSechny cifry jsou 0, tedy n = 0. CoZ je spor s tim,
Ze cyklickymi zaménami ¢isla n dostaneme alespoit dvé rizné hodnoty (piipadné s tim,
Ze n je prirozené, jelikoz v Brkosu 0 neni pfirozené ¢islo).

Zbyvé ukézat, Zze pro vSechna ostatni prvoéisla tvrzeni plati. Necht p # 5 je tedy libovolné
prvocislo a k je libovolné pfirozené. n budeme hledat ve tvaru

n=aa3...0,0102...0...-G102...a%

I-krat
=aias...a - 100...0100...01...00...01

l jedniéek mezi kazdymi dvéma k—1 nul

Z Lo 10% —1

=aiaz...ag =a1az...a;

1a2 ... ak 142 -+ Gk op

pro vhodné [, pfi¢emz ¢&islo ayas--.ar =: a zvolime tak, Ze vSechny jeho cyklické za-

mény budou rizné. Pak ur¢ité splnime druhou podminku (dostaneme dokonce pravé k riz-

nych cyklickych zamén). Navic plati, Ze vSechny cyklické zamény n jsou délitelné ¢islem
10tk —1
10F—1

=: m. NaSe strategie bude nésledujici: ukdzeme, Ze [ je mozné zvolit tak, Ze

e vSechna prvoéisla rizna od 2 a 5, ktera déli nékterou cyklickou zaménu ¢éisla a, déli
dokonce ¢islo m;

e pokud p # 2, tak p|m.

Toto ndm zarudci, Ze n bude splhovat podminky 1 a 3 pro vSechna prvodisla jina nez 2 a 5.

KdyZ a navic zvladneme zvolit tak, Ze bude mit vSechny cifry sudé a nenulové, tak bude

platit, ze ¢islo n ani Zadna z jeho cyklickych zdmén nebudou délitelné péti a navic bude

platit, Ze vSechna tato ¢isla jsou sudé, takZze n bude spliiovat vSechny podminky, které na

néj klademe. Konec probiréni strategie a vzhiru k samotné konstrukei!

Zatneme tim, jak zvolit ¢islo a. Vhodnym kandidatem je napiiklad ¢islo 22...24. Toto
——
k—1krat

¢islo ziejmé spliuje, Ze ma vSechny cifry sudé a nenulové a navic vSechny jeho cyklické

zamény jsou ruzné (lisi se tim, na které pozici maji ¢tyrku).

NeZ se pustime do zavérecné ¢asti (volby 1), tak budeme muset zminit jednu znamou vétu

z teorie Cisel. Budeme ji fikat Eulerova véta, ale vézte, Ze se jedna o slabsi tvrzeni. Pro ty,

kdo neznaji Eulerovu vétu, bude dikaz uveden na konci celého Feseni.

,HEulerova véta‘: Necht m je pfirozené Cislo, které neni délitelné dvojkou ani pétkou, pak

existuje prirozené &islo — ozna¢me néjaké takové ¢(m) — takoveé, ze plati

10°0™ =1 (mod m).

Pokud neznate kongruence (zapis pomoci trojrovnitka), tak Eulerova véta netika nic jiného
nez, ze 10°(™ davéa zbytek 1 po vydéleni &islem m, respektive m|1090(m) — 1. Vyzbrojeni
touto znalosti se mizeme konecné pustit do hledani vhodného I:

Oznatme P (kone¢nou!) mnozinu, ktera vznikne tak, Ze vezmeme vSechna licha prvodisla,
ktera déli n&jakou cyklickou zémeénu ¢isla a, a pokud p # 2, tak ho priddme taky. Vyberme
nyni libovolné g € P. Ozna¢me v, nejvyssi mocninu prvocisla ¢, ktera déli ¢islo 10 — 1.
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Zvolime-li nynf &islo [ tak, Ze bude platit [ = (g% 1)z (pro ngjaké x € N), tak dostaneme
nasledujici: X
10% — 1= (10°@™ ) _1=1"" _1=0 (mod ¢"™).

Odtud dostavame, ze ¢*eT1[10%* — 1, tedy ¢ 11%15:11. Stadi tedy zvolit [ jako soucin

L= ]] ela™™),

qeP

pak zfejmé bude splhovat vSe, co jsme po ném pozadovali, ¢imz je tloha vyfeSena, jelikoz
vhodnym n je naptiklad ¢islo

10% — 1
22...24 - ———.
_ 10k — 1
k—1krat
Slibeny diikaz ,,Eulerovy véty“: Uvazme &isla 10',102,...,10™*! a zkoumejme, jaké

zbytky dévaji po vydéleni ¢islem m. Jelikoz moznych zbytkt je pouze m, tak alespon
dvé z uvedenych mocnin museji davat stejny zbytek. Necht jsou to 10" a 10° (r > s). To
znamend, ze m|10" —10° = 10°(10"~% —1). Jelikoz m a 10 jsou nesoudélné, tak to znamena,
ze m|10"~% — 1. Stadi tedy zvolit ¢(m) = r — s. Tim je tvrzeni dokazano.

ULoHA 6.A. Na Rubikové kostce 3 x 3 x 3 se hraje sudoku tak, Ze na jeji poli¢ka na po-
vrchu piSeme c¢isla. Sudoku vyfesime, pokud pro kazdou sténu kostky plati nasledujici:
z kostky odstranime protilehlou sténu, rozbalime ji do plasté tvaru kiize a déle zkontrolu-
jeme, Ze se zadna dvé ¢isla neohrozuji tak, jako v klasickém sudoku (tedy v kazdém radku,
sloupci, i ¢tverci 3x3, ktery odpovida jedné sténé kostky, se muze nachazet kazdé Cislo
nejvyse jednou). DokaZte, Ze timto zptisobem nelze vyfesit sudoku na Rubikové kostce.

RESENI. Obréazky v tomto vzorovém feSeni jsem si s mirnymi Gpravami vypujcil z feSeni
Katky Matulové, které timto dékuji. Uloha se dala vyfesit nékolika zpisoby, zde si ukazeme
jeden z nich.

Krychli si postavime na libovolnou plochu a jeji ¢tyfi bo¢ni stény si obarvime ¢tyimi
riznymi barvami. Horni a spodni sténu nechame bilé, protoze je v diikkazu ani nebudeme
potiebovat. Nejprve si krychli rozlozime tak, aby uprostied kiize byla zluta sténa a BUNO

do prostfedniho fadku zelené, Zluté a modré stény, které se nachazi v kiizi, doplnime ¢&islice
1-9 zde pro zduraznéni obecnosti nahrazené pismeny a-i.

Nyni si krychli rozlozime tak, aby uprostied kfiZze byla modra sténa a diky tomu se
nam do kiiZe nové dostane sténa cervena. Aby byla zachovana pravidla sudoku, musime do
prostfedniho fadku Gervené stény doplnit cifry a—c, které chybi v prostfednim radku zluté
a modré stény.
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Pokud nyni krychli s takto doplnénymi dvanacti ciframi rozlozime tak, aby uprostied
kfize byla napfiklad ¢ervena sténa, vidime, Ze v prostfednim Ffadku ¢ervené a zelené stény
jsou ty stejné Cislice, coz odporuje pravidlim sudoku.

Timto jsme se dostali do sporu a dokazano jest, Ze podle pravidel v zadani opravdu
nelze vSechna pole na krychli vyplnit ¢islicemi.

ULoHA 6.B. Madam Cornelie se rozhodla utkat se v lukostielbé s plukovnikem Motylem.
Kazdy ma deset sipi, které stiili na ter¢ a odstranujf je z né€j. V libovolném poradi oba
st¥ili a odstranuji svoje vlastni Sipy, napf.

1. Madam Cornelie: vystielila,
2. Madam Cornelie: vystielila,
3. Plukovnik Motyl: vystfelil,

4. Madam Cornelie: odstranila,

5. Plukovnik Motyl: vystielil, ...

Jedin& podminka je, aby ani jeden neodstranil vice Sip1i, nez doposud vystfelil. Kolik
riznych prabéha hry existuje?

RESENI. Pii vypoctu tlohy vyuZijeme Catalanova ¢isla. Pokud se podivame pouze na
tahy Madam Cornelie, vidime, Ze pravidla pro vystfeleni a posbirani presné odpovidaji
pravidlim pro dobré uzavorkovani; ’(" odpovida vystieleni a ’)” odpovida posbirani. Protoze
méa Madam Cornelie 10 ipi, je pocet kombinaci vystieleni a sesbirani (bez uvazeni tahu
Plukovnika Motyla) C1g, tedy desaté Catalanovo ¢islo. Pro Plukovnika Motyla plati totéz,
jeho taht je také Chp.

Nyni si pfedstavime, jak do sebe zapadaji tahy Madam a Plukovnika. Dohromady maji
40 taht chronologicky za sebou, nékteré z nich budou Madam a nékteré Plukovnika. Které
jsou které? Pokud vybereme z téchto 40 téch 20 Plukovnikovych, je uz jasné dano, které
patii Madam. ProtoZe vybirame dvacetiprvkovou podmnozinu z ¢tyricetiprvkové mnoziny,
téchto zptisobil vybéru toho, kdy kdo tahl, je (38).

Celkem tedy existuje C¢ moznosti, jak bude stiilet Motyl, C'ip moZnosti tahtt Madam
a (38) moznosti distribuce téchto taht, celkem je tedy 0120 . (38) moznych prubéhu hry.

BRKOS Team 2021



XXVII. ro¢nik BRKOS 2020,/2021

ULoHA 6.C. Uvazme libovolné slovo, které sestava pouze z prvnich sedmi pismen ang-
lické abecedy (za slovo povazujeme libovolnou kone¢nou posloupnost pismen — takze aaabag
je také slovo). Prohézenim pismen podle néjakého klice v nasi sedmiprvkové abecedé za-
Sifrujeme libovolné slovo. Vysledny znak zavisi jen na tom, jaky byl ptivodni znak, nikoliv
na jeho pozici nebo kontextu. Nezaménujeme dva znaky za stejny, aby se zprava dala
desifrovat.

Napftiklad, kli¢ L = (a — b,b — c¢,c — a,d — d,e — e, f — f,g — g) aplikovany
na nase slovo aaabag vytvori slovo bbbcbg. Druhou aplikaci téhoz klice dostaneme slovo
ccecacg, a kone¢éné treti aplikaci ziskdme aaabag, tedy puvodni slovo.

Definujme magické cislo klice K na slovo w jako pocet aplikaci klice K na slovo w
tak, abychom ziskali ptivodni slovo. Napiiklad, magické ¢islo klice L na slovo aaabag je 3.

Najdéte néjaky kli¢ K a slovo w tak, aby magické ¢islo klice K na slovo w bylo co nejvétsi.

RESENi. Magické ¢islo piedstavuje pocet aplikaci kli¢e na pivodni slovo.

Uvédomme si, Ze zmény jednotlivych pismen slova jsou nezavislé. Nemizeme mit vice
nez 7 ruznych pismen. Slova delsi nez 7 tedy nemusime vitbec uvazovat.

V kli¢i definujeme prechod pro kazdé pismeno - kazdé pismeno se méni na néjaké jiné
(popf. ztistane tim stejnym), ale zadna dvé se neméni na to samé.

Protoze se po nékolika aplikacich klice dostaneme opét na stejné pismeno, miizeme si
prechody predstavit jako cykly.

Napftiklad prechod (a — b, b — ¢, ¢ — a) tvoii cyklus délky 3: (a — b — ¢) a pfi

Maximélni délka cyklu pro sedmipismennou abecedu je 7. Déale, pokud se v kli¢i objevi
vice cyklu stejné délky, stac¢i uvazovat pouze jeden z nich. Stejné tak, pokud se vyskytuji
dva cykly a délka jednoho je nasobkem délky druhého, sta¢i uvazovat delsi z nich. Pokud
totiz aplikujeme kli¢ tolikrat, kolik je délka cyklu, vSechny cykly, jejichz délka toto ¢islo déli,
dostanou svéa pismena do ptuvodni podoby. Magickym ¢&islem je proto nejmensi spolecny
nasobek délek cykli kli¢e. Cykly délky 1 nemusime uvazovat, nijak neovlivni vysledek.

Méame 7 pismen. Pokud kli¢ tvori pravé jeden cyklus, bude maximélné délky 7, stejné
tak jeho magické ¢islo. Jednocykly toto ¢islo neovlivni.

Pokud kli¢ tvoii dva cykly, mohou nastat nasledujici moznosti:
1 cyklus délky 5, 1 délky 2 — magické ¢islo 10
2 cyklus délky 4, 1 délky 3 — magické ¢islo 12
2 cyklus deélky 4, 1 délky 2 (+ 1 cyklus délky 1) — magickeé ¢islo 4
2 cyklus délky 3, 1 délky 3 (+ 1 cyklus délky 1) — magické ¢islo 3
Dale bychom se opakovali.

Vice nez dva cykly nemusime uvazovat. Nejmens{ ti rtizné délky cykla jsou 2, 3, 4, uz
pro ten bychom ale potifebovali 9 riznych pismen.

Nejveétsi magické ¢islo je tedy 12 a ziskdme ho, pokud se kli¢ sklada z jednoho cyklu
délky 3 a jednoho délky 4.

Priklad klice: K =(a - b, b—c¢, c—a, d—e, e— f, f—g, g—d)
Priklad slova: w = ae

BRKOS Team 2021



XXVII. ro¢nik BRKOS 2020,/2021

ULoOHA 6.D. Je dan ostrothly trojihelnik ABC. Uvnitf jeho stran AB a AC lezi po
fadé body D a E tak, ze |CD| = |DA| a |BE| = |EA|. Bod F je stfed kruznice opsané
trojihelniku ADE. Dokazte, ze AF' je kolmé na BC.

| N,
K — =4
A A

oF— ®

RESENi. Dékuji Huu Quy Nguyen, z jehoZ Feseni jsem si pijcil levy obrazek.

Nejdtive ukazeme, Ze plati A ABC ~A AED. Jelikoz trojuhelniky A AEB
a A ADC jsou rovnoramenné, tak |<DBE| = |<BAC| = |<DCE|. Uhly <DBE a <DCE
jsou obvodové thly stejnému oblouku. Tedy ¢tyFuhelnik BCED je tétivovy. Jelikoz |[<ABC| =
m — |<CED| = |<AED| a |[<ACB| =71 — |<CDE| = |[<ADE)|, jsou trojuhelniky A ABC
a A AED podobné podle véty uu.

Oznatme X a Y priseciky os tsetek AE a AD s pfimkami AB a AC. Rovnoramenné
trojuhelniky A ADY a A AEX maji thly pii zédkladné |[<ABC|. Jsou tedy podle véty uu
podobné trojihelnikim A ABE a A ACD. Protoze trojuhelniky A ADY a A AEX maji
mensi zakladnu a jsou podobné A ABE a A ACD, pak |AY| < |AE| a |AX| < |AD|.
Neboli X (respektive Y') lezi uvniti usecky |AD| (respektive |AE]).

Analogicky ukaZeme (pomoci t&tivového ¢tyfthelniku DEY X a véty uu), Ze trojuhelnik
A EDA ~A XY A. Dostaneme tedy |<ABC| = |<AX E|, protoZe jiz vime, Ze plati
A ABC ~N AED. Tedy BC||XY.

Jelikoz je trojuhelnik A AXE rovnoramenny se zékladnou AE a XF je osa tsecky
AFE, tak X F je vyska na AF, neboli AY. Stejné tak je Y F vyska na AX. Bod F je tedy
ortocentum (prusecik vysek) trojihelniku A AXY, tedy AF L XY. Protoze BC||XY tak
dokonce AF | BC| coz jsme chtéli dokazat.
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