XXVII. ro¢nik BRKOS 2020,/2021

ResSeni 5. série

BAZE A MODULY

ULoHA 5.1. V exilu, ve kterém je pan José, se nevyskytovala zadna ¢isla az do dne, kdy
plukovnik Moty donesl battzek plny ¢isel. V battzku je sedmicka a s kazdym ¢islem tam je
i ¢islo o 3 vétsi. Navic kazdé ¢islo, které v batizku je, se tam dostalo tak, Ze se k sedmicce
pricetl néjaky pfirozeny nasobek ¢isla 3. Pan José si obcCas tato ¢isla piijcuje a hraje si
s nimi. Vzdycky si vybere dvé &isla (muze i dvakrat to stejné), kterd uz nékde maji,
seCte je a vysledek si schova k sobé do Supliku. Pokud José ¢isla zrovna nescita, tak jsou
tedy vsechna ¢isla bud v supliku, nebo v batizku. Cisla, ktera scital, pak vzdycky vréti
neporusSend na mista, ze kterych je vzal. Jaké je nejvétsi ¢islo, které panu Josému nemuze
projit rukami? (Tedy ¢islo, které nemiize mit José v Supliku a ani ho plukovnik Motyl neméa
v batuzku.)

RESENi. Spravna odpoved je 18.

V batohu pana Motyla se nachéazeji vSechna ¢&isla, ktera davaji zbytek 1 po déleni
3 a zaroven jsou vétsi nebo rovna 7. Kazdé z nich mtizeme tedy zapsat ve tvaru 7 4 3k =
1+3(2+k), kde k € Z; .

Sectenim dvou ¢&isel z batohu ziskdme vSechna &isla vétsi nebo rovna 14, ktera davaji
zbytek 2 po déleni 3 (ta se pak nachazeji v supliku). (74+3m)+ (7+3n) = 14+ 3(m+n) =
2+3(4+m+n), kde m,n € Z;.

Se¢tenim dvou ¢isel ze Supliku dostaneme ¢&islo se zbytkem 1 po déleni 3, tedy takové,
které se jiz nachazi v batohu. Sectenim ¢&isla ze Supliku a ¢isla z batohu dostaneme libovolné
¢islo, které je délitelné 3 (davajici zbytek 0) a zaroven vétsi nebo rovno 21. (14 + 3m) +
(7T+3n)=214+3(m+n)=3(T+m+n)

Nejvétsi ¢islo délitelné 3, které nedokézeme ziskat, je 18. Nejvétsi ¢islo dévajici zbytek
1 po déleni 3, které nedokdzeme ziskat, je 4. Nejvétsi ¢islo dévajici zbytek 2 po déleni 3,
které nedokézeme ziskat, je 11.

Nejvétsi z téchto ¢isel je 18. Kazdé vétsi jisté ziskat dokazeme.

ULoHA 5.2. V tomto piikladé zafixujeme nasledujici interpretaci Z?:

ZQ—{<Z>!a,beZ}.

Uvazujme libovolné zobrazeni f : Z? — Z? spliujici

(G =r(Gp+s(5)

Dokazte, Ze existuji prvky z,y, z,w € Z takové, ze f((3)) = ((”H'by

az+bw) :
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RESENi. Podle zadani plati f((a)) = f((Zig)) = ((Z))
Déle pro libovolna a,b € Z plati 0 = f((8)) F(oD) =
P = —F((5))).

Nyni uvazujme pouze kladna celé ¢isla a,b. Kladné celé n je souctem n jednicek, tedy
dostaneme nésledujici:

() =r(G I =r(o)+ f()) (e, -
A N T

Oznac¢me nyni f (( ) ( ) ([1)) ( ) Vzhledem k predchozimu vypoctu plati pro

kladna celé ¢fsla a, b nasledujict: f((3)) =a- (5) +b- (Y) = (fgil?g) Vzhledem k tivaham
v prvnim odstavci to plati pro libovolna celé ¢isla a, b.

+ £((9)), tedy £((3) = o.
(6

(
((5)) + F((Z5))), a tudiz

ULOHA 5.3. Zdivodnéte, pro¢ méa rovnice

4xy?  4xP2? 4y?2? 65ayz
AT P NN A + L2 22 g
z Y T 4

nekone¢éné mnoho celoéiselnych feSeni.

RESENI. Nejdiive ukazme, ze pokud vynéasobime FeSeni (z,y, z) nasi rovnice celo¢iselnou
konstantou k, tak dostaneme opét FeSeni rovnice:

(ha)? + (ky)? + (k2)® + 4(kx)?(ky)? N 4(kx)?(kz)? n 4(ky)? (kz)? n 65kxkykz _

kz ky kx 4
L i 4 i 4 Yt Gy
z Y 4
4 2,2 4 2.2 65
=K@ 4yt 2 s T ) =0 =0,
z y

(Pri¢emz u posledni rovnosti jsme vyuzili toho, Ze (x,y, z) je FeSenim piivodni rovnice.)
Sta¢i ndm najit pouze jedno feseni rovnice. To je napiiklad (4,1, —1), coz lze ovérit dosa-
zenim.

Ackoliv je timto tloha vyfesena, je dobré zminit, jak se da reSeni ziskat. (Inspirovano
Adou Heroudkovou.) Stac¢i najit néjaké racionalni feseni a vynésobit ho vhodnou konstan-
tou. Zvolme tedy x = 1. Abychom se zbavili tfeti mocniny, tak zvolme z = —y. Dostaneme
tak rovnici 1 4 4y* — %yg = 0. Po substituci a = 3? dostaneme kvadratickou rovnici, jejiz
FeSenim je 11—6 =y = i%. Dostaneme tedy fegeni (1, 1, —%) a po vynasobenim ¢tyfmi mame
feSeni (4,1,—1).

ULoHA 5.4. Sachové pole je n-dimenzionalni nekone¢na Sachovnice. Kazdy se v ném
muZze prepravovat pouze v doprovodu krale. Jaky je nejmensi pocet riznych tahi, které
krale musime naucit, aby se dostal odkudkoli na libovolné policko Sachovnice? Jelikoz se
jedna o krale, tak kazdy tah, ktery ho nau¢ime, bude nanejvys o jedno policko v kazdém ze
smért. Formalné n-dimenzionalni Sachovnici mame na mysli mnozinu vSech usporadanych
n-tic celych ¢&isel. Tah, ktery krale miizeme naucit, je libovolné n-tice, jejimiz prvky jsou
pouze ¢isla 0, 1 nebo —1. Pokud kral stoji na n&jakém policku Sachovnice (a1, as, ..., a,)
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a chce se pohnout pomoci néjakého nauceného tahu (1, x9, ..., ), tak se pohne na policko
(a1 + x1,a0 + 2, ..., ap + Tp).

RESENI. DokaZzeme, Ze odpovédi je &slo n + 1.

Nejprve ukazeme, Ze budeme potiebovat alespoii n+1 pohybti. Necht P = {p, ..., px } je
néjakd mnozina pohybi takovych, Ze se pomoci nich kral opravdu dostane v§ude. Dostane
se tedy i do bodu —p;. To ale znamenad, Ze existuji nezaporna cela ¢isla aq, ..., ai takova,
7e —p1 =ay-p1+ -+ ag - pi. Z toho dostaviame nasledujici vztah:

(a1 +1)-pr+az-pr+-+ay pp=0.
Tedy prvky pi,...,px jsou v Z-modulu Z" linedrné€ zavislé. Jelikoz zéroven celé Z"
generuji, tak ze studijniho textu potom vime, ze k > dim(Z") = n. Tedy pocet pohybiu je
alespon n + 1.

Nyni sta¢i najit n + 1 pohybt, pomoci nichz se kréal dostane kamkoli. To mohou byt
napf. tyto:

1. ¢, =(0,0,...,0,2; =1,0,...,0) proi =1,2,...,n,
2. eg=(—1,—1,...,—1).
Jsme totiz schopni seskladat pohyb —e; = (0,0,...,0,z; = —1,0,...,0) jako
—ei=eg+er+ - +ei1+ (e chybi) +ei41 + - +en,

¢imz pak dostaneme sadu pohybti ve vSech soufadnicovych smérech a zfejmé jsme schopni
se dostat kamkoli.

UroHA 5.A. Uvazujme kruznici o priaméru 2020 a v ni vepsany rovnoramenny trojihel-
nik, jehoz zakladna ma délku rovnu roku, v némz byla vydéana Zlata bula sicilska. Urcete
obsah tohoto trojihelniku.

RESENi. ProtoZe se jedna o rovnoramenny trojahelnik, je vyska na stranu AB zarovei
osou této strany, tedy prochazi stfedem zadané kruznice. Hledame tedy obsahy dvou troj-
thelniki: AABC a AAEB (viz nacrtek). Navic zname |AB| = 1212, dale |AS| = |SC| =
|SB| = 1010 (nebot se jedné o poloméry kruznice).

Obsah trojihelnika ABC' je dan vztahem |AB@CPC| = |AB"(|C§‘+|SPC|). Z Pythagorovy
véty pro trojihelnik P.BS ziskame |P.S| = \/|BS[]> — [BP.|%; |BP.| = 1 - |AB| = 606,
a tedy [SP,| = 808. Proto je Saapc = 222E08HI010) _ 1101708,

Obsah trojihelnika AE B je dan vztahem ‘AB|'2|EP°‘ = |AB"(|E§‘_|SPC‘) = 1212'(10210_808) =
122412.
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ULoHA 5.B. Mgjme trojihelnik ABC' a jemu opsanou kruznici se stfedem S a polomé-
rem r. Uréete, co musi platit pro trojiuhelnik ABC, aby body A, B,C, S tvofily vrcholy
konvexniho ¢tyfahelniku (tedy urcete, podminky, pii kterych tvoii body A, B,C,S kon-
vexni ¢tyfuhelnik, ale pokud nejsou splnény, tak netvoii).

RESENi. ReSeni inspirovano Klarkou Grinerovou, ktera méla moc pékné a €itelné fesen.

Rozlisme tri pripady.

1. Bod S je vnitinim bodem trojtuhelnika ABC' a zaroven nelez{ na zadné jeho strané.
To plati, pravé kdyz jsou vSechny vnitin{ thly trojihelnika ABC mensi nez 90°, jelikoz
stfed kruznice opsané lezi na priseciku os stran trojihelnika ABC'. Protoze bod S lezi
uvnit¥ trojihelnika, vime, Ze thel u vrcholu S ve ¢tyiahelniku musi byt dopoc¢tem jednoho
z thli <ASB,<<BSC nebo <CSA, ty jsou ale viechny mensi nez 180°.

2. Bod S lezi na jedné ze stran trojihelnika ABC. To plati pravé tehdy, kdyz je
trojuhelnik pravotuhly a tedy ABC'S viibec netvoii étyFiuhelnik.

3. Bod S lezi mimo trojtuhelnik ABC, coz nastane, préavé kdyz je trojuhelnik tupotuhly.
Bez tjmy na obecnosti necht AB je ta tétiva, pro kterou plati, Ze pfimka AB rozdéluje
rovinu na dvé poloroviny tak, ze C' a S lezi v riznych polorovinach. Pak |<ACB| > 90°
je tupy thel. Pak ale z véty o obvodovém tuhlu plati |[<ASB| = 360° — 2 - |ACB| < 180°.
Proto je ¢tyfuhelnik ASBC konvexni.

Dostavame: ¢tyithelnik ASBC je konvexni pravé tehdy, kdyz je trojihelnik ABC tupo-
ihly.

UroHA 5.C. Naleznéte viechny funkce R — R spliiujici nasledujici rovnici pro vechna
redlnad x a y:

Flay) — f(@) + flz + 1) = 2z + (1) + 22F(—y) + f(0).

RESENi. Piedpokladejme, Ze rovnice ma néjaké feseni f. Zatnéme dosazenim y = 1,
dostaneme:
f(@) = fx)+ f(z+1) =22+ f(1) + 22 f(~1) + £(0)
fl@+1) =22+ f(1) + 22 f(—1) + £(0). (1)

Mimochodem tento tvar je extrémné uzitecny, protoze z néj vidime, Ze libovolné FeSeni
je né&jaka kvadraticka funkce (pfipadné linearni, pokud by bylo f(—1) = 0). Dosadme do
1 jeSté navic z = O:
f() =fQ)+ f(0) = [f(0)=0.

Nyni do (1) dosadme jesté x =t — 1, abychom na levé strané méli f(z) a ne f(z + 1):

F(t) =2t =2+ f(1) + (¢t = 1)*f(=1). (2)
Vidime, Ze na to, abychom uréili f, staci ur¢it f(1) a f(—1). To ziskdme pomoci nasledu-
jicich dosazeni:

t=0: 0=-2+f(1)+ f(-1)

t=-1: f(=1)=—4+ f(1) +4f(-1).

Odec¢tenim rovnic od sebe a naslednou upravou dostaneme f(—1) = 1, coz nam po dosazeni
do prvni rovnice da f(1) = 1. Po dosazeni do 2 uZ ziskame predpis funkce f:

fO) =2t —2+14+1 -2t 41 =1%
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Zkouskou zjistime, Ze funkce definovana predpisem f(z) = 22 je opravdu feSenim.

ULoHA 5.D. V roviné se nachazi 2021 jednotkovych étvercit tak, Ze kazda tsecka, ktera se
v roviné nachazi, je rovnobézna s jednou z os. Dokazte, Ze soucet velikosti ploch pokrytych
pravé lichym poc¢tem ¢tverci je vétsi nebo roven jedné.

RESENI. Nejdiive dokazme jednorozmérnou verzi tvrzeni: Pokud umistime na pifimku
lichy pocet tsecek délky 1, bude soucet délek tseku, které jsou pokryty lichym poctem
asecek, roven aspon jedné. Tvrzeni dokdZeme indukci vzhledem podétu tsedek. Soucet délek
asekt, které jsou pokryty lichym poctem tusecek, budeme nazyvat skére. Pro jednu tsecku
je tvrzeni trividlné splnéno, protoZe skore je rovno jedné. Predpokladejme tedy, Ze se na
primce nachazi n + 2 Gsecek, kde n je liché, a Ze pro n tsecek tvrzeni plati. Pokud dvé
asecky splyvaji, pak odebréani obou nezméni celkové skore, které je po odebrani, a proto
i pfed odebréanim, aspon jedna. V piipadé, Zze zadné dvé tsecky nesplyvaji, uvazme nejlevéjsi
usecku. Jejim posunutim doprava tak, aby splynula s druhou nejlevéjsi tiseckou, skore bud
zmensi, nebo nezméni. Pfesunutim ov8em ziskdme prvni pfipad, o kterém jsme dokazali,
7e ma skore aspon jedna. Podle principu matematické indukce plati tvrzeni pro kazdé liché
n.

Nyni mizeme dokizat ptivodni tvrzeni. Rozdélme rovinu horizontalnimi pfimkami tak,
aby kazda horizontélni hrana étverca lezela na néjaké piimce. Primky tedy ohranicuji
takové pasy, ze maji prinik s kazdym ¢tvercem bud po celé vysce pasu, nebo vitbec. Necht
h je vySka nékterého pésu obsahujiciho lichy pocet ¢tverci. Podle jednorozmérné verze
tvrzeni je soucet ploch pokrytych lichym poctem ¢tvercti v tomto pasu roven aspon h.
Vyberme ty pasy, které maji prinik s lichym poctem ¢tverct. Opét podle jednorozmérné
verze tvrzeni, je soucet vSech vySek téchto pasi roven aspon jedné. Celkové je tedy ma
tedy plocha pokryta lichym poctem ¢tverct obsah aspon jedna.
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