XXVII. ro¢nik BRKOS 2020,/2021

Reseni 4. série

UHLY VSUDE, KAM SE
PODIVAS

ULOHA 4.1. Je dana kruZnice k se stfedem S a polomérem 7. Déle jsou dany rizné body
A, B na kruznici k takové, ze |AB| = 2|AS| = 2|BS|. Nakonec mame bod X, ktery lezi na
kruZznici k a je rtzny od A, B. Oznacme b délku kruhového oblouku pFislugného stfedovému
thlu LXSB a o = £XAS. Urcete pomér % za piedpokladu, Ze o = cos(a).

RESENT.

X
»

Snadno nahlédneme, Ze délka tsecky AB je 2r, tedy AB je primérem kruZnice k.
Z vlastnosti stfedového a obvodového thlu plyne |[<XSB| = 2a.
Odtud dostavame b =r - |[<XSB| =r - 2a.

Z Fofovy (Thaletovy) véty plyne: |[<BXA| = §(= 90°), proto cos(a) = B = 3
proto |AX| = cos(a) - 2r. Odtud hledany pomér snadno dopo¢itame:
|AX|  cos(a)2r  cos(a)

p— :1.
b -2 o
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ULOHA 4.2. Shodné kruznice k a [ se protnou v bodech A a B. Necht C je priisecik
tecny ke kruznici k v bodé B s kruznici [. Dokazte, ze |[AB| = |AC)|.

RESENT.

Oznac¢me si Sg, S; stiedy kruznic k,[ a necht |<ASyB| = 2¢. Usecka AB je tétivou jak
k, tak [. Poloméry téchto kruznic se rovnaji, tedy i stfedovy thel piislusici tétivé AB bude
stejny, a proto |<AS;B| = 2¢. Pro B = C tvrzeni plati trivialng, budeme se vice zabyvat
moznosti B # C.

Podivejme se na thly <ABC a <ACB. <ABC je thel tsekovy k tétivé AB kruznice k,
tedy jeho velikost je rovna poloviné velikosti pfislugného stfedového uhlu, tedy |<ABC| =
. <ACB je thel obvodovy k tétivé AB kruznice [, jeho velikost je rovna poloviné velikosti
piislusného stfedového thlu, ziskame |<<ACB| = ¢. Tedy |[<ACB| = ¢ = |[<ACB|, a tedy
AABC je rovnoramenny s rameny AB, AC, a pro takovy trojahelnik plati |[AB| = |AC|.
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UrLoHA 4.3. Mame zadané tii kruznice k,l,m se stiedy K,L, M a poloméry r1,ry,7s3
tak, Ze kazda dvojice spolu mé vnéjsi dotyk. Oznaéme bod dotyku kruznic k a [ jako A, [
a m jako B, m a k jako C. UkaZte, Zze kolmice na pfimku KL v bodé A, osa tuhlu K LM
a osa usecky BC' se protnou v jednom bodé.

RESENT.

K

Ozna¢me si stfed kruznice vepsané trojihelniku K LM jako S. Osa uhlu <K LM pro-
chézi bodem S z definice.

Ukazme, Ze osa tusecky BC je stejna jako osa thlu <K ML. Oznatme Spc stied
usecky BC. Trojthelniky M SpcB a M SpcC jsou shodné podle véty sss. Uhly <BM Spc
a <CM Spc jsou shodné a proto p¥imka M Spc je osa thlu <BMC = <K M L. Ze shod-
nosti trojuhelnika vyse také plyne, ze |<M SpcB| = |<M SpcC|. Jelikoz thly <M SpcB
a <M SpcC jsou vedlejsi, pak 180° = <M SpcB+<M SpcC = 2<MSgcB = <M SpcB =
90°. Tedy piimka M Spc je kolméa na BC' a zaroven ji protind ve stfedu tsecky, proto je
jeji osou. Vidime, Ze piimka MC' je jak osou tsecky BC, tak osou uhlu <K M L.

Zbyva ukazat, ze piimka SA je kolmé na KL (a tedy je kolmici v bodé A prochézejici
bodem S). V&imnéme si dvojic trojuhelnika A KAS, A KCS; A LAS, A LBS a A MBS,
A MCS. Tyto trojuhelniky jsou shodné podle véty sus, protoze jednu stranu sdili, druha
strana tvori polomér stejné kruznice a thly se shoduji, protoze KS (respektive LS a MS)
tvori osu thlu <LK M (respektive <K LM a <K M L). Dostavame tedy shodné ahly <SAK
a <SCK (respektive <SAL, <SBL a <SBM, <SCM). Vs&imnéme si vedlejsich thli
u vrcholi A, B a C. Dosadme:

180° = |<KCS| + |<MCS|
= |[<KAS|+ |<MBS|
= 180° — |<LAS| + 7 — |<LBS]|
= 360° — 2|<LAS|.

Tedy |<LAS| = 90°aKL L SA.

Jiné feseni: Stejné jako v minulém feSeni ukazeme, Ze osa thlu <K LM a osa tsecky BC
prochéazi vepsistém S. Ozna¢me body A’, B’ a C' body dotyku kruZnice vepsané se stra-
nami KL, ML a MK. Trojahelniky A KA'S a A KC'S jsou podobné podle véty uu (ahly
<K A'S a <KC'S jsou pravé, protoze KL a KM jsou tetny a KS je osa uhlu <LK M).
Jelikoz |SA’| = |SC’| je polomér kruznice vepsané trojuhelniku A K LM, tak jsou troju-
helniky A KA'S a A KC'S dokonce shodné podle véty usu. Tim dostavame | K A'| = |KC'|
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a analogicky dostaneme |LA’| = |LB'| a |[MB'| = [MC’|. Pro body ¢arkované i necarko-
vané dostavame soustavu linearnich rovnic: |KL| = |KA| + |LA|,|LM| = |LB|+ |MB| =
|LA| + |MB|,|IMK| = |MC| + |[KC| = |[MB| + |KA| a |KL| = |KA'| + |LA'|,|LM| =
|LB'| + |MB'| = |LA'| + |[MB'|,|MK| = |MC'| + |KC'| = |MB'| + | K A|'. ReSeni téchto
soustav je

(ILAL KA [MB]) = (LA, [KA|, [MB'])
(KLI+ LM = |KM| [KL|+ [KM]| = |LM]| [KM]|+|LM]| - |KL|
2 ’ 2 ’ 2

)

Jelikoz vzdalenost bodu A i A’ je stejna od bodu L a body A i A’ lezi uvniti asecky KL,
pak A = A’. (Totéz plati pro body B, B a C, C".) Jelikoz SA = SA’, pak SA | KL
a v8echny tii pfimky se protinaji v bodé S.

ULoHA 4.4. Jsou dany dvé kruznice k, k' se stiedy S, .5’, osové soumérné podle spolecné
tétivy AB, pricemz |SS’| < r = r’. Déle je na kruznici k dan ¢tyithelnik ABCD, jehoz
prisecik uhlopficek P lezi na kruZnici ¥’ a strana AD je tecna ke kruznici k’. DokaZte
rovnost |CD| = |AP|.

RESENi. Pro obé Feeni poznamenejme, Ze bod P leZi na kratsim oblouku AB, protoze
lezi uvnitt kruhu ohrani¢eného kruznici k.

V4
A

Nejdifve ukdzeme, ze |[<CAD| = |<PBA|. Uhly <PAD a <CAD jsou totozné. Uhel
<PAD je usekovy thel k thlu <AS’'P a thel <ABP je obvodovy k tthlu <AS’'P. Mizeme
tedy psat rovnost |[<CAD| = |<PAD| = % = |<<ABP)|.

Ze shodnosti obvodovych uhla <CAD a <ABP plyne shodnost stfedovych tuhla
|<CSD| = 2|<CAD| = 2|<ABP| = |<AS'P|. Jelikoz kruznice k a k' maji stejny po-
lomér, tak |S"A| = |S'P| = |SC| = |SD| = r = r'. Proto trojuhelniky A AS’P a A CSD
jsou shodné podle véty sus, a tedy |CD| = |AP|. (V piipadé, ze tthel <CSD je pfimy, pak
je uhel |[<CAD| pravy a rovnost plyne z Thaletovy véty a shodnosti kruznic — jak |CD|,
tak |AB| tvofi pramér jedné z kruZnic.)

BRKOS Team 2021



XXVII. ro¢nik BRKOS 2020,/2021

Jiné feSeni:

Tvrzeni dokdZeme pomoci rovnoramennych trojuhelniki A DAP a A CDA (se zéklad-
nami DP a CA). Nejdiive ukdzeme, Ze trojuhelnik DAP je rovnoramenny.

Uvazme obraz bodu P v osové soumérnosti podle osy AB. ProtoZe kruznice k a &’ jsou
osové soumérné podle osy AB, tak se bod P’ (obraz bodu P) bude nachazet na kruznici
k. Jelikoz ¢tyiuhelnik AP'BD je tétivovy, tak |[<APB| = |<AP'B| = 180° — |<ABD|.
Jelikoz <APB a <APD jsou vedlejsi uhly, tak |[<APD| = |<ADB| = |[<ADP|.

Nyni ukazme, Ze trojihelnik A ADC' je rovnoramenny. Uhly <ACD a <ABD jsou
obvodové (vzhledem ke kruznici k). A thel <CAD je usekovy.

Dostavame tedy rovnost |PA| = |DA| = |CD| a tvrzeni je dokazano.

ULoHA 4.A. V roviné p je dan trojuhelnik ABC. Popis mnozinu bod@ V v prostoru
takovych, Ze maji od bodu A, B, C stejnou vzdalenost (tj. |AV| = |BV| = |CV]).

RESENi. Oznatme X mnozinu takovych bodi, které spliuji [AV| = |[BV| = |CV|
a p pfimku kolmou na rovinu p a prochézejici stfedem S kruznice opsané trojuhelniku
ABC'. Pro rovnost X = p musime ukézat:

1. X Cp
2. X2Op

1. Ozna¢me o, rovinu soumérnosti tsecky K L (rovina kolma na tsecku prochazejici jejim
stfedem). ProtoZe o4p i opc jsou kolmé na rovinu p, je na ni kolma i jejich priisenice.
A protoze zjevné stied S kruznice opsané patii do oap N opc (spliuje |[AS| = |BS|
i|BS| = |CS|), dostavame o 4p N opc = p. Pro kazdy V takovy, ze |AV| = |BV| = |CV],
plati V € oap (nebot |[AV| = |BV|) aV € opc (nebot |BV| = |CV]), a tedy V € p (¢ili
X Cp).

2. Je dan P € p. Trojahelniky ASP, BSP,C'SP jsou shodné podle sus, tudiz plati
|AP| = |BP| =|CP| atedy P € X.

ULoHa 4.B. Sanganjosechitinské prezidentské volby funguji podobné jako ty americké.
Vyhraje ten, kdo ziska alespon 270 voliteld. Kazdému z 51 okrest je pfifazen urcity pocet
voliteld (viz mapa). VSechny volitele z okresu ziska kandidat, ktery v daném okresu ziska
nejvice hlast. Kazdy volitel reprezentuje presné milion voli¢a (a vSichni voli).

Plukovnik Motyl vidi do budoucnosti a vi, Ze v Zddném okresu nenastane remiza (stejny
pocet hlast u prvnich dvou kandidati) a ze dostane presné milion hlasi (ve vSech statech
dohromady). Kolik nejméné musi mit protivnikd, aby mohl vyhrat volby?
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RESENi. MYSLENKA: To, Ze ndm jde o nejmensi pocet protivnikli, znamené, Ze hlasy,
které Motyl ziskal, mame rozdélit mezi jednotlivé okresy tak, aby volby vyhral co nejtésnéji.
Pokud by ziskal néjaky hlas v okrese, ktery nevyhraje, byl by mu takovy hlas k ni¢emu.
Mohli bychom mu ho tedy vzit a vysledek by byl tésnéjsi. Klidné tedy muzeme predpokla-
dat, Ze vSechny hlasy ziskal pouze v okresech, které vyhral. V nejtésnéjsim piipadé ziskal
presné 270 volitelt. Je tfeba ovérit, Ze existuje skupina okresi, jejichz soucet volitelt je
presné 270. Ovéreni neni tézké, staci vzit napr. 11 okrest s nejvice voliteli. Tyto staty tedy
Motyl vyhral.

Nejslabsim Motylovym mistem je okres, kde ziské nejmensi procento hlasti. Toto nejmensi
procento chceme maximalizovat a to udélame tak, Zze jeho hlasy rozdélime rovnomérné mezi
vSechny volice téchto 11 okrest. Protoze jich ma milion a voli¢t je v nich dohromady 270
milioni, ziskd v kazdém z téchto okresti ﬁ hlasi. To, jak dobry je to vysledek, zalezi na
tom, kolik hlasi ziskal ten z jeho souperi, ktery jich ziskal nejvice. Tuto hodnotu tedy
chceme minimalizovat a to udélame tak, Ze i hlasy mezi soupefe rozdélime rovnomeérné.
Zbylych % tedy musime rozdélit na tolik dili, aby byl jeden dil mensi nez ﬁ. Z toho uz
je vidét, ze spravna odpoveéd je 270 soupefii.

DUKAZ: Nyni to dokézu. Hledanou hodnotu ozna¢im z. Nejprve ukézu, ze z < 270,
neboli Ze s 270 soupefi muze vyhrat. K tomu stac¢i najit konkrétni rozdéleni hlasi takové,
ze vyhraje. Ukdzu ho v tabulce:

Pofet woliteld  Podet hlash Motila  Soufet ostatnich Kakdy z 260 protiviikdl 270, protivnik  Vitdz

55 203708 54To5292 203326 101867 maty
38 140740 3TEEI260 140479 70409 motyl
29 107407 2BBE2593 107208 536541 motyl
20 107407 2BROIRG3 107208 53641 motyl
20 74074 19975926 73936 37142 moty
20 Talv4 10625526 73036 37142 motyl
18 B6E6E 17033334 BE542 33536 motyl
16 SR259 15840741 59149 29660 maty
16 50259 15040741 La149 20660 motyl
15 55555 14044445 B5452 27857 motyl
14 51851 13548149 L1755 20054 motyl
Soudty 270 1000000 260000000
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Jsou-li takto rozdélené hlasy v 11 nejvétsich okresech, vyhraje, at uz jsou v ostatnich
okresech hlasy rozdéleny jakkoli (on tam zadny nema).

Nyni ukazu, ze x > 270, neboli Ze s méné soupefi nemiize vyhrat. Pro spor predpokla-
dam, Ze takové rozdéleni hlasu existuje. Pokud by existovalo, tak jisté existuje i rozdéleni
s 269 protivniky (dali protivnici zadné hlasy nedostanou). Pocet volitelti, které ziskal,
ozna¢im n, pficemz n > 270. Primérné ho tedy jeden volitel stal 106 /n hlast. V n&jakém
okrese tedy urcité ziskal nejvyse |k/n] hlast, kde k je pocet voli¢ti daného okresu (protoze
pocet volict je pocet volitelit krat milion). Zbylych hlasti v daném okrese pak je alespon
k — |k/n|. Praimérny protivnik pak v daném okrese ziskal (k — | k/n])/269. Alesponi jeden
z nich jich tedy ziskal alespon [(k — |k/n])/269].

Nyni ukazu, ze [(k — |k/n])/269] > |k/n].

k/n k/n k(1-1/n
[(k — Lk/n])/269] 2 (k — |k/n])/269 = 55 — 55t > o5 — 5 = W™ 2
k(1—216{)270) = k:(26296/9270) = % > % > |k/n]. Dany okres tedy Motyl nemohl ziskat, a to je

spor. Tim je diikaz hotov.

ULoHA 4.C. Kladna realna &isla x,y, « > y vyhovuji rovnici

z* + y4 .
3y — 2292 + 293

Uréete hodnotu i—fz .

RESENi. Zadani upravme do tvaru
zt — 623y + 622y — 62y® +y* = 0.

V&imnéme si, Ze vyraz na levé strané trochu vypada jako rozvinuté (z + y)?*, piipadné
(x —y)*. Podivejme se na to a zapisme si rozdily:

(z +y)* = 2 + 423y + 62%y% + day® + ¢

(z —y)* = 2* — 423y + 622y% — day® + ¢,

Plati tedy, Ze vyraz na levé strané se rovna podle prvni rovnosti (z + y)* — 1023y — 10zy3
a podle druhé (z — y)* — 223y — 2293, Oba se ale rovnaji nule, tedy plati

(x+y)* 1023y + 102y®
(x—y)* 208y +20y3

Resenim je tedy /5, nebot % je jisté pro x >y > 0 kladné, proto —v/5 FeSenim neni.
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ULoHA 4.D. Reste diofantickou rovnici 2° — 4% = 117 (kde z, 7, z jsou cela &isla).
RESENi. UkaZeme, 7e jedina feSeni jsou tvaru
(z,y,2) € {(11%,0,3¢), (0, —11°,3¢c)|c € Ny} .

Jisté pro TeSeni rovnice musi platit z > 0, jinak by ¢&islo na pravé strané nebylo celé. Dale
budeme postupovat tak, Ze ukadZeme, Ze jediné nesoudélné dvojice x,y vyhovujici nasi
rovnici jsou (z,y) € {(1,0), (0,—1)}. Nejdfive si ale vysvétleme, pro¢ nam tato informace
staci.

Necht z,y,z je né&jaké TeSeni nasi rovnice a predpokladejme, Ze x,y jsou soudélna.
Ozna¢me jejich nejvétsiho spoleéného délitele jako d; tedy x = da,y = db kde a,b jsou
nesoudélna cela ¢isla. Potom d3(a® — b®) = 117, Dle predpokladu plati d > 1, tedy rovnéz
z > 0. Jelikoz rozklad pfirozeného ¢isla na soucin prvocisel je jednozna¢ny (az na poradi
¢initelit), vidime, Ze d = 11* pro né&jaké pfirozené &islo k. Tudiz trojice (a,b,z — 3k) je
rovnéz FeSenim na$i rovnice. Naopak, bud (x,y, z) néjaké feseni, kde x, y jsou nesoudélna.
Potom pro kazdé prirozené k dostavame, Ze (11’“3:, 11%y, 2 + 3k) je téz feseni. Vidime tedy,
7e pokud ur¢ime FeSeni rovnice se nesoudélnymi x a y, dostaneme z nich jiz vSechna ostatni
FeSeni.

Hledejme tedy feseni s nesoudélnymi z a y! Vzpomenme si, ze 23 —y3 = (z—vy)(2® +xy+
y?). MiiZzeme si hned rozmyslet, Ze pokud x —y = 1, po dosazeni dostéavame x2 + xy +y? =
(y+1)24+y(y+1)+y? = 3y>+3y+1. Pokud z = 0, prava strana rovnice je rovna jedné, tedy
opravdu x —y = 1 a navic podle pfedchoziho vypoétu 3y? 43y +1 = 1, coz miZzeme upravit
na rovnici 2 4y = 0. Ta ma fefeni y = 0,y = —1, tedy dostavame Feseni (1,0,0), (0, —1,0)
a z nich nasobenim mocninou jedenactky vSechna feSeni uvedena na zacatku.

Predpokladejme dale z > 0. Navic mizeme pfedpokladat, Zze néjaké z &isel x,y je
v absolutn{ hodnoté& vétsi nez 1. Potom viak 2% + zy + y* = $(2? + (z + y)? + y?) je &islo
veétsi nez 1, je to tedy mocnina jedenactky; tedy dava po déleni jedenacti zbytek nula. Toho
dale vyuZijeme a rozebereme dvé mozné situace: z —y =1 a 11|z — y.

Pokud z — y = 1, podle piedchoziho mame 3y? + 3y +1 = 0 (mod 11). Tedy 3y(y +
1) = —1 = 21 (mod 11), a proto y(y + 1) = 7 (mod 11). Ale mizeme si ovéfit, ze tuto
rovnost zadné y nesplni: pro y od 0 do 11 nabyva vyraz y(y + 1) modulo 11 hodnot
0,2,6,1,9,8,9,1,6,2,0. V tomto piipadé tedy zadnéa dalsi feSeni nemame.

Pokud je vyraz x — y délitelny jedenacti, mdme z = y (mod 11). Pak ale 0 = 2% +
xy + y? = 322, a tedy jedenéctka déli z a y. My vSak predpokladame, Ze tato &isla jsou
nesoudélna, coz je spor. Nasli jsme tedy feSeni vSechna.
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