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Reseni 3. série

CATALANOVA CISLA

ULoHA 3.1. Obliben4 hra hostinského a Elviry vypadala takto: Elvira se nachéazela na
ose prirozenych ¢isel na ¢isle 1. Hostinsky mezitim hazel kostkou. Pokazdé kdyz mu padlo 6,
Elvira se posunula o jedno doprava (tj. z ¢isla n na ¢islo n+ 1), kdyz mu padlo 1, posunula
se 0 jedno doleva, tj. z n na n—1 (pokud nestala na 1) a kdyZ padlo cokoliv jiného, zistala
na misté. Pokazdé, kdyZ se pohnula, hostinsky si na papirek napsal + ¢i -, podle druhu
pohybu. Kolik rtiznych posloupnosti znamének mohl mit hostinsky na papirku, pokud hodil
desetkrat a Elvira zacala i skoncila na ¢isle 17

RESENi. Prvni si viimneme, 7e pocet posuni, které Elvira vykonala, je sudy. Toto plyne
ze skutecnosti, Ze se celkové musi posunout o stejny pocet pohybu doleva jako doprava,
jinak by skoncila jinde nez na pocatecni poloze 1. Protoze se Elvira pohybuje na ose
prirozenych ¢isel, nemuze nikdy zajit "pod"é&islo 1, tedy napfiklad prvni krok, ktery uéini,
nesmi byt "—".

Krokt je nejvyse 10, tedy se mohla posunout Okrat, 2krat, 4krat, 6krat, 8krat a 10krat.

Pokud vykonala napftiklad 2 pohyby pak prvni musel byt + a druhy pak nutné —. To
kvili vySe zminénému pozorovani, ze nemohla uniknout z pfirozenych ¢isel. Tedy moznost
je jedna. Pokud vykonala 4 pohyby, je moznosti vice. Opét musi zacit 4, ale nasledné se
miize vzdélit nebo priblizit hodnoté 1. Moznosti jsou tedy dvé: ++ —— a + —+—. Naopak
napiiklad + — —+ neni mozné, protoze by se tfetim krokem dostala mimo pfirozena ¢isla.

Povgiméme si, Ze kdyby se + interpretovalo jako krok doprava a — jako krok nahoru
na ¢tvereckovém papitfe, odpovidaly by posloupnosti hostinského presné takovym cestém,
které se pohybuji pod diagonalou. Vyskytovat se pod diagnalou totiz presné odpovida tomu
udélat méné kroku nahoru nez doprava a to zas odpovida tomu, Zze Elvira nevyskodila z
prirozenych ¢isel. Pro kazdy pocet kroki 2k je proto presné k-té Catalanovo ¢islo moznosti,
co mohl mit hodspodsky na papirku.

Celkovy pocet ziskime se¢tenim téchto hodnot, tedy:

Co+Ci+C+C3+C4+C5=14+1+2+5+ 14+ 42 = 65.
Hostinsky tedy mohl mit na papirku jednu z 65 rtiznych posloupnosti pohybi.

ULoHA 3.2. Aritmeticky vyraz obsahujici kulaté zavorky, odéitani, déleni a ¢isla od 1 do 9 na-
zveme maximélni, pokud obsahuje maximéalni mozny pocet zavorek, ale neobsahuje zavorky
kolem samotného &isla nebo dvoje zavorky kolem jedné operace. Napiiklad (3—9), ((4/9)— 5)
jsou maximalni, ale 3—9, (4/9—5) a (5— (6)) maximalni nejsou. Kolik existuje maximélnich
vyrazi obsahujicich 777 znaku?

RESENi. Ozna¢me n pocet Cisel, které bude obsahovat nas maximalni vyraz. Jelikoz
matematickou operaci miZeme dat mezi kazda dvé ¢isla, tak pouzZijeme n — 1 operaci.
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V kazdém takovém vyrazu navic plati, ze ke kazdé operaci bude pfifazena jedna dvojice
zavorek, pouzijeme jich proto 2(n — 1). Pro vyraz obsahujici 777 znakt plati:

n+(n—1)+2n—1) =777
n =195

Vyraz tedy musi obsahovat 195 ¢isel, 194 operaci a 194 dvojic zavorek. Podle zadani vybi-
rame &isla z intervalu od 1 do 9, dostavame 9'%° riznych kombinaci. Déle pouzivame dva
druhy znamének, proto jejich riiznych kombinaci je 2194,

Nyni uz jen zjistime, kolika zptsoby mohou byt zapsany zavorky. Kazdé dvojice zdvorek
patii k jedné operaci - pokud zndme pouze levé zévorky, jsme schopni jednozna¢né zapsat ty
pravé. Kazdou moZnost mizeme piifadit k jedné Dyckové cesté (a naopak) - cesty doprava
reprezentuji levé zavorky, cesty nahoru operace. Mame C1gq zptisobil, jak zavorky zapsat.

Maximalnich vyrazi obsahujicich 777 znaki je 919 . 2194 . Cg4.

ULoHA 3.3. Hostinsky nakreslil na papir N stanic (bodi) na centralni lince (pfimce)
s pravidelnymi rozestupy 1. Nasledné do obrazku dokreslil nékolik tsecek (bod neni tisecka)
tak, ze kazda zac¢ina a kon¢i v nékterych vyznacenych bodech. Navic pro kazdé dvé asecky
a, b platilo, ze pokud je jejich prinik néjaka tsecka ¢, pak a = ¢ nebo b = c¢. Kolika zpisoby
mohl hostinsky nakreslit isecky v zavislosti na IV, pokud navic vite, Ze jich nakreslil nejvétsi
mozny pocet pro dané N?

RESENi. Pievedeme problém hostinského na triangulace pravidelného N-thelnika.

Ziejmé hostinsky nakreslil tisecku spojujici vSechny vrcholy a také vSechny jednotkové
usecky. Necht nyni N > 3. Pak si tyto tusecky miZeme predstavit jako pravidelny N-
thelnik, kde kazda jiz zminéna tsecka predstavuje hranu tohoto N-thelnika.

To, Ze libovolné dvé tisecky maji prinik bud jednobodovy, anebo celou zadanou tsecku
presné znamena, ze hledame nekfizejici se thlopricky N-thelnika. Zaroven vime, Ze pro
kazdou triangulaci n-ithelnika plati, Ze obsahuje nejvétsi mozny pocet nekitizicich se th-
lopricek, a tedy mame bijekci mezi moznymi rozdélenimi tsecek a vSemi trangulacemi
pravidelného N-thelnika.

Nyni tedy staci ovefit, jak to vypada pro N < 3. Ziejmé pro tato N mél hostinsky
pravé jednu moznost.

Hostinsky mél tedy jednu moznost pro N = 1, N = 2 a dale Cy_o pro kazdé N > 3.

UrLoHA 3.4. Krystal je trojihelnikova mfizka jako na obrazku, kde nezavisle na jeho
vysSce N mé horni a spodni strana délku 3. Krystal je vyplnén barevnymi jadérky ve tvaru
koso¢tverct o velikosti dvou trojtuhelnikii. Jadérka maji t¥i rizné barvy. Kazdy trojuhelnik
je soucésti pravé jednoho jadérka. Navic kazda dveé jadérka, ktera spolu sdili hranu, maji
stejnou barvu, pravé kdyz maji stejnou orientaci (tj. jejich hroty mifi stejnym smérem).
Monokrystalem pak oznac¢ime libovolnou souvislou plochu jadérek stejné barvy, ktera jiz
nesousedi s dalsimi jadérky této barvy. Kolik riznych tvart a umisténi muze mit mono-
krystal o vySce N v krystalu o vysce N7
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RESENi. Oznac¢me jadérka jako svisld, leva a prava. Kazdy typ jadérka obsahuje jeden
trojihelnik sméfujici Spickou nahoru. Svisld maji druhy trojihelnik na jeho spodni strané,
leva na levé a pravé na jeho pravé strané. Cislo N je ze zadani sudé, proto mizeme definovat
N = 2n. Rozdélme krystal na 2n fad ¢islovanych 1 az 2n odspodu. Rekneme, Ze svislé
jadérko se nachézi v i-té fadé, pokud se v i-té fadé nachéaz{ jeho spodni trojihelnik.

Pro libovolné rozdéleni a obarveni jadérek muzeme zménit obarveni tak, ze svisla ja-
dérka obarvime Cervené, levd modie a pravé zelené. Ziejmé bude vysledny krystal stale
spliiovat podminky zadani a tvar dil¢ich monokrystalii ztistane nezménén.

Nejdrive ukaZzeme, Ze kazdy monokrystal vysky 2n je sloZzen ze svislych jadérek. Pro
spor necht je bez Gjmy na obecnosti slozen z jadérek levych. Poté musi obsahovat zejména
levé jadérko v prvni fadé. OvSem trojihelnik bezprostiedné vlevo od tohoto jadérka (pokud
existuje) musi byt také soucasti levého jadérka. Tedy vSechna leva jadérka v prvni fadé tvori
souvislou plochu pocinaje nejlevéjsim trojuhelnikem prvni fady. Zaméfme se na druhou
fadu. Podle pfedpokladu se v ni nachézi levé jadérko, které sousedi s nékterym levym
jadérkem v prvni rfadé. Podobné jako v prvni rfadé i nyni musi byt vSechny trojuhelniky
nalevo od tohoto jadérka soucasti levého jadérka (nemtizou byt soucasti svislého, nebot
trojuhelnik pod nim je souc¢asti levého). Opakovanim této tivahy (indukci) zjistime, ze ve
vSech fadéch 1 az n+1 je nejlevéjsi trojihelnik na fadku soucésti levého jadérka. To ovSem
v fad€ n + 1 nen{ mozné, protoze nejlevéjsi trojuhelnik v ni jiz nemé levého souseda, ktery
by s nim byl v jadérku. Tedy ziskdvame spor s pfedpokladem, Ze existuje monokrystal
vysky 2n slozeny z levych jadérek.

Kazdy monokrystal vysky 2n se dotyka horni i dolni hrany celého krystalu. Nyni uka-
zeme, ze plocha kazdého takového monokrystalu M je zleva i zprava ohrani¢ena cestami
slozenymi z 2n hran trojahelniki, které obsahuji v kazdém radku praveé jednu hranu. Kdyby
monokrystal ohrani¢ovala cesta, kterd nékterym fadkem prochézi dvakrat, pak by obsa-
hovala levou i pravou hranu nékterého trojihelniku, ktery neni soucasti monokrystalu.
Oznacme jej s. Pak ovSem trojthelnik s musi byt soucasti n&jakého svislého jadérka (ji-
nak by bylo jeho jadérko pileno hrani¢ni cestou monokrystalu M). Protoze ale sousedi s
monokrystalem sloZzenym ze svislych jadérek, musi byt jeho soucasti, coz je spor.

Nyni sporem dokaZeme, Zze monokrystal M obsahuje vSechny trojihelniky mezi jeho
levou a pravou hraniéni cestou. Predpokladejme tedy, Ze néjaky trojuhelnik v oblasti mezi
hraniénimi cestami, ktery neni sou¢asti monokrystalu, existuje. Uvazme nejvyse se naché-
zejici z téchto trojuhelniki (libovolny z nich) a oznacme jej ¢. Jisté sméfuje vzhiru, protoZe
v opacném pfipadé by trojuhelnik nad nim nemohl byt souc¢ésti svislého jadérka, a tedy ani
monokrystalu. Ze stejného divodu jsou ale i trojihelniky nalevo a napravo od t soucasti
monokrystalu. Proto je t soucéasti svislého jadérka a to je spor, protoze pak by musel byt
souCésti monokrystalu.

Disledkem pak je, Ze M obsahuje pravé jedno svislé jadérko v fadé 1 a v fadé 2n — 1.

Nyni koneéné rozeberme vSechny moznosti umistén{ monokrystalu. Uvazujme libovolny
monokrystal M, ktery obsahuje nejlevéjsi trojihelnik prvni fady. Pak je plocha tohoto mo-
nokrystalu ohranicena zleva a zprava cestami, které se dotykaji na spodni a horni hrané
krystalu. Pokud by levéi cesta nesplyvala s levym okrajem celého krystalu, pak by nutné
svislého jadérka, které neni soucasti monokrystalu M. Jako v pfedchozich piipadech pak
musi byt soucasti svislého jadérka, tedy ziskdvame spor a levéa cesta musi splyvat s levym
okrajem celého krystalu. Naopak prava hrani¢ni cesta muze byt libovolna cesta, ktera pro-
jde kazdym tradkem pravé jednou a na horni a spodni hrané celého krystalu se dotyka
levého okraje. Kazdy takto ohranieny svisly monokrystal lze totiz doplnit jadérky tak,
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Obrazek 1: éerveny monokrystal 1ze zleva a zprava lemovat levymi (modré) a pravymi
(zelené) jadérky a pomoci svislych (Cervené) jadérek doplnit do rovnobé&znosténu. Zbyly
pruh vpravo (¢ potencialné vlevo) je vyplnén levymi a pravymi jadérky.

aby se nedotykal jinych svislych jadérek — viz obrazek. Pocet monokrystala vysky 2n obsa-
hujicich levy trojihelnik v prvni fadé je tedy stejny jako pocet krokovych cest na miizce o
délce hrany n — 1, tedy (27:"__12). Podobné ukizeme, ze monokrystalil vysky 2n obsahujicich
nejpravéjsi trojuhelnik je takée (2:__12).

Navic jsme ukézali, Ze pokud monokrystal obsahuje nejlevéjsi trojahelnik prvni fady,
pak obsahuje nejlevéjsi trojihelnik fady posledni. Ze symetrie celého krystalu proto vy-
plyva, Ze tato implikace plati i obracené, tedy monokrystal vysky 2n obsahuje nejle-
véjsi trojuhelnik v prvnif fadé¢, pravé kdyz obsahuje nejlevéjsi trojihelnik v posledni fadeé.
Zejména takovy monokrystal, ktery obsahuje druhy nejlevéjsi trojihelnik smérujici Spic-
kou dolu v prvni Ffad&, musi obsahovat bud druhy, nebo tfeti trojuhelnik sméiujici §pickou
nahoru v fadé posledni. Pokud by ovSem obsahoval tieti trojuhelnik, pak by oblast na-
levo od levé délici cesty obsahovala lichy pocet trojihelnikt, tedy nesla by rozdélit na
jadérka. Proto se spodni a vrchn{ trojihelnik monokrystalu vysky 2n vzdy nachazi ve stej-
ném sloupci. Sta¢i ndm tedy spocitat pocet takovych dvojic cest, které se potkaji pouze
na dolni a horni hrané celého krystalu a sviraji mezi sebou druhy trojihelnik v prvnim
i poslednim fadku (z obrazku je opét zfejmé, Ze kazdy takovy monokrystal lze obklopit
jadérky vhodnym zpiisobem).

V kazdém tadku se obé cesty mohou vydat doprava ¢i doleva. Pokud se vydaji opaénymi
sméry, tak se vzdali ¢i priblizi. Pokud se obé vydaji stejnymi sméry, ziistanou od sebe ve
stejné vzdalenosti. Pokud v patrech 1 az i priblizily tolikréat, kolikrat se oddalily, pak se v
patie ¢ dotknou. Naopak pokud se v kazdé posloupnosti pater 1 az i vzdalili vicekrat nez
priblizili, nikdy se nedotknou. Dohromady je 2n pater, v prvnim se vzdali a v poslednim
priblizi. Nésledné mohou provést libovolny pocet priblizeni a vzdaleni za predpokladu, ze
se nikdy nedotknou dfive nez v patie 2n a celkovy pocet vzdéleni bude stejny jako pocet
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priblizeni. V prvnim patie se cesty vzdy vzdali a v poslednim pfiblizi. Ozna¢me proto k
pocet vzdaleni v patrech 2 az 2n—1. Hledame proto pocet moznych posloupnosti celkem 2k
krokt, kde pravé v k se vzdali a v k se priblizi. Navic pocet pfibliZzeni nesmi byt v Zzddném
okamziku veétsi nez pocet oddaleni. Vidime tedy korespondenci s cestami pod diagonélou
na tabulce k x k, kde oddaleni odpovida kroku vpravo a piiblizeni nahoru. Je jich proto
Cy. Ve zbylych 2n — 2 — 2k tadcich, kde ob€ cesty obsahuji rovnobézné hrany, se mohou
cesty libovolné pohybovat doleva a doprava. Musi ovSem platit, Ze pocet kroku doprava je
dohromady stejny jako pocet krokt doleva — to je n — n — k krokti doleva a doprava. Tedy
je (2n72:2k) mozZnosti, jak vybrat, které z nerozbihajicich se kroki budou doleva (zbylé
budou doprava), a kone¢né je (2",; 2) moznosti, jak rozhodnout, které kroky jsou vzdalujici

2n7272k) (2n72)

se (resp. priblizujici) a které jsou rovnobé&zné. Pro dané k je proto Ck( 1k .

moznosti, jak cesty vybrat a celkem je tedy takovych péri cest

o — 92— 9k /20— 2
o .
n—1-—%k k
k=0

Situace je opét symetricka pro monokrystaly obsahujici tfeti trojihelnik prvni fady. Celkem

je proto krystala
n—1
2n —2 2n —2 —2k\ (2n — 2
2<<n—1>+k2200’“< n—1—k )( k >>

ULoHA 3.A. Necht ABC je trojuhelnik s ostrym thlem u vrcholu A. Zvolme na strané
AC bod X a vedme jim piimku p, ktera bude kolméa na pfimku AB. Prusecik p a AB
ozna¢me P. Na piimce AB uvazme bod Y takovy, ze |<CXY| = 2a. Nakonec uvazme
Fofovu (Thaletovu) kruznici k£ nad pramérem X P. P¥imky AC a XY protinaji k po radé
v bodech M, N rtznych od X. Dokazte, Ze M N je rovnobéZzna s AB.

RESENI. UvaZme tecnu ke kruznici k v bodé X a ozna¢me Z prisecik této tecny s primkou
BC. Pak primka XZ je kolma na X P, kterd je kolmé na AB, coz dohromady déva,
7e XZ||AB. Uhly <CXZ a <CAB jsou tedy souhlasné, takze |<CXZ| = a. Jelikoz
|<CXY| = 2a, tak dostavame, ze |<YXZ| = a. Ale thel YXZ je usekovy prislusici
stejnému oblouku jako obvodovy thel X M N. Proto [<XMN| =« a XMN a CAB jsou
souhlasné uhly. To ale znemana, ze pfimky AB a MN jsou rovnobézné, coz bylo tieba
dokazat.
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2

ULoHA 3.B. Necht n je piirozené ¢&islo. Ukaite, Ze rovnice z2 — y? = n ma celo¢iselna

FeSeni x, y, pravé kdyz n nedava po déleni ¢tyfmi zbytek 2.

RESENT. Nejdifve ukazeme, 7ze pro n, které po déleni &tyimi dava zbytek 2, rovnice z? —

y? = n nema fedeni. Zjistime, jaky zbytek dava druha mocnina néjakého &sla m po déleni
¢tyimi. Pokud je m sudé, pak m? = (2k)? = 4k? je délitelné ¢tyimi. Pokud m je liché, pak
m? = (2k + 1) = 4k? + 4k + 1 dava po déleni étyimi zbytek 1. Rozdil druhych mocnin
miize tedy dat zbytek po déleni 0, 1, nebo 3, ale nikoli 2.

Nyni ukdZeme, Ze pro n, které po déleni ¢tyimi nedava zbytek 2, ma rovnice 22 —y? = n
feSeni.

Pokud n je liché, muzeme za (z,y) zvolit ("TH, "Tfl) Jisté jsou z 1 y cela &isla (protoze
n je liché) a (241)% — (252)% = n.

Ukazme si, jak se da prijit k takovémuto FeSeni (jelikoz vysledek spadly z nebe nema
nikdo rad). Levou stranu rovnice si rozlozime na (x + y)(z — y) = n. To se nam rozpada
na soustavu dvou linearnich rovnic x +y = a,x — y = b, kde a, b jsou cela ¢isla spliujici
ab = n. Polozime-li a = n,b = 1, zjistime, Ze tato soustava méa feeni (x,y) = (”7“, "T_l)

Pokud n je nasobek ¢tyiky, pak za (z,y) zvolime (§ +1,% —1). Jisté = i y jsou cela a
(T+1)2—(2-1)2%=n.

Opét si ukazme, jak se da prijit k takovémuto FeSeni. Analogicky jako v predchozim
piipadé si levou stranu rovnice si rozloZime na (z + y)(z — y) = n, coZ se nam rozpada
na soustavu dvou linearnich rovnic x +y = a,x — y = b, kde a, b jsou cel& ¢&isla spliujict
ab = n. Polozime-li a = §,b = 2, dostaneme pfesné feseni (z,y) = (} +1,% — 1).

UroHA 3.C. Parlament v Sanganjosechitinu ma tvar dvacetisténu, ktery je pokryty po-
slanci, na kazdém trojuhelniku jeden (gravita¢ni pole uvazujme centralni, do stiedu). Za-
znél pokyn "Kdo je pro, at zvedne ruku", ale nikdo neslySel otazku, a tak kazdy poslanec
zvedne ruku pravé tehdy, kdyz vétsina jeho sousedu (tzn. alespon dva ze t¥i) maji ruku na-
hote, pficemz na zac¢atku maji vSichni ruku dole. Kolik nejméné poslancti musime nahradit
agenty se zvednutou rukou, abychom zpusobili, Ze zvednou ruku nakonec v8ichni?

RESENi. ReSeni autora a Katefiny Matulové: Stény s agenty a jejich vrcholy obar-
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vime modfe, zbytek bile a dokdZeme par tvrzeni:
Tvrzeni. VsSechny vrcholy musi byt modré.

Dikaz. Kdyby ne, potom kolem bilého vrcholu je pét bilych trojihelnikti bez agenta a
zadny z nich tedy nelze ovlivnit.

Tvrzeni. Modré trojihelniky tvofi jeden souvisly celek, tzn. od kazdého agenta se lze k
libovolnému jinému dostat pouze po modrych trojahelnicich a vrcholech.

Dikaz. Kdyby ne, existovala by fada bilych trojuhelniki sousedicich hranami tvofici
uzavieny cyklus a oddélujici jeden modry ostrov od druhého. Tento cyklus by pak taky
nebyl ovlivnitelny, nebot kazdy bily trojuhelnik sousedi s dalsimi dvéma bilymi trojuhelniky
z cyklu.

Tedy pro n modrych trojuhelnikt miize byt maximalné 2n 4+ 1 modrych vrcholi, pro-
toze souvisly celek vidy muzeme tvorit pokladanim trojuhelnikii v takovém pofadi, kdy
prvni trojuhelnik obarvi t¥i vrcholy a kazdy dalsi sousedici pak dva dalsi a celkovy pocet
obarvenych vrcholil nezalezi na potradi trojahelnik.

Aby bylo tedy modrych vrcholt 12, je pot¥eba alespoi 6 modrych trojuhelniki. Regenf
se Sesti poslanci je tento graf izomorfni se strukturou dvacetisténu (jedna sténa je celé
okoli):

Regeni Vaska Janacka: Nejdiive ukaZi, 7e 5 agenti nestadi.

Aby néktery z poslancit zvedl ruku, musi mit alesponn dva jeho sousedé zvednutou
ruku. To ale znamend, Ze tento poslanec ovlivni (tzn. bude jednim ze dvou sousednich se
zvednutou rukou) nejvyse jednoho jiného poslance.
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Kazdy agent muze ovlivnit az 3 poslance. Celkem pro a agenti a 20 — a normélnich
poslancu existuje nejvyse 3a + (20 — a) = 20 + 2a ruznych ovlivnéni.

Pritom kazdy poslanec musi byt ovlivnén dvéma lidmi. Celkem tedy pro a agentii musi
poslanci dohromady vykonat alesponn (20 — a) - 2 ovlivnéni. Mame tedy 20 + 2a > 40 — 2a,
tedy a > 5. Pro a = 5 by nastala rovnost, tedy by zejména kazdy poslanec skuteéné musel
ovlivnit jednoho jiného. To ale neni mozné, protoze nékdo musi zvednout ruku posledni a
nikoho tedy neovlivni. Tedy je potifeba alespon 6 agentii. Piiklad se Sesti viz vyse.

ULoHA 3.D. Uvazujme mnozinu Z[z1, ..., z,,] polynomii v n proménnych s celo¢iselnymi
koeficienty. Déale uvazujme mnozinu Z,, = {0, 1, ..., m—1}. Zjistéte, kolik existuje zobrazeni
D : Z[xy,...,xn] — Zp, spliujicich

D(f+g)=D(f)+ D(g) (modm),

D(fg) = f(1,..,1)D(g) + g(1,...,1)D(f) (mod m).
(Vyraz f(1,..,1) tedy znamené, Zze do polynomu f dosadime n jednicek.)

RESENi. NeZ zatneme, jedna poznéamka: pro zkraceni zapisu budeme misto zapisu ,,a = b
(mod m)“ pro kongruence psat prosté rovnitko: a = b.

Nage zobrazeni D ma spliiovat dvé podminky. Tou prvni je D(f + g) = D(f) + D(g),
tzv. aditivita. A tou druhou je D(fg) = f(1,...,1)D(g) + g(1,...,1)D(f), tzv. Leibnizovo
pravidlo.

(Jesté jedna poznamka: néktefi z vas mozné vi, Ze jako Leibnizovo pravidlo se nékdy
oznacuje vztah pro derivaci souc¢inu (fg)’ = f'g + f¢’. To neni jen shoda jmen, obé Leib-
nizova pravidla jsou jistou instanci velice obecného geometrického principu.)

Tuto tdlohu je potieba Tesit pozvolna pomoci nékolika diléich dvah. Ty si postupné
rozebereme. Zacneme vSak definici, kterd ndm usnadni nésledujici rozbor: fekneme, Ze
polynom f € Z[x1, ..., xy] je jednoclen, pokud je tvaru cx’fl - -:1:,’2”, kdec e Z akq, ..., ky, jsou
nezaporné cela ¢isla. Navic fekneme, Ze dva jednocleny P = ca:’fl coeghn Q= dxlf cogln
jsou rizného typu, pokud existuje i € {1,...,n} takove, ze k; # I;.

Lemma. Necht D je zobrazeni vyhovujici zadéni. Pak pro kazdé celé ¢islo ¢ € Z plati
D(c) =0.

Diikaz. Z aditivity dostaneme D(0) = D(040) = D(0)+ D(0). Odectenim D(0) od obou
stran této rovnosti dostavame D(0) = 0. Dale z Leibnizova pravidla dostavame D(1) =
D(1-1) =1-D(1)+1-D(1) a tedy analogicky D(1) = 0. A nakonec 0 = D(0) =
D(1+ (—1)) = D(1) + D(—1) = D(~1).

To nés ale pfivadi jiz skoro do cile: pro pfirozené ¢islo n nyni mame D(n) = D(1+---+
1) =D(1)+---4+D(1) = 0 a pro zaporné celé ¢islo —n dostaneme D(—n) = D((—1)-n) =
—1-D(n)+n-D(—1) = 0. Konec diikazu.

Uvédomme si, Ze z toho pro libovolny polynom f € Z[x1, ..., x,] a libovolnou konstantu

¢ € Z dostaneme D(cf) = cD(f) + f(1,...,1)D(c) = eD(f).

Lemma. Necht D je zobrazeni vyhovujici zadani, k je libovolné pfirozené ¢islo, i €
{1,...,n}. Pak D(2F) = kD(z;).
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Dikaz. Toto lemma dokazeme jednoduchou indukci. Pro k = 1 toto tvrzeni jisté plati.
Chceme vyvodit platnost pro k 4+ 1 z platnosti pro k. Pocitejme (pouzijeme Leibnizovo
pravidlo): D(z¥') = D(2¥ - 2;) = 1- D(2F) + 1- D(x;) = kD(2;) + D(x;) = (k + 1)D(x;)
a tvrzeni je dokazano.

Nyni prekroéime o krok dal, kde budeme uvazovat vice proménnych.

Lemma. Necht D je zobrazeni vyhovujici zadani, k1, ..., k, jsou libovolna nezaporné cela
cisla. Pak D(zh - ... akn) = ki D(xy) 4 - - - + knD(xn).

Diikaz. Budeme postupovat indukci, ale nyni trochu fikanéji: vaci K = ki +---+k,. Tvr-
zeni jisté plati pro K = 0, K = 1. Chceme tedy z platnosti pro K vyvodit platnost pro K+1
a predpokladame, ze K je alesponi 1. Muzeme si tedy zvolit i € {1,...,n} takové, ze k; > 0.
Pocitejme: D(:pll€1 gk = D(x; - (:U’fl e x?i_l coxkn)) =1 D(:Elf1 . -:L'fi_1 coegkny 41
D(z;) = kiD(z1)+- -+ (ki —1)D(x;) + - - -+ kn D(zp) + D(z;) = k1D(x1) +- - - + kpD(xy,)

a dukaz je u konce.
Nyni nastal ¢as si vSimnout zasadniho faktu:

Tvrzeni. Necht ai,...,a, je libovolna n-tice &isel ze Z,,. Pokud existuje zobrazeni D
vyhovujici podminkam ze zadani takové, ze D(z;) = a; pro vSechna i € {1,...,n}, pak je
jediné.

Dikaz. Predpokladejme, Zze takové D existuje. Podle lemmatu 3 vime, kam D zobrazi
libovolny jednoclen: D(cah ---zkn) = ¢(kyay + - - - + knay). Uvazujme nyni koneené zcela
libovolny polynom f € Z[z1,...,x,]. Ten se d& jednozna¢né napsat jako soucet jedno¢leni
po dvou razného typu f = Py + - - -+ P;. Potom ale z aditivity plyne D(f) = D(P; +---+
Py) = D(Py)+---+ D(Py), pficemz obrazy polynomii P; uz zname. Tedy zadame-li obrazy
(ve zobrazeni D) polynomu x7, ..., x,, automaticky nam to zada i obrazy vSech ostatnich
polynomt. Tim je dikaz hotov.

Nyni dokazeme, Ze pro libovolnou n-tici ¢isel ay, ..., a, € Z opravdu existuje D spliiujici
poZzadavky ze zadani takové, ze D(x1) = aq, ..., D(x,) = a,. My uz vlastné z predchoziho
dikazu vime, jak toto zobrazeni musi byt zadané:

e Pro jednoclen P = ca®' ... zk» mame D(P) = c¢(kiay + - - - + knay),

e Pro polynom f € Z[xy,...,z,], ktery je souftem jednoclent po dvou rizného typu
f=P+--+ Py, mame D(f) = D(P;)+---+ D(Pg).

Staci nam dokazat, Ze toto zobrazeni spliiuje aditivitu a Leibnizovo pravidlo. Ukézat
do prvni je snadné: libovolné polynomy f,g € Z[z] si pfece miZeme napsat jako soucty
jednoclent (po dvou ruzného typu) f = Py + -+ Py, g = Q1 + - -+ + Q. Potom z toho,
jak je D zadano, méme D(f +g) =D(P1+ -+ P+ Q1+ -+ Q) = D(P)+ -+
D(Py) + D(Q1) + -+ D(Q)) = D(Py -+ Po) + D(Q1 + -+ Q) = D(f) + D(g).

Zbyva tedy dokazat posledni fakt:

Tvrzeni. Zobrazeni D dano vySe spliuje Leibnizovo pravidlo.
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Dikaz. Nejdiive ukidZeme, Ze je Leibnizovo pravidlo splnéno pro jednoéleny. Uvazme
P=cat .. zkn Q=da! - 2l a pocitejme: D(PQ) = D(cda® ™ ... ghntln) = cd((ky +
lWai+- -+ (kn+in)ay) = de(krar+- - -+ kpan) +cd(lyar +- - - +lnayn) = cD(Q)+dD(P) =
P1,...,1)D(Q)+Q(1,...,1)D(P).

Nyni zbyvéa dokonéit dikaz pro libovolné polynomy f, g € Z[x1, ..., xy]. Opét si vyjad-
feme f, g jako soucty jednoclent: f =P +---+ Py, g = Q1 + -+ + Q. A pocitejme:

D(fg)=D(Pr+-+P)(Qi+--+Q))=D ZPZQJ' =
4,J

=Y D(PQ)) =Y (Bi(l,...,1)D(Q)) + Q;(1, ..., 1)D(P;)) =
.3 4,3
= (Pi(1,..; 1) 4+ Pp(1,..,1)(D(Q1) + - - - + D(Q)))+
+ (D(P) 4 -4+ D(P)(Q1(1, .., 1) + - + Qu(1,...,1)) =
= f(1,..,1)D(g) + g(1,..., 1) D(f).

Tim je dikaz hotov.

Vidime tedy, Ze pro kazdou uspofadanou n-tici (ne nutné riznych) prvka ze Z,, (coz
je m-prvkova mnozina) mame pravé jedno D vyhovujici zadani. Celkovy pocet téchto zob-
razeni je tedy pocet moznosti, jak vybrat n ne nutné riznych prvki z m-prvkové mnoziny
— tedy m™.

(Jesté jedna poznamka zcela bokem: pokud nékdo ze ¢tenafi ve své budouci mate-
matické kariéfe narazi na pojem modul Kdhlerovych diferencidli (nebo na algebraické
1-formy), jisté si uvédomi, Ze tento piiklad je jednoduchym dusledkem toho, Zze modul
Q2(e1,....00)/2 j€ vOlny na n generdtorech. )
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