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Reseni 2. série

FUNKCIONALNI ROVNICE

UroHA 2.1. Dama vyméhuje cela &sla podle ur¢itych pravidel. Zjistili, Ze at si Kouma
vybere jakékoliv celé ¢islo k a Bubla jakékoli celé ¢islo n, ddma jim je vyméni za cela cisla
k' a n’ takova, Ze kdyZ je pak sectou, ziskaji stejny vysledek, jako kdyby je nejprve secetli
a soufet k + n pak u ddmy vymeénili. Co nam dama vrati, kdyz ji ddme &islo 07

RESENi. Damu v zadani si miZeme piedstavit jako néjakou funkei f, pro kterou plati,
7ze at uz do ni vlozime jakakoliv cela ¢isla k, n, bude platit f(k) 4+ f(n) = f(k + n).

Co se stane, kdyz do ni vlozime nulu? Ze zakladni vlastnosti f plyne, Ze pro libovolné
celé ¢islo k bude f(k)+ f(0) = f(k+0), tedy f(k)+ f(0) = f(k). Toto vyjadfeni uz snadno
upravime a ziskame f(0) = f(k) — f(k) = 0. Dama nam tedy vrati 0.

ULoHA 2.2. Které funkce f : R — R spliwuji

f@+9%) = fl@)y+ fy)z

pro vSechna realna z, y?

RESENi. Dosazenim z = y = 0 dostavame f(0) = 0. Dale miZeme dosadit pouze y = 0
a ziskivame f(z%) = f(z)-0+ f(0)-y = 0, je tedy f(z) = 0 pro viechna = € RJ. Konetns,
dosazenim y = 1 ziskdme 0 = f(22+1) = f(x)-1+ f(1)-2 = f(z) pro viechna x. Jedinym
kandidatem na feSeni je tedy nulova funkce (funkce, ktera je pro v8echny argumenty vzdy
rovna 0). Zkouskou ovéfime, Ze tato funkce feSenim opravdu je.

ULoHA 2.3. Urcete viechny funkce f : R — R splijici

fla+ fy) =2+ f(y*) + 22 (y)

pro vSechna realné z,y.

RESENi. Piedpokladejme nejprve, Ze néjaka funkce f dané rovnici vyhovuje.

Podivame se, které ¢leny v rovnici jsou nejosklivéjsi a dosadime za x a y takové hodnoty,
aby se ndm tyto Cleny odecetly. Vim, Ze to je subjektivni, ale za mé jsou nejosklivéjsi ¢leny
f(x + f(y)) a f(y?). Aby se tyto ¢leny odecetly, tak staci, aby platilo = + f(y) = .
Dosadme tedy do rovnice y =t a x = 2 — f(t). Dostaneme:
FUE = f@) + f(1) = (82 = F(1)* + f(t%) +2(¢2 — f(1)f(D);
F#2) =" =262 f(1) + f2(1) + f(£2) + 207 f (1) — 2f(1);
f2(t) =t
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Odtud dostavame, ze pro kazdé t € R plati f(t) = t2 nebo f(t) = —t? L. Odtud urcite
vime, ze f(0) = 0. Dosadme nyni do rovnice ze zadani y = 0:

f(z+ £(0)) = 2% + f(0%) + 22 £(0)
f(z) =22

Dostavame, 7e tedy mame jediné mozné feseni f(x) = 22. Zkouskou snadno ovéiime, Ze se
opravdu jedné o FeSeni.

ULoHA 2.4. Najdéte viechny funkce f : R — R takové, Ze spliiuji nasledujici rovnost
pro vSechna realné z a y:

FUF@) +y) + fly) = 2+ 2f(f(y)-

RESENi. Necht f je libovolna funkce spliwjici rovnici f(f(z)+y)+ f(y) = =+ 2f(f(y))
pro libovolna realné ¢isla x a y.

Ukazme, Ze f je injektivni (prosta) — tedy ze pokud f(z1) = f(x2), tak rovnéz x; = xa.
Necht z1 a x9 jsou libovolna realna ¢isla spliwjici f(x1) = f(x2). Pak po dosazeni y = 0
plati: 21 = f(f (1) +0) + £(0) — 2£((0)) = F(f(r2) +0) + £(0) — 2f((0)) = 2. Funkee
f je tedy prosta.

Ukazme, 7e f(0) = 0. Necht # = y = 0. Potom dostaneme rovnost f(f(0)) + f(0) =
2f(f(0)), neboli f(0) = f(f(0)). Jelikoz f je injektivni, tak dostaneme 0 = f(0).

Po dosazeni y = 0 do rovnice dostaneme f(z) = z. Nakonec zkouskou ovéfime, Ze
identita je skute¢né resenim.

ULoHA 2.A. Kolik existuje déliteli ¢isla 81 000, kteif jsou délitelni &islem 1007

RESENI. Necht a € Z, 100 | a, a | 81000. Pak a = 100v pro n&jaké pfirozené &islo
v a 81000 = ak pro néjaké prirozené k. Tedy 81000 = 100kv, po upravé: 810 = kv. Staci
tedy hledat pocet délitela v ¢isla 810.

Ke zjisténi poctu délitela ¢isla 810 vyuzijeme jeho rozklad na soucin prvocisel: 810 =
21.51.3% Kazdy z déliteli v &isla 810 bude ve tvaru v = 2%-3%.5¢, piicemz kazdé z prvocisel
se v jeho rozkladu vyskytuje maximalné ve stejné mocning, jako v rozkladu &isla 810; tedy
a,c € {0,1},b € {0,1,2,3,4}.

Mame tedy 2 moznosti pro a a ¢ a 5 moznosti pro b. Celkem to dava 2-2 -5 = 20
moznych kombinaci, ¢islo 810 mé tedy 20 délitelt, proto i ¢islo 81000 méa 20 déliteli, kteti
jsou nésobky stovky.

UroHA 2.B. Sekta Kubicistii vé¥i, ze podstata svéta je ukryta ve dvou kostkach o a w o stejné
délce hrany, které maji na jedné sténé vyrytou Sipku. Na pocatku svéta se touto sténou
dotykaly tak, ze Sipky ukazovaly stejnym smérem. V pribéhu déni a zlstava stabilné na

!mimochodem toto neznamené, Ze jsme nasli pouze dvé funkce, které rovnici mohou vyhovovat, protoze

uvedenou podminku spliiuje napiiklad i g definovana nasledovné:

z? pro x # 1,
g9(x) = N
-1 jinak.
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misté a w se po ni ze vSech stran kouli: vzdy se preklopi pfes néjakou hranu. Konec svéta
pak nastane, az se w bude opét dotykat a Sipkou na Sipku, ale Sipky nebudou sméfovat
stejnym smérem. DokaZte, Ze Sipka opravdu vZdy dolehne opét na Sipku (tzn. sténa se
sipkou jedné kostky se nikdy nepotka se sténou bez Sipky druhé kostky), ale Ze konec svéta
nastat nemize, tzn. Sipky pii dotyku budou smérovat vzdy stejnym smérem.

RESENi. Oznacime vrcholy obou krychli podobné vzhledem k rovinové symetrii. V pi-
vodni pozici tak ozna¢ime obraz bodu X v rovinové soumérnosti podle stény se Sipkou jako
X'. Po kazdém otoc¢eni bude oznaceni opét korespondovat s rovinovou symetrii podle stény,
kterou se dotykaji (duvod je zfejmy -> v kazdém ¢asovém okamZiku je pFipad soumérny,
podobné jako kouleni krychle po zrcadlové plose). Nemuze tedy nastat piipad, kdy by se
sténa se Sipkou dotykala stény bez Sipky, jelikoz v dotykajicich se sténéch musi byt vrcholy
oznaleny stejné (az na ¢arku). Ze stejného divodu nemiize byt Sipka orientovana jinak.

ol s fl
7 4l S NG

UrLoHA 2.C. Definujme trojiuhelnikoid jako ostrothly trojuhelnik, ktery ma ke kazdé
strané prilepeny pulkruh (s touto stranou jakozto priameérem). Uvazujme dva shodné pro-
tinajici se trojuhelnikoidy se stranami délek a, b, c. Jaké je nejmensi S takové, Ze pokud je
obsah jejich priniku (v zavislosti na délkach stran) vétsi nez S, muZeme s urcitosti fict, Ze
se protinaji i vnitini trojihelniky trojuhelnikoida?

RESENi. Chceme najit prinik dvou trojihelnikoidi, kde se neprotinaji vnitini trojihel-
niky, s maximalnim obsahem. DokéZeme, Ze idealni situace nastane v piipadeé, Ze se vnitini
trojuhelniky dotykaji nejdelsimi stranami (viz obrazek), a Zze v tom piipadé je obsah roven
m($)?, kde a je délka nejdel3f strany trojuhelniku.
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Uvazujme tedy situaci z obrézku, kde BC' je nejdelsi strana trojuhelniku ABC'. Uka-
zeme, 7e cely pulkruh nad stranou a v trojuhelnikoidu A’BC lezi uvnitf trojtahelnikoidu
ABC. Na to nam staci ukazat, ze bod A lezi vné kruznice k vymezujici tento pilkruh (cely
pilkruh potom totiz lezi v obdélniku daném stranou BC' a bodem A a ten zase leZi uvnitf
trojuhelnikoidu ABC'). Avsak k je soucasti Thaletovy kruznice nad pramérem BC, tedy
body vné této kruznice jsou pravé ty body X spliujici | BXC| < 90°. Jelikoz trojuhelnik
ABC je ostrouhly, bod A toto spliuje a tedy obsah prianiku obou trojihelnikoidi je v této
situaci roven obsahu Thaletovy kruznice nad stranou BC), tj. 77(%)2. Pro dalsi postup si
tuto hodnotu oznac¢me jako S.

Nyni ukdzeme, Ze pii jiné vzdjemné poloze trojihelnikd, kde se neprotinaji vnitini
trojihelniky, je obsah vZdy mensi. Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze se
vnitini trojuhelniky dotykaji (jinak je vzdy muZeme posunout bliZe k sobé a tim se prunik
nezmensi). Pokud se dotykaji v alespon dvou bodech, dotykaji se ¢asti jedné z krajnich
tsecek, a tedy obsah priniku bude nejvyse obsah Thaletovy kruznice nad néjakou ze stran,
tedy nejvyse S Pokud se dotykaji pouze v jednom bodg&, znamené to, Ze jeden z vrcholi
jednoho trojuhelnikoidu lezi na néjaké strané druhého: opét mizeme BUNO piedpokladat,
Ze je to nejdel3i strana (zkracenim strany se prunik zmensi).
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Oznacme si priseciky jednotlivych pulkruznic se stranou a jako X,Y, viz obrazek:

Obsah priiniku je v tomto pripadé tedy nejvyse %S -+ obsah tse¢e XC + obsah tsece
CY. Stac¢i tedy dokazat, Ze soucet obsahii obou tse¢i je mensi nebo roven %S. Ukézeme
silnéjsi tvrzeni: totiz, Ze soucet obsahu kruhovych viyseci XC' a C'Y je mensi nebo roven %S .

Oznacme stiedy tse¢ek CA,CB jako U,V (viz obrazek). Pokud ukdzeme |£{XUC| +
|£CVY| < 180°, mame vyhrano: soucet obsahii vyse¢i pak bude jisté nejvyse obsah piil-
kruznice nad nejdelsi stranou (to je totiz vyse¢ dand uhlem 180°), tedy %S . Ozna¢me
a = |[£XCU|,p = |LYCV|. Vsimnéme si, 7e a + 8 + [{BCA| = 180° a ze trojtuhel-
niky XCU,YCV jsou rovnoramenné se zakladnami XC,Y C. Nyni pocitejme: [{ XUC| +
|LCVY| = (180° — 2a) 4+ (180° — 23) = 360° — 2(180° — |[LBCA|) = 2|£BCA| < 180°.
Tim je tedy dikaz kone¢né hotov.
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UroHA 2.D. Sekty délitelistt, kubicistt i trojuhelnikoidistt maji n ¢lent. Kazdy z téchto
3n ¢lentd mé ve zbyvajicich sektach pravé n+1 kamaradi. Pratelstvi je vzajemné. Dokazte,
7e existuje skupina tii ¢lent takova, ze kazdy pochézi z jiné sekty a v8ichni jsou navzajem
kamaradi.

RESENi. Pro spor predpokladejme, Ze neexistuje trojice ¢lenit riznych sekt takova, Ze se
vSichni tfi vzajemné kamaradi.

Oznacme jako k maximalni poc¢et kamaradi, které ma kterykoli ¢len v jedné jiné sekté.
Poté uvazme libovolného ze Cleni, kteff maji k kamaradi v jiné sekté, nazvéme jej Kuba,
jeho sektu ozna¢me A a sektu, v niz ma k kamradad, ozna¢me B. Vime, ze k < n (B ma
n ¢leni). ProtoZze méa ale Kuba (stejné jako vSichni ostatni) n+ 1 kamaradi, ma i n&jakého
kamarada ve treti sekté, kterou oznacme C'.

Nyni uvazme libovolného Kubova kamarada ze sekty C' a nazvéme jej Michal. Z naseho
predpokladu vyplyva, Ze neexistuje zaddny ¢len sekty B takovy, Ze by se kamaradil s Kubou
i s Michalem. Z toho, ze Kuba mé& v B k kamaradt, pak vyplyva, ze Michal ma v B
nejvyse n — k kamarada. Michal ma ale také n + 1 kamaradid, a tedy ma v A alespon
n+1—(n—k)=k+1 kamaradi. To je ale spor s maximalitou k. Na§ predpoklad tedy
neplati, ¢imz jsme dokazali, Zze takova trojice existuje.
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