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Reseni 6. série

VELKE VETY

4 _ 8b =16 v oboru piirozenych &isel.

ULoHA 6.1. VyieSte rovnici a
RESENI. UkaZeme, Ze rovnice nemé4 feSen. Predpokladejme pro spor, Ze existuji a,b € N
takové, Ze
4 b_
a  — 8 =16.

Pak a* 1ze napsat jako soucet dvou sudych ¢isel, takze se jedné o sudé ¢islo. CoZ znamena,
7e a = 2k pro vhodné k € N, rovnice tedy piejde do tvaru 16k* — 8" = 16. No ale to
znamena, ze 8® lze zapsat jako rozdil dvou &isel délitelnych 16, takze se musi jednat o &islo
délitelné 16, coz nam dava, ze b > 2. Nyni miizeme celou rovnici podélit 16, ziskame:

K- 28t =1
Jelikoz 3b — 4 > 2, tak podle Catalanovy véty miiZe mit tato rovnice jediné feSeni a* =
9,3b —4 = 2, no ale to je spor, protoze by to znamenalo, 7e a = /3, coz uréité neni
prirozené ¢islo.

ULOHA 6.2. Rovnice na pfistroji vypadala takto: Necht k,! € N. Pfedpokladejme, Ze rov-
nice 2% — 2k%z — * = 0 méa nezaporné celociselné fedeni a. Ukazte, Ze a — k2 neni druha
mocnina zadného celého ¢isla.

RESENi. Ulohu vyfesime sporem. Predpokladejme, Ze plati a — k2 = n? pro néjaké celé
¢islo n. Tedy a = n? + k? je feSenim rovnice ze zadani a miZeme v ni za 2 dosadit a:
dostaneme

0= (n?+k??2 = 2k*(n? + k) — 1" =n* —k* — 14

4

To nam oviem dava k* 4+ 14 = n?, coz je ve sporu s Velkou Fermatovou vétou.
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ULOHA 6.3. Necht piimky p a ¢ sviraji v bode V pravy thel. Zvolme bod S takovy, Ze jeho
kolmy priumét Sy na p a néjaké dalsi dva body A, B na ¢ jsou od S stejné daleko, ¢ili |SSy| =
|SA| = |SB|. Oznaéme «, 3,7 po fadé thly VSpA, ASyB, BSyS. (Predpokladejme, 7ze B
je od V dal nez A). Dokazte, ze uhel « lze euklidovskou konstrukei roztietit (tj. sestrojit
pomoci pravitka a kruzitka thel tfetinové velikosti) pravé tehdy, kdyz lze roztietit thel S
a ten lze roztretit, pravé kdyz lze roztfetit dhel ~. Jinymi slovy, dokazte, Ze lze roztfetit
bud v8echny thly, nebo Zadny.

RESENT.

Plati:

2a (Gsekovy) = 2 - |[<<ACSy| (obvodovy)
= |<ASSy| (stiedovy)
= |<BAS]| (stfidavy)
= |<ABS]| (rovnoramenny)
= |<CSB| (stridavy)
= 27+ (obvodovy).

Déle pak 2a+ 8 = a+ 8+ v = 90°, coz znamené

11 1
Za=~=15°— =
3737 ¢
Ly a2

37T 37

Dokazeme pilit i zdvojnéasobit thel a stejné tak sestrojit 15° (napf. jako polovina poloviny
60°) a 30°. Dokazeme taky s¢itat i od¢itat ahly. Pokud tedy dokaZeme sestrojit jeden z thli
a, 8,7, dokdzeme sestrojit i ty ostatni.
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ULOHA 6.4. V zemi Sanganjosechitin se nachazelo nékolik mést. Nekteré dvojice mést
byly propojeny cestou tak, Zze se zddné dvé cesty nekiizi a z kazdého mésta se lze po
téchto cestach dostat do vS8ech ostatnich. José se rozhodnul dopravni sit zefektivnit. Proto
z nékterych cest postavil rychlobruslaiskou drahu, po které se jezdilo rychleji. Protoze byla
ovSem prestavba draha, rozhodl se prestavét co nejmensi pocet cest tak, aby se po nové
vzniklych bruslarskych drahach opét Slo dostat z libovolného mésta do libovolného jiného.

Pro fungovéani bruslarskych drah bylo nutné, aby se v nékterych méstech postavily
ochlazovatory. Kvili tispofe penéz (a Spatné ekonomické situaci v éanganjosechitinu) mu-
sely byt ochlazovitory postaveny nejvyse v poloviné mést. Existuji rizné modely ochlazo-
vatori, ty se lisi v barvé nebo typu konstrukce (mohou v obojim).

Aby se stejné ochlazovatory neshlukovaly a nepfehfivaly, bylo nutné, aby kazdé dva
ochlazovatory, které sdili cestu nebo bruslaiskou trat, mély rizny typ konstrukce.

Zaroven kviili pfehlednosti znaceni bylo t¥eba, aby pro kazdé mésto m, které neobsaho-
valo ochlazovator, existovala barva b takova, Zze bude existovat pravé jedno mésto obsahujici
ochlazovator barvy b a propojené s m pomoci bruslarské drahy.

Urcete nejmensi pocet modelti, ktery stacil pro libovolnou mapu mést, cest a rychlo-
bruslarskych trati.

RESENi. UkaZeme, Ze existuje mapa, pro kterou nevyhovuje zadny pocet modelii. Uvazme
mapu, kterd obsahuje jediné mésto. Pak tato mapa spliiuje podminky ze zadani, ale ziejmé
v ni nelze rozmistit ochlazovace. Jediné mésto totiz nemize obsahovat ochlazovaé (existoval
by nadpolovi¢ni pocet ochlazovaéi), a pokud ho neobsahuje, pak naopak nemé ochlazovaé
za souseda. Proto tuto mapu nejde pokryt s libovolnym mnozstvim modela.

Zvédavy Tesitel oviem v tloze mohl najit zajimavé tGvahy zahrnujici vétu o ¢tyfech
barvach z pomocného textu. Napiiklad lze indukci vzhledem k velikosti mapy ukéazat,
ze na kazdou mapu, které obsahuje aspon dvé mésta, 1ze umistit ochlazovace stejné barvy
nejvyse do poloviny mést tak, aby kazdé mésto bez ochlazovace sousedilo pres drahu praveé
s jednim ochlazova¢em. Podle véty o 4 barvach jim lze néasledné pridélit 4 typy konstrukce
tak, aby sousedni ochlazovace mély rizné konstrukce.

ULoHA 6.A. Uplny ciferny soucet racionalniho ¢&isla s koneénym desetinnym rozvojem je
operace, kde délame ciferny soucet ciferného souctu ciferného souctu... dokud nedojdeme
k jednocifernému ¢islu: napft. 1498 +— 14+449+8 = 22 +— 242 = 4 nebo 22, 5 +— 24245 =
= 9 (tzn. nebereme ohled na desetinnou ¢arku). Dokazte, ze uplny ciferny soucet ¢isla 360
a kazdého jeho 2n-nasobku (pro n celé) je 9.

RESENi. Pro jednoduchost mizeme rozdélit ilohu na dva pfipady:

e n > 0. Podle pravidla pro délitelnost deviti vime, Ze ciferny soucet zachovava délitel-
nost deviti 1. Protoze je n > 0, 2" € N a miiZzeme opakované aplikovat ciferny soudcet,
dostavame porad cisla délitelna deviti. Tim dostavame klesajici posloupnost priroze-
nych ¢&isel, kterd se tedy nutné nékdy zastavi a my konkrétné vime, Ze se zastavi na
¢isle 9. To proto, ze ciferny soucet prirozeného ¢&isla je vétsi nez 0.

e n < 0. V tomto pfipadé si mizeme uvédomit, Ze dé€leni dvéma je to stejné jako
nasobeni 5 a déleni 10. Proto miZeme 360 - 2" piepsat na 3605;}0” = 361%?;“’. Protoze

déleni ani nasobeni deseti neméni ciferny soucet, zajima nas pouze ciferny soucet

! dokonce zachovava zbytek po déleni deviti
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¢isla 360 - 5. Diky tomu, Ze ted je —n kladné ¢&islo, muzeme dokonéit dikaz tuplné
stejné jako v pfedchozim pfipadé. 57" € N, a proto je 360 - 57" délitelné deviti,
miiZeme na toto ¢islo opakované aplikovat ciferny soucet a dostat se na devitku.

ULoHA 6.B. Ve vesmiru je soustava ¢tyf planet s polomérem 1, které se dotykaji jako
na obrazku. Chlapek Zije na jednom polu jedné planety (nejvyssi bod). Chee natiit co
nejvétsi povrch vSech 4 planet, ale zvladne ujit vzdy jen uréitou vzdalenost d, po které se
musi nachézet zase doma, nez vyrazi znovu natirat. Jaka je vzdélenost d, jestlize nenatfeny
povrch poté, co Chlapek natiel v8echny dosazitelné body, odpovid4 svoji rozlohou povrchu
jedné planety?

RESENi. Budeme uvazovat jen cestu tam a vysledek na konci zdvojnasobime, abychom
zapoditali i cestu zpatky.

Vzdalenost, kterou muZze chlapek ujit (ozna¢me 1), budeme postupné zvétsovat z nuly.
Tim se bude postupné zvétsovat i plocha, kterou miize pokreslit. Jakmile bude tato plocha
poprvé rovné plose tif kouli, budeme védét, ze dané vzdélenost je prvnim FeSenim. Zadna
mensi vzdéalenost tedy neni feSenim. Pokud bychom ale vzdélenost jesté vice zvétsili, zvét-

;;;;;;

Nejprve uvazme [ od 0 do . V tom piipadé chlapek neopusti riZovou planetu, protoze

k bodu dotyku s modrou nebo se Zlutou planetou je to 5. Ziistane tedy pouze na horni

polokouli rizové koule a jisté tedy nepokresli plochu tif kouli. Proto je [ vétsi nez 3.

Nynf uvazme [ od § do w. V tomto intervalu se jiz dostane na celou rtzovou kouli a na
polokoule zluté a modré koule ptilehlé k razové kouli. Na ¢ernou kouli se nedostane (to by
potieboval vic nez 7). Celkem tedy pokresli nejvyse plochu dvou kouli (pro [ = 7w pfesné),
coz nestaci. Proto je [ vétsi nez .

Pozorny c¢tenar si jisté vSimnul, Ze jako hranice uvaZovanych intervali jsme tcelové
volili vzdalenosti, které chlapek potfebuje k tomu, aby se dostal na novou kouli. Ve tfetim
intervalu se ale uz dostane na v8echny ¢tyii koule, je tedy potfeba se zamyslet, jakou horni
hranici uvazovat. Nabizi se 37”, protoZe pak bude interval opét délky 7.

Prol = 37“ chlapek pokresli nejen celou rizovou kouli, ale i celou modrou a zlutou.
Navic se ale dostane i na ¢ernou kouli a celkem tedy pokresli plochu vétsi nez je plocha t¥{
kouli. Vime tedy, Ze I lezi v intervalu (m; 3T).

Najit bod, kdy je pokreslena plocha rovna piesné ploge ti{ kouli, mtizeme tfeba metodou
puleni intervalu. Podivame se na prostfedni bod intervalu. Vyhovuje-li, méme vyhrano.
Jinak se podivame do pravé nebo levé piilky podle toho, jestli byla plocha mensi nebo vétsi
a proces opakujeme.

Pulka intervalu je %. Vime, Ze pro [ = m, chlapek pokresli dvé koule. Na modré (&
7luté) kouli pokresli celou polokouli pfilehlou k rizové kouli. Do druhé polokoule se tedy
mize dostat dalsich 7. Nepokresleny tedy ztstane kulovy vrchlik (povrch kulové vysece)
se stfedovym tihlem 7 (z obou stran jsme ,uffzli* 7).

K ¢erné kouli je vzdalenost 7. Zbyva nam tedy opét 7. Tim se pokresli jeden vrchlik
z modré koule a jeden ze zluté. Oba vrchliky se dotknou, ale neprotnou se.

Nyni si sta¢i jen v8imnout, Ze vrchlik chybéjici na modré kouli je stejné velky jako
vrchlik na ¢erné kouli pfilehly k modré kouli, coz da4 dohromady polokouli. Na zluté kouli
je situace symetricka. Tyto dvé polokoule tedy spolu s dvéma diive pokreslenymi koulemi
daji plochu t¥i kouli. Navic se jedné o jediné FeSeni (viz vyse).

Hledané hodnota d tedy je 21 = 57“ = 2,57.
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ULoHA 6.C. Jedna z Koumovych otézek znéla takto: Dokazte, ze pokud pro &tytuhelnik
ABCD plati, ze AB je kolmé na CD a BC je kolmé na AD, pak i AC je kolmé na BD.

RESENI. Necht ABCD je libovolny &tyfahelnik. Uvazme trojihelnik ABC. Jelikoz AB
je kolmé na CD, lezi bod D na vysce na stranu AB. Jelikoz BC je kolmé na AD), lezi
bod D i na vySce na stranu BC. OvSem my vime, Ze vSechny tfi vySky v trojuhelniku se

protinaji v jediném bodé, tedy bod D lezi i na vySce na stranu AC. Proto AC je kolmé
na BD.

ULoHA 6.D. Sanganjosechitinska vlajka ma tvar (libovolného) trojuhelniku. Necht a, b, ¢
jsou strany trojuhelniku, ktery ji tvoii. Ukazte, Ze

(a4 b+ )t +16(a® + b* — *)? > 64a’b>

RESENI. Ulohu lze fesit mnoha zptisoby, ukézu dva (které jsou nejvic geometrické): odvo-
zeni nerovnosti pomoci Heronova vzorce (tak mé tloha napadla) a dikaz pomoci kosinové
véty.

1. FfeSeni. Znate Herontuv vzorec? Pokud ne, je to chyba! Neni sice viibec uzite¢ny, ale
je velmi hezky: kd ndm, jak mizeme elegantné vyjadrit obsah trojihelnika pouze pomoci
jeho stran. Mame-li tedy trojuhelnik ABC' o stranach a, b, c a oznalime-li si s = %HC,
Herontiv vzorec nam 1ika, Ze obsah naseho trojuhelnika je roven

Sapc =/s(s —a)(s —b)(s — c).

Pouzijme nyni AG nerovnost: podle nf s+(s—a)+(s—b)+(s—c) > 4/s(s — a)(s — b)(s — c).
Levou stranu mtzu upravit na 4s — 2s = 2s, tedy po tupraveé

(a+b+c)t > 2565(s —a)(s — b)(s — ¢
=16(a+b+c)la+b—c)la—b+c)(—a+b+c)
= 16(2ab + (a® +b* — ¢%))(2ab — (a® + b* — ¢?))
= 64ab* — 16(a® + b* — )2

Po cesté jsme nepouzili nic jiného nez vzorec pro rozdil dvou ¢tvercli a na konci jsme do-
razili k nerovnosti ze zadani.

2. feSeni. Vyuzijeme kosinovou vétu: viimnéme si, ze a®> + b*> — ¢ se podle ni rovna
2ab cos a, kde « je thel, ktery strany a a b sviraji. Dosazenim do nasi nerovnosti a tipravou
ziskdme: 0 < (a + b+ ¢)* + 16(2abcos a)? — 64a%b*> = (a + b+ ¢)* + 64a?b?*(cos®> a — 1) =
(a+b+c)* — (16absina)? = a® + b2 + c® + 2ab + 2bc + 2ca + 8absin a)(16absin a)? =
a? +b? + c® + 2ab + 2bc + 2ca — 8absin a). To je tedy nerovnost ekvivalentni té ptivodni.
Vsimnéme si navic, Ze prvni zavorka je kladna, tedy nam staéi dokazat nerovnost a® + b2 +
c® + 2ab + 2bc + 2ca > 8absin .

To se ndm podafi snadno pomoci obsahti. Oznacme si obsah naseho trojtihelnika jako
S. Vime, Ze S = %ab sin «, tedy prava strana nerovnosti je rovna 16S. Dale vime, Ze
S = %ava = by = cv., kde vg . jsou vysky na prislusné strany. Je jasné, ze b,c¢ > vq, a,c >
vy, a, b > v, a proto miZzeme odhadnout 2ab+2bc+2ca > 45+45+45 = 125. Déle miZeme
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sectenim t¥{ AG nerovnosti odhadnout a? +b% + ¢ = L((a? +b%) + (b? 4+ 2) + (2 +a?)) >
ab+bc+ca > 25425 +25 =6S. Celkem je tudiz leva strana nerovnosti vétsi nebo rovna
osmnécti obsahiim, zatimco prava je rovna pravé Sestnécti. Tim je tiloha vyTeSena.
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