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ResSeni 5. série

GEOMETRIE

UrLoHA 5.1. Drzoun a Zrzoun chtéji piesné zreplikovat kruhovy modul. Drzoun stoji
u originalu pouze s pravitkem a tuzkou (¢ili dokéze kreslit body, ¢ary, ne kruznice, a dokonce
méfit vzdalenosti dvou bodt) a rozméry hlasi Zrzounovi, ktery méa k dispozici pravitko,
tuzku a kruzitko. Navrhnéte, jak modul ve tvaru kruZnice zmérit, pokud neni znam stred
ani polomér.

RESENi. Drzoun si vybere t¥i rizné body na kruZnici. Tyto t¥i body tvori trojahelnik.
Drzoun zméii jeho strany a nahlasi jejich rozméry Zrzounovi.

Zrzoun sestroji trojuhelnik podle véty sss. (Narysuje stranu a. V bodé B sestroji kruz-
nici k o poloméru b. V bodé C sestroji kruznici [ o poloméru c. Bod A bude pak jeden
z prusecika kruznic k a [.)

Poté Zrzoun sestroji kruznici opsanou trojtuhelniku A ABC se stfedem S. (Sestroji osy
useCek AB a BC. Prisecik os je sted kruznice S.)

Polomér ziskame naptiklad jako tsecku SA.

ULOHA 5.2. Dvé rizné kruznice ki,kp maji stejny polomér a dotykaji se v bodé X.
Oznaéme jejich stfedy popofadé Si,52 a uvazujme libovolny bod A na kruznici k1. Na
kruZnici ko pak mame jediny bod B takovy, ze tsecky AB, 5152 jsou rovnobézné a stejné
dlouhé. Ukazte, Ze uhel AX B je vidy pravy.

RESENi. Jelikoz kruznice k; a ky maji stejny polomér, plati |S1A| = |SyB|. Zadani také
ik, ze |S152| = |AB]|, takze ¢tyituhelnik S152BA je kosodélnik. Z vlastnosti kosodélniku
vyplyva |£LAS1S3] + |£S5152B| = 180°. Dale vime, ze S1A a S1X jsou poloméry kruZnice
a tedy ‘ASlXA| = |151AX‘

Nyni uz miZzeme dopocitat thel AX B:

|LAX B| = 180° — (180 — |4A815| | 180 - |45152X|)

2 2
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|1A8152| + |AfSlSQB‘

|LAX B| = 180° — 90° — 90° + 5

= 90°.

ULoHA 5.3. Jsou dany dvé kruznice ki, ko se stiedy Si, Sa, které se neprotinaji ani nedo-
tykaji. Najdéte kruznici [ se stfedem R lezicim na piimce S1.59 takovou, Ze protina kazdou
z kruznic ki,ke ve dvou bodech a v kazdém z priisecikit jsou teény k obéma kruznicim
navzajem kolmé.

RESENi. Prvni detail, ktery bohuzel nebyl upfesnén v zadani, je, Ze pro S; = Sy tloha
nedava smysl. Takze predpokladejme, ze S1 # So a pfedpokladejme, Ze existuje pozadovana
kruZnice [. Ozna¢me T jeden z prusecikt [ s k1 a podobné T5 jeden z priseciki s ko
(vzhledem k symetrii ty druhé priseciky potfebovat nebudeme). Uvazme tec¢ny v bodé T}
— p na kruznici k7 a ¢ na kruznici [. Podle zadan{ jsou na sebe kolmé, ale jelikoz je i polomér
k1 od stfedu k 771 kolmy na p, tak plati, Ze tento polomér a g jsou oboje pfimky prochézejici
bodem T7, které jsou kolmé na g — musi se tedy jednat o totozné primky. Dohromady jsme
ukézali, Ze bod 57 lezi na q. Analogicky by se ukazalo, Ze So lezi na p. Trojihelnik S17T1 R
je proto pravouhly s pravym thlem u vrcholu T;. Analogicky by se ukézalo, ze S5T5R je
pravouhly trojihelnik s pravym thlem u vrcholu 7.

Nyni oznaéme r1, 79 a r po fadé poloméry kruznic ki, k2 a k. Navic ozna¢me z = |S1 R|
ay = |RSs|, pficemz tyto vzdalenosti budeme brat orientované. Tedy pokud budeme
piedpokladat, ze Sy lezi vice nalevo, nez Sy (coz BUNO miiZzeme), tak pokud bude lezet
bod R mezi S a Sy (jako na obrazku nahote), tak budou obé hodnoty kladné, ale pokud
bude Sy mezi R a S; (jako na obrazku nize), tak bude y zaporné. x bude vzdy kladné.
Divod, pro¢ to délame je ten, Ze nyni v obou piipadech plati z +y = |51.53|. Pokud vam to
ale prijde matouci, tak vSechny poznamky o orientaci ignorujte a za doméci kol priklad
doreste rozebranim druhého piipadu zvlast :)
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Podle Pythagorovy véty pro trojihelniky S171 R a SoT>R dostavame:

2 2 2 2 2 2
ri+ro=x,ry+r° =y".
Porovnédnim pak dostaneme:
2 2 2 2
r—r =Yy —Ty,
2 2

(r—y)(x+y)=rf—r;
B r? —r2 _ (r1 —ro)(r1 +12)
T+y |S15,|

Ukézeme, ze x — y zvladneme sestrojit. Jelikoz vSechny hodnoty na pravé strané zname,
tak ty urcité sestrojit mizeme. Uvazme nyni libovolny trojihelnik, ktery ma dvé strany
o délce r1 —rg a |S1S2| (tfeti méa libovolnou). Nyni sestrojme podobny trojuhelnik takovy,
ze strané o délce |S1.52| odpovida strana o délce r; + ro (naneseme tuto vzdalenost na
stranu, které méa odpovidat a sestrojime rovnobézky s dalsimi dvéma stranami, tam, kde

se protnou, je tieti vrchol trojuhelnika). Uvazme stranu, ktera odpovidala strané o délce
(ri—r2)(r1+72)

r1 — 19 — 7z podobnosti vime, Ze méa délku 515]

Nyni, kdyz mame x —y, tak mizeme sestrojit tisecku o délce x jako délku pulky tsecky,
ktera vznikne tak, Ze za sebe dame tsecky o délkich z — y a x + y (nezapomeiite, Ze
mohou byt opaéné orientované, a pak je t¥eba je naopak odecitat). Nyni sta¢i najit R jako
bod na polopiimce m ve vzdalenosti = od S; (pokud by x bylo zaporné, tak se bod ve
skute¢nosti objevi na opa¢né polopiimce). Sestrojenim Thaletovy kruznice nad RS; pak
ziskdme jeji priseCiky Pi, P> s k1. k narysujeme jako kruznici se stfedem R a polomérem
|RP;|. Vzhledem k tomu, kde jsme R sestrojili vime, Ze se tato kruznice protne i s kg a Ze
teCny ve vSech priisecicich na sebe budou opravdu kolmé.

ULOHA 5.4. Libénka namalovala na tabuli bazmek a Kouma s Noumou7 protoze netu-
§ili, co to bazmek je, jej radéji ndhodné polepili kone¢né mnoha kruhovymi samolepkami

ruznych velikosti. Libénka jim pak rozéilené nakazala, at nékteré odlepi alespon tak, aby
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zbylé nalepené byly po dvou disjunktni (zadné se nepfekryvali, a to ani bodem). Kouma s
Noumou na Libénku viak vyzrali, nebot kruhy nebyly pouze samolepici, nybrz i samonafu-
kovaci. Po odlepeni se tedy kazdé zbyla nalepené samolepka n-krat zvétsila ze svého stiedu,
takze opét pokryvaji cely bazmek. Pro které nejmensi redlné n si Kouma s Noumou vzdy
mohou vybrat, které nalepené po dvou disjunktni samolepky zachovat, aby po nafouknuti
opé&t pokryvaly cely Bazmek? DokaZte.

RESENI. ReSenf je n = 3, nasim cilem je odargumentovat jednak, pro¢ n nemuze byt
mensi, ¢ili najit priklad, kde pro mensi n tloha selhavé, a jednak, pro¢ nemiize byt vétsi,
¢ili najit pro kazdé pokryti néjaké podpokryti, které je vhodné pro n = 3.

Krajnim piikladem je napf. tsecka délky 4 pokrytd dvéma kruhy o poloméru 1 (viz
obrazek). Oba kruhy zachovat nemuZeme, ale at odstranime jakykoli, ten druhy se pak
bude muset zvetsit alespon tiikrat (tzn. na polomér 3).

Vice to ale neni, jelikoz nam n = 3 vzdy stac¢i, coz dokdzeme matematickou indukeci.
Uvazme né&jakou mnozinu bodt pokrytou k kruhy.

Pro k =1 je pfipad trividlni (jeden kruh, ktery musime vybrat).

Predpokladejme, Ze pro mnozinu pokrytou k£ kruhy dokdZeme vybrat nékteré kruhy
tak, aby pfi jejich n—néasobném zvétseni pokryvali opét celou mnozinu. Mame-li mnozinu
pokrytou k + 1 kruhy, vyberme z nich ten nejvétsi (ozna¢me ho K) a odstraime vsechny,
které jej protinaji nebo se jej dotykaji. Zvétsime-li polomér r kruhu K tfikrat, pokryje urcité
celou oblast, jez pokryvaly kruhy, které jsme odstranili (jejich pramér byl totiz nejvyse 2r
a my jsme polomér K zvétsili pfesné o 2r). Zbyla oblast je pokryta jisté méné nez k + 1
kruhy, tedy nejvyse k, tudiz mizeme uplatnit indukéni pifedpoklad a mame hotovo.

ULoHA 5.A. Necht K,L jsou kruhy, které maji spole¢ny vnéjsi dotyk. Necht obsah K
je mn a obsah L je mm, kde m, n jsou pfirozend ¢isla. Jaky je nejmensi pfirozeny polomér
takovy, ze existuje kruh s timto polomérem, ktery zakryje oba puvodni kruhy?

RESENI. Ze vzorce na vypocet obsahu kruhu vidime, Ze uvazované kruhy maji poloméry
v/m,y/n. Aby kruh piekryl oba nase kruhy, musi mit pramér aspon tolik, kolik je soucet
jejich praméri, tj. 2(y/m + y/n). Hledany polomér je tedy nejmensi celé ¢islo vétsi nez
v/m + /n; tedy horni cela ¢ast tohoto vyrazu.
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UroHA 5.B. Mgéjme n obdélnikovych dilkit o rozmérech 1 x 1, 1 x 2,... az 1 x n. Pro
ktera prirozené n lze z téchto dilka seskladat kompletni ¢tverec?

RESENT. Nejdelsi obdélntk ma délku n, hrana ¢tverce tedy musi mit délku alespon n, aby
se do né&j vesel. Jeho obsah je tedy alespoii n2. Soudet obsahti obdélnikit je 142+ - -+n, coz
se podle vzorce pro soucet aritmetické posloupnosti rovné % Aby mohly tvorit ¢tverec,
musi tato hodnota byt alespoit n?. Tedy po tpravé vidime, ze musi platit n? +n > 2n?,
tedy n > n?, coz pro kladné realné ¢&islo znamena 1 > n. Cislo n je ale navic pfirozené,

proto jediné vyhovujici n je rovno 1.

ULoHA 5.C. Kobd je mozné zjistit po vyfeSeni nasledujici rovnice: v oboru piirozenych
¢isel feste rovnici 13-NSD(z, y, 2) + 3-nsn(zx, y, 2) = xyz, kde NSD znaéi nejvétsi spoleény
délitel a nsn znad¢i nejmensi spoleény nasobek.

RESENi. Ozna¢me si n = nsn(z,y,2) a D = NSD(z, v, 2).
Protoze n déli zyz i 3n, musi délit také 13D. Vime, Ze D|n, tedy n = k- D. Z toho
k- D|13- D, a tedy k|13. JelikoZ je k pfFirozené ¢islo, musi platit jedna z moZznosti:

1. £k = 1. V tomto piipadé n = D a proto x = y = 2, z ¢ehoz plyne, Zze n = x. Pak
vyfeSenim jednoduché rovnice 13z + 3z = 23 (poznamenejme, Ze x € N, a proto
x > 0) ziskdme z = 4. Jednim FeSenim je tedy trojice (4, 4, 4).

2. k = 13. V tomto piipadé n = 13D. Cislo 13 tedy musi délit alespon jedno z ¢isel
x,Y, 2z, ale ne v8echny tii zadroven. Musi tedy platit jedna ze dvou moznosti:

o r =y = 13z. (Mame tedy ¢isla (13z,13z,2)) Dosazenim do zadani ziskdme
132 + 3 - 132 = 16923, z ¢ehoz ziskavame, ze 4 = 1322, coZ nema v piirozenych
¢islech FeSeni.

e r = 13y = 13z. (Mame tedy ¢isla (13z,z,z)). Dosazenim ziskdme 13z + 3 -
13z = 1323, z toho 4 = 2? a proto mame nové fefeni (26,2,2) (a viechny jeho
permutace).

Vsechna feSeni rovnice jsou tedy (4,4,4),(26,2,2),(2,26,2),(2,2,26).

ULoHA 5.D. Na né&kterych stromech Lampového lesa se nachézi platformy. Kazda plat-
forma mé tvar kruhu s kmenem stromu uprostied. Po obvodu kazdé platformy se nachézi
nenulovy pocet lamp. Pokud se na platformé nachazi aspon dvé lampy, tvoii jejich pozice
vrcholy konvexniho mnohotihelniku (pro tuto tlohu berme tse¢ku za konvexni dvojthel-
nik). Rekneme, 7e dvé lampy spolu sousedi na platformé, pokud jsou spojeny stranou to-
hoto mnohothelniku. Nékteré platformy jsou propojeny provazovymi mosty. Kazdy most
propojuje pravé dvé platformy, navic kazdému konci je prifazena pravé jedna lampa. Rek-
neme, ze dvé lampy spolu sousedi, pokud spolu sousedi na platformé, nebo se nachézi na
opacnych stranach jednoho mostu. Mosty jsou postaveny tak, Ze pro kazdé dvé platformy
existuje pravé jeden zpusob, jak mezi nimi prejit, pokud kazdy most pouZijeme jen jednou
a nezajima nas, v jakém sméru jsme progli po platformé (tedy jakym zpiisobem jsme na
kazdé platformé obesli strom). Zrzoun a Drzoun zapaluji lampy na platforméch. Nejdiive
zapali Zrzoun néjakou lampu zlatym plamenem, pak zapéli Drzoun néjakou lampu duho-
vym plamenem. Néasledné se stfidaji na tahu pocinaje Zrzounem. Hrac, ktery je na tahu
musi zapélit libovolnou lampu, kterd sousedi s jinou lampou hofici jeho barvou. Pokud
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takova lampa neexistuje, vynechava tah. Hra¢i mohou zapalovat pouze nehotici lampy. Na
zaCatku nehoif zadna lampa. O struktufe platforem a most vime pouze to, Ze dohromady
se na platforméach nachézi 2019 lamp. Oba hrac¢i se snazi maximalizovat pocet lamp jejich
barvy. Kolik lamp si miize zarucit Zrzoun na kazdém rozdéleni platforem, lamp a mosti?

RESENI. UkéZeme, Ze Zrzoun si muze zarucit 674 lamp.
V feseni né€kolikrat pouzijeme nasledujici pozorovani:

Pozorovani 1: Pokud hra¢ A zapali lampu na jedné strané néjakého mostu, rozdéli
timto systém platforem na dvé ¢asti (pfed mostem a za mostem). Pokud mé hry¢ B za-
palenou lampu v jedné z téchto ¢asti, pak jiz nikdy nemiize zapalit zadnou lampu v druhé
Gasti. Proto vSechny lampy v druhé ¢asti ziska hra¢ A a to bez ohledu na ¢as, kdy je zapa-
luje. Existuje tedy optimalni strategie hrace A, ve které tyto lampy zapéali az jako posledni.

Pro prehlednost budeme hrace oznacovat jen Z a D.

Hrac¢ Z si maze zajistit nejvysSe 674 lamp.

Nyni ukdzeme systém platforem, kde si Z nemtize zajistit vice nez 674 lamp. Uvazme
nésledujici systém lamp. Jedna platforma obsahuje 6 lamp. Nazvéme ji malé a o¢islujme
tyto lampy dokola 1 az 6. Z kazdé liché lampy vede most na dalsi platformu, ktera obsahuje
671. Tyto platformy nazvéme velké. Dohromady tedy systém obsahuje 4 platformy - 1 ma-
lou a 3 velké. Nyni uvazme mozné strategie hrace Z. Pokud je jeho prvni tak na velkou
platformu p, mtuze hra¢ D zapalit lampu na jednom konci mostu, ktery propojuje malou
platformu a velkou platformu p. Potom ovSem hra¢ Z muze ziskat pouze lampy z platformy
p, tedy nejvyse 671.

Zbyvéa tedy zvazit situaci, kdy Z zaciné zapélenim lampy na malé platformé. Vzhledem
k symetrii situace nam staci rozlisit pripady, kdy Z zapéli lichou nebo sudou lampu. Pied-
poklddejme nejdiiv, ze zapéali lichou lampu [. Pak D zapali lampu [ 4+ 3. Podle tivodniho
pozorovani mizeme bez Ujmy na obecnosti predpokladat, ze Z néasledné opét hraje na
malou platformu. Hra¢ D hraje zrcadlové. Tedy pokud Z zapali [ + 1, pak D zapéali [ + 2,
a pokud Z zapéali [ — 1, pak [ + 4. Posledni lampy na malé platformé jsou jiz vynucené.
Hra¢ Z tak ziskd pravé jednu lichou lampu na malé platformé a dvé sudé. Dohromady
proto ziskd 674 lamp.

Nyni predpokladejme, Ze hra¢ Z zaCina na malé platformé sudou lampu [. Pak hrac
D muze zapalit lampu [ + 1. Opét podle pozorovani 1 miZeme bez Gjmy na obecnosti
predpokladat, Ze nejdfivé hraji hraci na malou platformu. ProtoZe se ovSem pravidelné
stiidaji na tahu a vzdy maji jen jednu moznost, kam hrat, je rozdéleni lamp jednoznacéné
dano. Hrac¢ Z tak ziskd lampy [,1 — 1,1 — 2, tedy opét ziské jen jednu lichou lampu a k ni
prislusejici velkou platformu.

Bez ohledu na pocatecni tah hri¢e Z ma D vzdy takovou strategii, ze Z ziska nejvyse
674 lamp.

Hrac¢ Z si miZe zajistit aspon 674 lamp.
Nyni ukdZzeme, Ze na kazdém systému platforem si mize Z zajistit aspon 674 lamp.

Zacfneme druhym pozorovanim:

Pozorovani 2: Uvazme libovolny most v systému platforem. Jeho odebranim rozdé-
lime platformy na dvé ¢asti, které obsahuji rtizné pocty lamp, jelikoz dohromady je lamp
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lichy pocet. Nakresleme tedy na most Sipku tak, aby sméfovala od mensi ¢asti k vétsi.
Takto lze orientovat kazdy most. Nyni se miZzeme postavit na libovolnou platformu a po-
stupné prochéazet po mostech tak, abychom &li ve sméru Sipek. ProtoZe se po mosté timto
zpusobem nikdy nemuzeme vrati, musime se nékdy po konetném poctu kroki nutné zasta-
vit na néjaké platformé. Tedy najdeme patformu takovou, Ze z ni jiz nevede zadné Sipka.
Tedy pro libovolny most, ktery z této platformy vede, plati, ze ¢ast zamostem mé nejvyse
1009 lamp. Tuto platformu navéme stiedova.

UkéaZeme strategii hrace Z, kterd mu zarudi aspont 674 lamp. V této strategii bude Z hrat
pouze na stfedovou platformu, dokud zde bude nezapélena lampa. Pokud hra¢ D zahraje
tak, ze bude podle pozorovani 1 oddélen od stfedové platformy, hra¢ Z ziské vSe na strané
stfedové platformy tedy aspon 1010 lamp. Proto maZzeme uvazovat jen takovou strategii
hrace D, kde zapali lampu na strané stfedové platformy. Navic podle pozorovani 1 mizeme
bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, Ze hraje pfimo na stiedovou platfoprmu, dokud je na
ni nezapalend lampa. hraci se proto budou stiidat na tazich na stfedové platformé a poté,
co bude celd zapéalend, zapali také své oddélené ¢asti platforem. Zde se v8ak jiz nemohou
ovlivnit.

Proto miiZzeme hru prevést do jednodussiho tvaru. Kazdé lampe na stfedové platformé
piifadnmeé celé &slo. Toto &islo je 1, pokud od lampy nevede most. V opacném piipadé
k 1 navic pri¢téme pocet lamp nachézejicich se za timto mostem. Hraci vlastné hraji jen
na stfedovou platformu a snazi se maximalizovat soucet zapalenych lamp. Ziskané skore
skute¢né odpovidé podle pozorovani 1 po¢tu lamp, které na konci hry zapAli.

Necht se na stfedové platformé nachazi n lamp. Pak zfejmé Z ziska souvisly tsek lamp
o délce L = [§] a D ziskd souvisly tsek lamp o délce | = [5]. Pokud ukdzeme, Ze se
na platformé nachéazi takova lampa k, Ze libovolny tsek délky L obsahujici & mé soucet
asponn 674, mame vyhrano. Mohou nastat dva piipady. Pokud kazdy tsek délky L ma
soucet aspon 674, pak za k muzeme zvolit libovolnou lampu. Pfedpokladejme proto, zZe
skutecné existuje tsek delky L takovy, Ze jeho soucet je méné nez 674. Pak ovSem jeho
komplement je tsek délky I, jehoZ soucet je aspon 2019 — 673 = 1346. Ozna¢me hodnoty
lamp v komplementérnim tseku ay, as, . . . a;. Plati tedy a1 4+as+- - -4+a; > 1346. Podobnym
dikazem jako v tvaze 2 vidime, Ze existuje index i takovy, Zze a1 +as + -+ 4+ a; > 673
aa;+ajy1+---+a; > 673. Zvolime-li za k lampu i, pak kazdy interval dolky L obsahujici
k bude obsahovat asponn cely interval [1,i] nebo cely interval [i,]. Dokonce musi bud
obsahovat cely interval [1,[] nebo aspon jednu dalsi lampu. To ov8em znamen4, ze kazdy
interval obsahujici £ ma soucet aspon 673 + 1 = 674. To jsme chtéli dokézat.
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