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Reseni 4. série

ALGEBRA

ULOHA 4.1. Drzountv strom mél ve skutecnosti tvar polynomu tietiho stupné. O jeho
ztracenych kofenech si Drzoun pamatoval jen to, Ze dva z nich byly 1 a 2. Navic védél, ze
absolutni ¢len polynomu je druha mocnina néjakého celého ¢isla. Jakou honotu mohl mit
tfeti koren polynomu?

RESENi. Hledany polynom miZeme napsat ve tvaru k- (z —1) - (z —2) - (z —a), a, k € R.
Necht a # 0. Dosadime-li k = —i, dostaneme polynom
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jehoZ kofeny jsou 1,2,a a jeho absolutni ¢len je 1 = 12. Pro a = 0 ma polynom z(x —
1)(z —2) = 2% — 322 + 22 kofeny 1,2,0 a jeho absolutni ¢len je 0 = 02. Za a tedy miizeme
dosadit libovolné realné ¢islo.

ULoHA 4.2. Mame dana ¢tyii kladna realna ¢isla a, b, ¢, d. Vime, Ze % = cd = 2.
Naleznéte nejmensi hodnotu souctu 2(a + b + ¢ + d).

RESENI. Jeliko %:é = 2, mame 2(a + b+ c+ d) = 3(c+ d), chceme tedy minimalizovat

vyraz ¢ + d za podminky cd = 2. Aviak AG nerovnost nam fiké, ze ¢ + d > 2ved = 2v/2
a rovnost nastane, pravé kdyz ¢ = d. Tedy 2(a + b+ ¢+ d) > 6+/2 a minimélni hodnoty
vyraz nabyvéa napf. pro c=d =v2,a=b= g

Uvadim i alternativni feSeni, protoze nékolik z vas se o né (az na jednu vyjimku bez
uspéchu) pokusilo: z ed = 2 si vyjadiime d = %, tj. chceme minimalizovat funkci f(c) = c—{—%
na intervalu (0,00). Tato funkce ma na tomto intervalu derivaci f'(c) = 1 — C%, tedy
f'(c) = 0, pravé kdyz ¢ = /2. Aviak NEPLATI, Ze funkce f’ nabyva v bodé zo nulové
hodnoty, pravé kdyz f mé v tomto bodé lokalni minimum, lokdlni maximum: muZze tam
byt tzv. inflexni bod (pf. y = 23, 29 = 0), funkce f miuize byt okolo z¢ konstanti atd. Tyto
pripady mutzeme rozlisit tim, Ze se podivame na derivaci druhou, ale v naSem piipadé je
nejjednodusi argumentovat tak, Ze na intervalu (0,00) méa f’ jediny nulovy bod v/2 a na
tomto intervalu je rostouci, tedy naSe funkce f je napravo od /2 rostouci (derivace je
viude kladn4) a nalevo klesajici (derivace je viude zaporna). Proto se v v/2 opravdu musi
nachéazet lokalni minimum.

ULoHA 4.3. Necht z,y, z jsou kladna realna ¢isla, dokazte, Ze plati:

VI+y+z
Vity+vVe+z4+y+z
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RESENi. Nerovnost budeme chtit umocnit na druhou, abychom se zbavili odmocnin (jde
to fesit i bez toho, ale nevim o zadném elementarnim feSeni). Protoze nam po umocnéni
v nerovnosti naskaka spousta ¢lent tvaru (z + y) nebo /z +y (pokud nevéfite, tak si to
vyzkousejte :) ), tak nejprve pro zjednoduSeni zavedeme nasledujici substituci (po vzoru

Vagka Janacka):
a=+vr+y,b=Vy+z,c=vz+zx.

Nyni nerovnost umocnéme a rozniasobme, at neméame zlomky, a upravme, dostaneme:

/a2+1322+02 2
X >
a+b+c T 5
a?4b24c? 4

2 > =
(a+b+c)? — 257

a+b+c)? =8(a®+b* + ¢ + 2ab + 2bc + 2ac),

2
25(a® +b* +c*) > 8
> 8(2ab + 2bc + 2ac).

(
17(a® + b* + %) > §(
Vidime, Ze na levé strané mame &leny typu a? + b2, kdeZto na pravé jsou typu 2ab, coz
evokuje tpravu do tvaru: a® — 2ab + b* = (a — b)? > 0. Po chvilce zkougen{ zjistime, 7e
nerovnost jde takto upravit cela a Ze dostaneme:

a?+b*+c+8((a—b)?+(b—c) +(c—a)?) >0,

coz je nerovnost, ktera ziejmé plati, a navic je ekvivalentni s nerovnosti ze zadani, takze
plati i ta. Nerovnost se samoziejmé dala FeSit i bez zavedeni této substituce, ale myslim,
ze substituce ji hodné zjednodusila.

ULOHA 4.4. Najdété vichny funkee f: Q\ {0} — Q takové, Ze pro kazdé =,y € Q\ {0}
spliwjici  + y # 0 plati:

1 1

f(f+y):f($)+f(y)—;—§+z+y

+ 2zy.

RESENi. Ze zadani hleddme vSechny takové funkce f : Q\ {0} — Q, které pro kazdé
x,y € Q\ {0} spliwjici z + y # 0 splhuji

f@+y)=f@)+fly)—-—-+

Ukazeme, Ze kazda takova funkce je tvaru f(z) = 22 + % + cx pro né&jaké ¢ € R.
Definujme pomocnou funkei g(z) = f(z) — 1 — 2% Pokud ukdZeme, Ze g(x) musi byt

tvaru cz, bude platit i tvrzeni o tvaru f(x). Dosazenim x + y do g ziskdvame

11 1
c+y)=fl@)+fly)—=——+ + 23y — —(z+y)?
gz +y) = flz)+ f(y) e Uy (z+y)
1, 1, 1 1 1 1 )
=g(z)+ = +2%2+ + -4+ —— =4 12y — —— — (z+
g(x) . 9(y) TR iy Uy (z+y)

Hledame proto v8echny funkce g vyhovujici rovnici g(x +y) = g(x) + g(y). Této vlast-
nosti funkce se 1ika aditivita.
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Nejprve dosadme z = y = 0, dostavame ¢(0) = 2¢(0), tedy ¢g(0) = 0. Definujme
¢ = g(1). Pak pro kazdé = plati g(x + 1) = g(x) + g(1) = g(x) + ¢. Funkce g se proto na
prirozenych ¢islech chova jako aritmetickd fada s diferenci ¢ neboli roste linearné. Proto
pro libovolné n € N plati g(n) =n - c.

Dale musi platit g(1) = g(—x+x+1) = g(—z) +g(x+1) = g(—x) + g(x) + g(1). Proto
g(z) = —g(—x). Funkce je proto linearni na celém Z.

Zbyva dokizat linearitu i pro necela racionalni ¢isla. Necht tedy 7 € Q je zlomek
v zdkladnim tvaru. Z aditivity g ziskdvame

(D =olorsi) o (o)) =)

Dale plati

O R RIORIO RO}

Proto g(%) = 7,atedy g(%) = a'g(%) = c-¢. Dohromady jsme dokazali, ze g musi nutné
splilovat pro vSechna z € Q a n&jakou konstantu ¢ € Q g(x) = cx. Zpétnym dosazenim do
definice funkce g ziskdvame f(z) = 2% + % + cx pro néjaké ¢ € Q. Snadno se ovéri, Ze pro
kazdé c funkce f spliiuje rovnici ze zadéani.

ULoHA 4.A. Dokazte, Ze pokud lze &islo k zapsat pravé 7 zpusoby jako k = a x b, pro
néjaka a, b prirozend, pak je Sestou mocninou prvocisla.

RESENi. Nejprve dokazme, 7e &islo k nemize mit dva prvociselné délitele. Pro spor pied-
pokléddejme, ze mé. Pak Pocet zptisobi, jak se da rozepsat k = a-b je vlastné pocet rtiznych
¢isel a, délitelt k. To proto, Ze druhy ¢&initel zikdme jako b = %

Necht k je pfirozené ¢islo a k = p{* - ... - p& jeho rozklad na prvocinitele. VSimnéme
si, ze kazdy zapis k = a - b jednozna¢né urcuje (a je jednozna¢né urcen) délitele a ¢isla k.
Zaroven plati, ze délitela je (eg+1)-... (e +1),atedy (e;+1)-...-(en,+1) = 7. Z toho
plyne, Ze existuje jediné nenulové e; a e; = 6. Dostéavame, ze k = p?.

ULoHA 4.B. V roviné je dan mnohotihelnik M. Kouma jej nejdifve posunul a pak otoéil
o nenulovy tihel mensi nez 360°, ¢imz ziskal novy mnohotuhelnik M’. Dokazte, Ze si Nouma
nyni vzdy miize vybrat v roviné bod B a thel « tak, Ze kdyZ otoéi M’ kolem bodu B o thel
a, dostane zpét presné mnohothelnik M.

RESENi. ProtoZe posunuti i rotace jsou shodné zobrazeni, je M shodné s M.

Zvolme A, B ngjaké dva vrcholy mnohotihelniku M. St¥ed rotace D ziskdme jako pri-
secik osy tiseceky AA’ s osou tsecky BB'. Uhel rotace zvolme o = |<ADA’|. Rotaci tedy
znacme rp (). Nyni je tieba dokazat spravnost.

rD.o(A) = A’ nebot |AD| = |A'D| (D lezi na ose AA") a zfejmé |<ADA'| = a.
rp,a(B) = B’, nebot |BD| = |B'D| (D lezi na ose BB') a |[<BDB'| = |[<ADA'| = «a
(plyne ze shodnosti trojuhelniki A’DB’ a ADB podle véty sss, viz obrazek ¢. 2 ).
rD,o(X) = X’ pro ostatni vrcholy X, nebot trojuhelniky ABX a A'B’X’ jsou shodné a ro-
tace je shodné zobrazeni, tudiz z rovnosti rp o(A) = A',rp o(B) = B’ plyne i rp o(X) =
X'
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ULoHA 4.C. Mame nekoneény systém ulic newyorského typu (ulice tvoif Gtvercovou
miizku). Konaji se zde bézecké zévody. Ze startu se bézi nejprve smérem na vychod. Pra-
vidla tikaji, ze pfi prichodu na libovolnou kfizovatku musime zabo¢it doprava nebo doleva,
nesmime jit rovné nebo se vracet. Cilem soutéZe je pribéhnout ke startu smérem z vychodu.
Ukazte, Ze zavod nelze dokoncit.

RESENi. Kiizovatkam pridélime soufadnice: osa x pijde ze zdpadu na vychod, osa y z jihu
na sever a start budiz po¢atkem se soufadnicemi [0,0]. Nejprve b&zime na vychod, tedy ve
sméru osy x, pak na sever ¢i jih, tedy ve sméru osy y, pak opét ve sméru osy x atd. Liché
kroky (krok je pohyb mezi dvéma sousedicimi kiizovatkami) jsou tedy ve sméru osy x a sudé
ve sméru osy y. Nas posledni krok, ktery ma vést na zapad, tedy musi byt lichy.

Soucet souradnic je nejprve sudy, pak lichy ([1,0]), pak opét sudy (|1,1], nebo [1,-1])
atd. Po lichém poctu kroki je tedy soucet souradnic lichy a po sudém sudy. Vime, Ze cil
ma soufadnice [0,0], jejich soucet je sudy a je tedy pot¥eba do né&j dorazit sudym krokem.
To je ale spor se zadvérem minulého odstavce. Z vychodu tedy nejde do cile dorazit.

ULoHA 4.D. Reste diofantickou rovnici (a+b)(b+c¢)+2b(a+b+c) = 0, kde ¢ je prvodislo.

RESENi. Relativng bezbolestné lze k feseni dojit substituci ¢ = a + b + ¢. Po dosazeni
méame 2t(t—a—c)+(t—a)(t—c) = 0, na coz se mizeme divat jako na kvadratickou rovnici
v t s parametry a, c:

3t — 3(a + ¢)t + ac = 0. (1)

Jeji diskriminant je roven 9(a + ¢)? — 12ac = 9a + 6ac + 9¢%. Aby t vyslo celodiselné, jisté
diskriminant musf byt druhou mocninou celého ¢&isla, navic druhd mocnina délitelné t¥emi
je délitelna rovnou deviti, mizeme tedy psat 9a® + 6ac + 9c¢? = 9d? pro né&jaké d, které je
celé a navic (BUNO) nezaporné.

Na novou rovnici se miizeme divat jako na kvadratickou v a s parametry c, d:

3a® 4 2ca + 3(c* — d*) = 0. (2)

Jeji diskriminant je roven 4¢? —4-9(c? —d?) = 4(9d? —8¢?), coz opét — aby a bylo celé — musi
byt druh& mocnina celého &isla (navic délitelna ¢tyimi), takZze dostaneme 9d? — 8c? = D?
pro né&jaké celé nezaporné D.

Upravme novou rovnici na souéin: (3d — D)(3d + D) = 8¢? a uvédomme si, 7e jelikoz
¢ je prvocislo, prava strana se na soucin dvou celych ¢isel mnoha zpiisoby rozlozit neda.
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Méme tedy soustavu

3d+ D =r,
3d— D = s,

kde r, s|8¢,r > s. Navic 6|r + s, aby d bylo celé.

V tomhle okamziku se jiz muzeme (skoro) zcela radovat, jelikoz mame rovnici jiz prak-
ticky vytesenou. Ted zbyva posledni (trosku otravna, pfiznavam) ¢ast: ziskat vSechna fe-
Seni. Ctenf zbytku feseni uz je, varuji, jen pro otrlé.

Vyfesme nejprve zvlast pipad ¢ = 2 : snadno dostaneme (a, b) € {(3,—1),(3,2), (0, —2), (0,0)}.
Muzeme tedy predpokladat, ze r = 2™¢™ pro m > 0; aby bylo r+s sudé, spolu s pfedchozim
celkem dostavame r € {4c? 2¢? 4c}. Vyfesime nyni separdtné tyto tii piipady.

Jesté nez se do toho pustime, vyfesme bokem piipad ¢ = 3 (pokud tohle feseni doctete
az do konce, za coz by vam patfil mtj neskonaly obdiv, uvidite, Ze to zkrati nasledny
rozbor). Dostaneme FeSeni (a,b) € {(—2,—-2),(—2,1),(0,-3),(0,0)}.

1. Zacnéme piipadem r = 4c¢,s = 2¢, jelikoZz zde urc¢ité 6 déli » 4+ s. Dostaneme tedy
d = D = c. Jelikoz 4D? je diskriminant rovnice (2), mame a = % € {0, —%}.
Jelikoz 3 nedéli ¢, mame a = 0. Jelikoz diskriminant rovnice (1) je roven 9d?, mame
t = %Cic, tedy t = a+b+c = b+ c € {0,c}. Mame tedy feSeni (a,b,c) €

{(0,—¢,¢),(0,0,¢)} pro libovolné prvoéislo ¢ > 3.

2. Nyni uvazujme piipad r = 2¢2,s = 4. Tedy r + s = 2¢® + 4, coz je délitelné Sesti,
pravé kdyz c? + 2 je délitelné tfemi. Kvadrat nedélitelny tfemi ale déavd modulo
tfemi zbytek 1, takZe podmince vyhovuje libovolné z nami uvazovanych c. Pak d =
42 D =¢? — 2. Dale tedy z (2) mame

_ —c* (2 —2)

i —
Jelikoz 3 déli ¢itatele (aby a bylo celé), dostaneme a = Cg_TC_Z pro ¢ = —1 (mod 3)
aa:fmchz pro ¢ =1 (mod 3).

Z (1) potom dostaneme
_ 3a+3cE (¢ +2)
= c ,

t

tedy
—3a—3c+ (2 +2)

b:t— — =
a—-c 5 ,

COZ:

e pro ¢ = —1 (mod 3) nabyva hodnoty bud _3+2, nebo —%,

e pro ¢ =1 (mod 3) nabyva hodnoty bud —%, nebo 023—70

3. Posledni zbyvéa piipad r = 4c¢?,s = 2. Postupovat budeme obdobné, tedy to u
zkratime. Dostaneme:

z 2_c— _ 2

e proc=1 (mod 3) mamea:%ab:%nebo—%,
= _ 5 — _2%4c1 gy ot 2¢%—c
e pro ¢ = —1 (mod 3) mame a = 55— a b= —%= nebo =5=°.
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