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Reseni 3. série

TEORIE CISEL

ULoHA 3.1. Necht je dano iracionalni &slo z. Zméiime v jeho desetinném rozvoji prave
3 Cislice a vysledné ¢&islo oznacme jako y. Rozhodnéte, za jakych podminek bude y také
iracionalni.

RESENi. UkaZeme, ze pokud je x iracionalni, pak y je vzdy také iracionalni. Pfedpokla-
dejme, ze by tomu tak nebylo. Pak zménou 3 é&islic v desetinném zapise iracionélniho &isla
x muzeme ziskat racionalni y. To ovem znamené, ze zménou 3 ¢&islic v zapise racionalniho
y jsme schopni ziskat iracionalni x.

Pov§imnéme si, Ze zménu jedné &islice miizeme vyjadrit jako pficteni (resp ode¢téni)
racionalnfho ¢&isla. Napiiklad zménu 0.3333--- — 0.3313... provedeme pfi¢tenim ﬁgo.
Ziejmé ovSem soucet libovolnych dvou racionédlnich ¢isel je opét racionalni ¢islo, protoze
kazdé racionalni ¢islo lze zapsat zlomkem. Mé&jme libovolna dvé raciondlni ¢isla 3 a 5. Pak
jejich soucet je 7 + 5 = adeglbc, coz je opét zlomek, tedy racionalni ¢islo.

Zménime-li v zapise y libovolné 3 cifry, ve skute¢nosti jsme k y pricetli 3 racionalni
¢isla. Jak jsem ukézali, tento soucet musi byt opét racionalni. Ale x racionalni neni, coz je

spor. Proto nas predpoklad musel byt chybny a y je proto iracionélni.

UroHA 3.2. Hnédak umi kopyty vyklepat kazdé ¢&islo p. Necht p je prvoéislo, k je pfiro-
zené &islo. Ukazte, 7e pokud je k sloZené, rovnice zF — y* = p nema v N fegeni.

RESENi. Protoze je k slozené ¢islo, plati k = a - b, kde a,b > 2. Pak

l‘k—yk — xab_yab — (:L,a)b_(ya)b — (xa_ya).((xa)b—1+(xa)b—2.y+"__’_l,zz'yb—Z_'_yb—l) —

_ (l,_y)_(xafl_’_l,an.y_’__"+x_ya72+ya71)'((xa)bfl_f_(xa)bf}y_i_"__{_l,a_ybe_’_ybfl)

Vidime, Ze druha zavorka obsahuje pravé a > 2 kladnych ¢lenti, tedy je rovna alesponn
2. Stejné tak druha zavorka obsahuje pravé b > 2 kladnych ¢lenti, tedy je rovna alesponi 2.
Jejich soucin je tedy jisté slozené ¢islo a v soudinu s (x —y) bude stale slozené. Rovnice ze
zadani tedy nema4 feSeni.
UroHA 3.3. Necht a, b, ¢ jsou takova piirozené ¢isla, ze plati % + % = % Dokazte, Ze
a + b je délitelné néjakym kvadratem vétsim nez jedna.

RESENi. Oznatme d = NSD(a,b) (nejvétsiho spolecného délitele &isel a, b), pak a =
aod, b = bod, kde by a ag jsou vhodna nesoudélna prirozena Cisla. Se¢tenim zlomki na levé
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strané rovnosti ze zadadni a umocnénim na minus prvou dostaneme rovnost:

ab daobo

a+b ag+by

Ukazeme, Ze ¢isla apbp a (ag + bp) jsou nesoudélné. Necht p je libovolné prvoéislo takové,
ze plagby a predpokladejme pro spor, ze plag + by. Pak (jelikoz je p prvocislo) dostavame,
Ze plag nebo p|by. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze plag. Pak plbg, jelikoz by =
(ao + bo) — ag, coz je rozdil dvou pfirozenych ¢isel délitelnych p. To je ale spor s tim, Ze ag
a by jsou nesoudélné, a tedy jsou nesoudélné i ¢isla agbg a ag + bo.

JelikoZ ¢ je prirozené ¢islo, tak dostavame, Ze ag + bo|dagbg. JelikoZ jsou apbg a (ag+ bg)
nesoudélna, tak odtud dostavame, ze ag + bo|d. Tedy d = k(ap + by) pro vhodné pfirozené
k. Potom ale a + b = d(ag + bo) = k(ag + bp)?. A protoZe ag i by jsou p¥irozena &isla, tak
jejich soucet je vétsi nez 1. TakZe existuje pfirozené ¢islo vétsi nez 1, které déli a + b ve
druhé mocniné.

UrLoHA 3.4. Tousty maji tvar trojahelniku s celo¢iselnymi stranami a, b, ¢. Najdéte
v8echny takové trojice (a, b, c), Ze existuje pravouhly trojihelnik se stranami a, Vb, ¥/c.

RESENI. Necht existuje pravouhly trojuhelnik se stranami /a, v/b, /c. Bez ijmy na obec-
nosti muzeme </c oznacit za preponu. Pak pro tento trojihelnik podle Pythagorovy véty

plati:
(Va)* + (Vo) = (Yo = Ya+ Vb = V.

Umocnénim na tieti dostaneme:
a+b+3Va2Vb+3YaVh? = c.

Vsimnéme si, Ze 3va2V/b+3/av/b? je kladné &islo (jelikoZ a, b jsou kladna &sla). Proto
tedy plati a + b < c. Dostavame se tedy ke sporu s trojuhelnikovou nerovnosti podle které
a + b > c. Neexistuje zadné trojice (a, b, ¢), kterd by spliiovala zadani.

ULoHA 3.A. Libénka premysli, jak se dnes obléci. V kufru ma 5 riznych kabati. Kolika
zplisoby se muZe obléci, pokud si mize najednou nasadit libovolny pocet z téchto svrski
a zélezi na poradi?

RESENi. Libénka ma 5 kabatt a tedy celkem 6 moznosti, kolik kabati si na sebe ob-
lece. Kazda z téchto moznosti pak poskytuje dalsi moznosti, které jsou uréeny poradim
oble¢enych kabati:

1) Libénka si oble¢e 0 kabatt, protoze venku je prekvapivé teplo — 1 moznost.

2) Libénka si oblece 1 kabat — 5 moznosti.

3) Libénka si oblece 2 kabaty: nejdiive si ze vSech 5 kabati vybere, ktery z nich si
oblece jako prvni. Nasledné ji na vybér zbyvaji uz jen 4 kabéaty, ze kterych si vybere, ktery
z nich si oblec¢e jako druhy — 5 -4 = 20 moznosti.

4) Libénka si oble¢e 3 kabaty: nejdiive si ze vSech 5 kabati vybere, ktery z nich si
oblece jako prvni. Poté ji na vybér zbyvaji uz jen 4 kabaty, ze kterych si vybere, ktery
z nich si oblece jako druhy. Nésledné si t¥eti kabat vybira pouze ze 3 zbyvajicich kabati
— 5 -4 -3 =60 mozZnosti.

Obdobnym zptsobem mutzeme dopocitat pocty moznych pofadi ve kterych si Libénka
oblece 4 a 5 kabatii.
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5) Libénka si oblece 4 kabaty — 5-4 -3 -2 = 120 moznosti.
6) Libénka si oble¢e 5 kabatia — 5-4-3-2-1 = 120 moZnosti.
Nyni pouzijeme kombinatorické pravidlo souétu: 1+ 5+ 20 + 60 + 120 + 120 = 326
Libénka mé tedy celkem 326 moznosti, jak si obléci svych 5 kabati.
moznosti, kterymi si Libénka muze z 5 kabata vybrat n kabati, vynasobit je n! (tzn.
po¢tem moZnosti s riznym potradim n kabati) a nasledné vSechny moznosti seéist:

(e (e (e (o () (-

ULoHA 3.B. Je dan rovnostranny trojihelnik ABC s obsahem 1. Naleznéte bod D tak,
aby Ctyriuhelnik ABC'D byl tétivovy a mél co nejvétsi obsah. Tento obsah spoctéte.

RESENi. Pro konvexnost ¢tyFahelniku ABC'D vyberme bod z oblouku nad tétivou AC.
Pro kazdy takovy bod D mé trojihelnik ABD stejnou zékladnu, ale rozdilnou vysku.
Aby byl obsah maximalni, musi byt maximéalni vyska, coZ nastane, umistimeme-li bod
D doprostied oblouku. A protoze |[<ABC| = 60°, |[<ATC| = 120° (stfedovy thel, T je
téziste), |[<ADC| = 120° (proté&jsi thel k <ABC v tétivovém ¢tithelniku) a ACT i ACD
jsou oba rovnoramenné, maji stejny obsah, a to % Celkovy obsah ABCD je tedy %.

B

UroHA 3.C. Mame Sachovnici nxn, kde n je pfirozené &islo vétsi nez 3. Za kolik nejméné
tahtt mtze Hnédak (nezapomeiime, Ze se pohybuje jako spravny ki ve tvaru pismena L)
projit v8echna policka na hlavni diagonale?

RESENi. UvaZujme Sachovnici n X n — jeji hlavni diagonala mé tedy n poli¢ek. K po
kazdém skoku zméni barvu polic¢ka, na némz stoji, a jelikoz vSechna pole na diagonale maji
stejnou barvu, dostat se z jednoho na druhé mu trva minimalné 2 tahy. Tedy aby proskakal
celou hlavni diagonélu, potfebuje alespon 2n — 2 tahti. UkdZeme Ze pro n rtiznd od 4 a 7
tohoto minima lze dosdhnout.

Nejprve zavedeme nékolik oznaceni. Budeme uvazovat diagonélu vychéazejici z levého
dolniho rohu. Poli¢ka na hlavni diagonéle ozna¢ime postupné 1,2, ...,n. Mozné tahy koné
si ozna¢ime (i, +7), kde ¢islo na prvni pozici znagi, o kolik se posuneme v horizontalnim
sméru (4 znadi doprava, — doleva), a druhé znaéi, o kolik se posuneme ve vertikalnim sméru
(4 znaci nahoru, — doli). Tedy napf. zapis (2, —1) znadi tah ,,0 dvé doprava, o jedno doli“.
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Dale si uvédomme, Ze jedin& poli¢ka na hlavni diagonéle, do kterych se kiin dostane za
dva tahy z policka na hlavni diagonéle s ¢islem k, jsou policka & + 3,k £ 1, a to pomoci
sekvenci tahu (2,1), (1,2); (-2, —1),(—=1,-2);(2,—-1),(-1,2);(1,-2),(—2,1).

Uvazujme nyni piipad n = 5. Zatneme s koném na policku 1. Z né€ho se muze za dva
tahy dostat na jediné pole na hlavni diagondle, a to je pole 4 (chybi mu manévrovaci prostor
na to, aby se dostal na pole 2). Nyni muzeme pokracovat na pole 3, 2 a pak 5. Tim padem
zvladneme pro n = 5 projit hlavni diagonélu za 2n — 2 tahi, ovSem taktéz pro kazdou
Sachovnici n < 9: v levém dolnim a pravém hornim rohu 5 x 5 pouzijeme vySe popsané
schéma a Cast diagonély mezi policky 5 a n — 4 projdeme bez problémi popofadé: mame
totiz dost manévrovaciho prostoru, abychom z n —5 < k < 5 pfesli na k + 1.

V pripadech n = 6, n = 8 zvlddneme opét projit diagonalu za 2n — 2 tahi. Pole
projdeme v pofadi 1,4,5,2,3,6 a 1,4,7,6,3,2,5,8.

V pripadé n = 4 nemtzeme diagonalu projit za 2n — 2 tah: jediné pole na hlavni
diagonéle, na néz se dostanu z 1 za dva tahy, je 4. Plati to ale i naopak, ze 4 se za dva tahy
dostanu jen do 1. Podobny problém méme v piipadé n = 7: z 1 se za dva tahy dostanu
pouze do 4, av8ak do 7 se za dva tahy dostanu opét jen z 4. V obou ptipadech ukazeme,
7e nam bude stacit 2n taht.

Nejprve si rozmysleme, Ze z pole k do pole k 4+ 2 se dostaneme nejméné za 4 tahy:
pouZijeme napt. sekvenci (2,1), (—=2,1), (1,—2), (1,2) pro cestu z k do k+2 a podobné pro
cestu z k do k — 2. Jelikoz jsme b&hem téchto tahi neopustili ¢tverec 3 x 3 s proté&jsimi
rohy k,k + 2, jsme tuto sekvenci tahi schopni provést na Sachovnici pro jakékoli n < 4.
Pro n = 4 tedy muzeme za 5 tahi projit diagonalu v poradi 1,4,2,3 a pron = 7 za 14
tahd v poradi 1,4,7,5,6,3, 2.

Tedy pro n riznd od 4 a 7 mizeme hlavni diagonélu projit béhem 2n — 2 tahd, pro
n € {4,7} béhem 2n taha.

UroHA 3.D. Prostor u kormidla vypadé tak, Ze ma tvar mnohothelniku. Dokazte, Ze
kazdy — i nekonvexni — mnohotithelnik méa dvojici vrcholi, které maji spole¢ného souseda
a jejichz spojnice lezi celd v mnohothelniku.

RESENi. Nejprve dokézeme, 7e kazdy mnohothelnik M ma alespoii jednu vnitini dhlo-
pricku. Pokud jde o mnohothelnijk konvexni, je vnitini kazda jeho thlopficka.

Pro nekonvexni pak zvolme jeden bod A, jehoZ vnit¥ni dhel je nekonvexni, a definujme
V={X € M; XA C M} mnozinu bodi mnohothelniku, které jsou vidét z bodu A. Tento
mnohothelnik je nekonvexni (pokud by byl konvexni, tak dokonce sousedé A pijdou spojit
thloptickou), a tak mé alespon ¢tyfi vrcholy a my z nich mtZeme vybrat takovy B, ktery
je rizny od A a ani s nim nesousedi. Ten je bud zaroven i vrcholem M, a tak je hotovo
(vezmeme thlopficku AB), anebo jedna z jeho sousednich stran ve V miii na A (protne
A v prodlouZeni do pfimky). V takovém piipadé mezi A a B existuje vrchol C| ktery je
zaroven i vrcholem M. Vezmeme tedy thlopficku AC.
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Pti hledani vnitini thlopficky z bodu sousedicich ob jeden dalsi pouzijeme matema-
tickou indukei, jiz dokdzeme trochu silngjsi tvrzeni, a to ,,Existuji alespofi dva nesousedni
'pékné’ vrcholy A, B mnohothelniku M (spojnice obou sousedit pékného vrcholu tvori
vnitini thlopficku).*

Ctyfﬁhelm’k takové vrcholy mé (konvexni M vSechny ¢tyfi, nekonvexni M pouze ten
s nekonvexnim thlem a ten protéjsi). Kazdy mnohothelnik pak muzeme né&jakou vnitini
uhloptickou XY, jejiz existenci jsme jiz dokazali, rozdélit na dva (M;, Ms) s mensim po¢tem
vrcholi. Kdyby jeden z mensich mnohothelniki byl trojihelnik, pak tato thlopticka jiz
spliuje zadéni a je hotova cela dloha. Pro ¢tyi- a vice-tthelniky vybereme v M i v My
'pekny’ vrchol rizny od X, Y, ktery existuje z indukéniho predpokladu. Takze méme opét
dva. (Na obrazku jsou pékné PQRS.)

7 tvrzeni dokdzaného indukci mtzeme vysledné tvrzeni snadno vyvodit.
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