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Reseni 2. série

HRANATE HRY

UroHA 2.1. Hnédak si skace po vnitiku kostky o rozmérech 3 x 3 x 3 krychlicky. Jako
spravny kun se ovSem umi pohybovat pouze specidlnim zpisobem. Vzdy poskoci o dvé
kostky jednim ze tif hlavnich smért a nasledné o jednu kostku kolmo ke sméru piedchoziho
skoku. Kolika zptisoby mize (v zavislosti na tom, kde za¢ina) proskékat celou kostku tak,
aby se v kazdé krychlic¢ce zastavil pravé jednou?

RESENi. Pokud kuii zacne v policku kostky, které je aplné uprostfed, nemiize udélat
zadny pohyb, protoZze posunem o dvé policka kamkoliv se dostane mimo kostku.

Pokud kin naopak zacne jinde, nikdy se nemuze dostat do stfedu, nebot pred posunem
o jedna v kolmém sméru se musel ki nachazet uprostied stény. Pfedtim se ale musel
nachéazet ve vzdalenosti dvé policka od tohoto stfedu, jenze vSechna takovi mista jsou opét
mimo velkou kostku.

Ukazali jsme, ze pokud kun zacne v policku uprostied, nemé se jak z néj dostat a na-
opak, pokud kun zac¢ne kdekoliv jinde, nemé se jak dostat do policka uprostied. Pocet
moznosti je tedy 0.

ULoHA 2.2. Na vé7 z 2019 krabic leze pavouk. Kazda krabice ma tvar krychle. Pavouk
zacal na spodni strané nejnizsi krabice a jeho cilem je dostat se na vrchni sténu krabice
nejvyssi. V disledku svého zmateni celou dobu leze jen po boé¢nich sténach, na kazdou
sténu vleze pouze jednou a nikdy neleze doli. Kolik riznych cest si mtuze vybrat?

fvv

na prvni boénf sténu. Zde muze jit pfimo nahoru, o jednu az tfi stény doprava nebo doleva,
celkem tedy 7 moznosti, co mize délat na jedné krabici (poté jde vzdy o jedno patro vyse,
kde nastava stejna situace). Aby se dostal z posledni krabice na vrchni sténu, ma opét
7 moznosti. Celkovy pocet moznosti je tedy 4 - 72018 . 7 = 4. 72019,

ULoHA 2.3. Je dana nekone¢na Sachovnice a pfirozené &islo n > 1. Nouma a Henry spolu
hraji hru: st¥idaveé (Nouma za¢ind) umistuji na Sachovnici dilky n-mina (obdelniky 1 x n,
kde 1 je velikost jednoho ¢tverecku na Sachovnici) tak, aby kazdy dilek n-mina zakryl prave
n poli¢ek na Sachovnici a nepfekryval se s Zddnym jinym. Nouma je poradny a snazi se, aby
byla zaplnéna cela sachovnice. Henry se mu v tom snaZi zabranit a vyhrava tehdy, pokud
existuje na Sachovnici policko, které nelze pokryt dilkem n-mina. Rozhodnéte, pro ktera
n méa Henry vyhrévajici strategii.

RESENi. UkaZeme, Ze pro libovolné n > 1 méa Henry vyhréavajici strategii. Ditkaz rozds-
lime na dvé ¢asti pro n = 2 a n > 2. K feSeni pro n = 2 se vztahuje obrazek nalevo, pro
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n > 2 napravo. Henryho kostky jsou na obrazku svétlé, zatimco Noumovy jsou tmavé.

Dikaz pro n = 2 V prvnim tahu hraje Nouma kamkoli na Sachovnici nasledovan He-
nrym, ktery hraje podle obrazku relativné k Noumovu tahu. Néasleduje opét Noumitv tah,
ktery hraje bez Gjmy na obecnosti kamkoli do Sedého tizemi (severné od dosud poloZenych
kostek). V nasledujicich tazich jiz vzdy hraje Henry tak, zZe Nouma méa jedinou moznou
odpovéd, aby v dalsim tahu neprohral. Postupné tak Henry Noumu miiZe donutit hrét tak,
aby nakonec ziistalo jediné ohrani¢ené policko.

Dikaz pro n > 2 Podobné jako ve hie pro n = 2 muze hrat Henry tak, aby hra po
prvnich tfech tazich vypadala jako na prvnim obrazku. V dalsim tahu hraje Henry podle
druhého obrazku. Tim uzavie dvé policka vybarvené cerné ze tii stran. Jedind moznost,
jak zaplnit ¢erné pole, je pravé dvéma kostkami vyplnit Sedou oblast vyzna¢enou na tfetim
obrazku. Je ovSem zfejmé, Ze bez ohledu na néasledujici tah Noumy miize Henry hrat tak,
7e Sedé oblast dvéma kostkami vyplnit nelze. Proto existuje strategie pro Henryho takova,
ze jedno z ¢ernych poli jiz nikdy nemtze byt zaplnéno.

ULoHA 2.4. Nouma si viiml, ze v8echny otisky kopyt lezi v jedné roviné a na libovolné
piimce lezi pravé 0, 1 nebo 3 otisky (otisky maji velikost bodu). Dokazte, ze pokud se
otisklo kazdé ze ¢tyt kopyt alespon jednou, tak otiskli nemtze byt na podlaze konecné
mnoho.

RESENI. Mgjme pro spor koneéné mnoho otiskit (bodit) v roving spliwjicich zadani.
Poznamka na zacatek: V kazdém bodé lezi nejvyse jeden otisk. Kdyby v néjakém bodé
B lezelo n > 1 otiskt, pak:

e Pro n > 3, Zddna piimka prochézejici bodem B nespliuje zadani.
e Pro n = 3, primka spojujici bod B a ¢tvrty otisk nespliiuje zadani.

e Pron = 2, ostatnich otiski je koneéné mnoho, tudiz existuje jesté nekone¢né mnoho
primek prochézejicich pouze bodem B a zadnym dalsim otiskem a ty nespliuji zadéni.

Uvazme vSechny dvojice piimka-otisk (p, X) takové, Ze pfimka p prochazi tfemi otisky a
bod X nelezi na p¥imce p. Takova dvojice je ur¢ité alespon jedna (otisky jsou alespon ¢tyfi a
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nelezi na jedné piimce) a zarove jich je koneéné mnoho (nebot otiski a tedy i téchto piimek
je kone¢né mnoho). U kazdé takové dvojice miuzeme mluvit o vzdalenosti otisku od piimky
|pX|. Uvazme tedy dvojici (¢, A), jejiz vzdalenost |t A| je nejmensi ze vSech dvojic. P¥imka ¢
pak prochazi tfemi otisky, ozna¢me je po fadé B, C, D. BUNO pak tvrdme |<BCA| > 90°.
Z toho pak vyplyva, ze |BA| > |BC|, nebot BA je strana naproti nejvétsimu thlu v
trojahelniku BC'A. P¥imku prochézejici body B, A a jesté né&jakym tfetim oznadme s.
Nyni zapiSseme obsah trojihelniku BC'A dvéma zptisoby:

28 =285,

|BC||tA| = |BA||sC]|.
Z |BA| > |BC| pak vyplyva |tA| > |sC|, coz je spor s minimalitou [tA].

ULoHA 2.A. Libénka polozila dva kolace o tvaru pfesného kruhu na plochy taliF tak, Ze
se dotykaji. Dokaizte, Ze stfedy kola¢t a bod dotyku lezi na jedné p¥imce.

RESENI. Oznacme si kruznice (kolace) jako ki, ko, jejich stfedy poporadé jako Sp,Ss
a bod dotyku jako S. Ozna¢me te¢ny ke ki, ko v bodé S poporadé jako t1,ts a ukazme,
Ze jsou stejné. Vime, Ze t1 je kolma na S1.5 a t3 na S2S5. Oznacme velikost mensiho z dhla,
které sviraji pfimky ¢1,t2, jako «. Pak podle pfedchoziho 360° = 2(90° + « + 90°) =
360° + 2a, tedy o = 0 a vskutku ¢; = ts.

Nyni si jen staci uvédomit, Ze thel S1.553 je diky pfedchozimu soucet dvou pravych
ahld, tedy jeho velikost je rovna 180°, a tak tyto t¥i body lezi na piimce.

ULoHA 2.B. V oboru N feste rovnici 22 +122% — 7Tx! = 20192020 490202019 — 2019 +2020.

RESENi. Pomicka pro ty co neznaji znak =:
a = b (mod 3) znamena, Ze a a b maji stejny zbytek po déleni tfemi.

Podivejme se na zbytky po déleni tfemi jednotlivych ¢lenti levé a pravé strany. Vidime,
7e 122° = 0 (mod 3), 22 = 1 nebo 22 = 0 (mod 3), podle toho jestli 3 déli  nebo ne. Dale
mame, pro x > 3, —7z! = 0 (mod 3). Na pravé strané mame 2019 = 0 (mod 3), a tedy
i 20192920 = 0 (mod 3). Dale 2020 = 1 (mod 3), a tedy také 20202°!Y = 1 (mod 3).

Tedy pro x > 3 méme zbytek po déleni tfemi na levé strané roven 1 nebo 0 a vpravo
roven 2, coZ je spor.

To znamena Ze tloha miize mit pfirozené feSeni jen pro x = 1 nebo x = 2, coZ ovSem
po dosazeni rovnici ziejmé nefesi.

UroHA 2.C. Matéj zacal pocitat tento pifklad: necht je zadano n bodi v roviné s celodi-
selnymi sourfadnicemi, pfi¢emz maji navzajem razné x-ové soufadnice. Dokazte, Ze existuje
polynom p(z) s racionalnimi koeficienty takovy, ze graf funkce y = p(z) prochézi danymi
n body.

RESENi. Necht (21,y1), (22,92), - - -, (Zn,yn) jsou takové body, ze xz; # x; pro i # j.
Uvazme polynom Pj(x) = (x — x2)(x — z3) -+ (x — xy,). Necht i € {2,3,...,n}. Ziejmé
pokud z; dosadime do sou¢inu (z — z2)(z — x3) - (z — ), bude pravé jeden z Ciniteli
nulovy, proto Pi(z;) = 0. Navic 21 neni kofenem polynomu Pj, protoze z; # x; pro
libovolné j # 1. Tedy Py (z1) # 0.
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Mizeme definovat polynom Qi(x) = %Pl(x). Plati Q1(z1) = %Pl(ml) = .

Dale Qi(x;) = %Pl (x;) = % -0 = 0. Tedy funkce y = Qi(z) prochazi body
(x1,91), (z2,0),..., (zn,0). Podobné lze zkonstruovat polynomy Q2(z), Q3(x),...,Qn(z),
kde graf funkce y = Q;(x) prochazi bodem (z;,y;) a bodem (zj,0) pro kazdé k # j.

Necht Q(z) = Q1(x) + -+ + Qun(x). Pro libovolné i € {1,...,n} po dosazeni z; do Q
ziskdme Q(x;) = Q1(xi) + -+ + Qi(wi) + -+ + Qu(w;)) =0+ - +y; +--- + 0= y;. Proto
graf funkce Q(x) prochézi kazdym z bodu (x;,y;), tedy @ je hledany polynom.

ULoHA 2.D. Soucastka vznikla takto: necht je v prostoru déna rovina «. V roviné a
necht je pravidelny Sestitthelnik ABCDFEF. Uvazme rovinu 3, ve které lezi tusecka AB
a ktera je kolma na rovinu «. V roviné 3 necht je dan libovolny bod A’ takovy, Ze nelezi
v roviné a.. UvaZzme obraz Sestitthelniku ABCDEF v posunuti o vektor AA” a ozna¢me jej
jako A’B'C'D'E'F’. Vznikne nam tak téleso ABCDEFA'B'C'D'E'F’. Ukazte, ze pokud
tomuto télesu lze vepsat kouli, tak se jedné o pravidelny Sestiboky kolmy hranol.

RESENi. Nazvéme hranolu vepsanou kouli K, jeji stfed S a polomér r. Tato koule se
dotyka stény ABCDEF v né&jakém bodé P, coz znamena, ze |PS| = r a zaroven je PS
kolma4 ke sténé ABCDEF. Podobné se také koule dotyka stény A'B'C’'D'E'F’ v bodé P’
a op&t plati |P'S| = r a P'S je kolmé na A’B'C'D'E'F’. Navic protoze A'B'C'D'E'F’ je
posunutim ABCDEF, jsou obé stény rovnobé&zné. Protoze PS a P’S jsou na né komé,
musi byt rovnob&zné i PS a P’S. Protoze oviem P # P’. Jsou body P, S, P’ kolinearni,
po dvou rtizné a protoZe se navic jedna o dva poloméry, musi PP’ byt primér koule K.
Podobné lze ukazat, ze kazdé dvé protilehlé rovnobézné stény hranolu maji vzdalenost 2r.

Usecka BD je kolméa na roviny ABB'A’ a EDD'E'. Poto |BD| je vzdalenost téchto
rovin od sebe a podle tvrzeni z pfedchoziho odstavce tedy |BD| = 2r. Protoze ABCDEF je
pravidelny Sestithelnik, plati také |BF'| = |DF| = |BD| = 2r. Vime, ze ABB'A’ a EDD'E’
jsou kolmé na podstavu. Chceme ukazat, Ze i zbylé dvojice stény jsou na ni kolmé. BCC' B’
a FEE'F’ jsou rovnob&zné stény a BF je piimka spojujici dva body z obou stén. Navic
|BF| = 2r a také vzdalenost stén musi byt 27, nebot jim je vepsana koule K.

Pro spor predpokladejme, ze BC'C’' B’ neni kolmé na tsecku F'B. Vedme bodem bodem
B kolmici ke sténe BCC'B’, ktera protne sténu FEE'F’ v néjakém bodé Q. Protoze
se jedna o pfimku, ktera je kolmé na obé& stény, odpovida délka tsecky B(Q) vzdalenosti stén,
tedy plati |BQ| = 2r. Protoze BF neni kolmé na BCC'B’, je F BQ pravothly trojihelnik
s pravym thlem u vrcholu Q. Navic ale |FB| = |QB| = 2r a |[FQ| # 0, coZ je spor
s Pythagorovou vétou. Proto jsme museli mit $patny predpoklad a tedy F'B je kolma
na sténu BCC'B’. Protoze F B lezi v roviné podstavy, je BCC'B’ a tedy i FEE'F’ kolmé
na podstavu. Stejné ukdZeme, Ze i posledni par stén je kolmy na podstavu.
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