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ReSeni 5. série

USPORADANI

ULoHA 5.1. Ja, Krys a My$ jsme se dali do hledani kompasti. Nekteré jsme nachazeli
vicekrat. Na konci jsme porovnali, kdo vi vic, pficemz A pry vi vic, nez B, mé-li A vSechny
kompasy, jako B, a jesté né&jaké navic. (Tedy napf. kdyz dva lidi maji uplné jiné kompasy,
jsou v tomto sméru neporovnatelni, tedy nemizeme fict, kdo vi vic.) Premyglel jsem, jak
miizou vypadat vSechny situace, ve kterych vim vic nez Krys a ve kterych zadni dva z nés
nemaji pravé ty stejné kompasy.

RESENi. Oznacime si Theodora, Myse a Kryse postupné T, M, K.

Ze zadani vime, ze T vi vic, nez K.

Taky si muzeme vSimnout, ze vztah védét vic je tranzitivni (pokud A mé vSechny
kompasy, které ma B a B m& v8echny kompasy, co ma C, tak zfejmé A ma vSechny
kompasy, které ma C').

JelikoZ nas zajimaji pouze vztahy o tom, kdo vic vi, tak staci rozebrat vSechny moznosti
vztahti mezi T'a M a mezi K a M.

Zacfneme vztahem mezi T a M a odvodime mozné vztahy mezi K a M:

1. T vi vic, nez M: V tomto pfipadé mohou nastat vSechny 3 moznosti vztahu mezi
K a M.

(a) K vivic, nez M: Napf. T' = {a,b}, K = {a}, M = {}
(b) K vi min, nez M: Napt. T = {a,b}, K = {}, M = {a}
(¢) K vineporovnatelné s M: Napt. T' = {a,b}, K = {a}, M = {b}

2. T vi min, nez M: Pak z tranzitivity plyne, ze M vi vic, nez K. Napt. T = {a},
K ={},M ={a,b}

3. T vi neporovnatelné s M: V tomto pripadé nemuze nastat situace, kdy K by védél
vic, nez M, protoze pak by T z tranzitivity védél vic, nez M. Ostatni dvé situace
mohou nastat.

(a) K vimin, nez M: Napt. T = {a}, K = {}, M = {b}
(b) K vineporovnatelné s M: Napt. T' = {a,b}, K = {a}, M = {c}

Dostali jsme 6 moZnosti, o kterych vime, Ze nastat mohou, a vime, Ze Zadnéa jina nastat
nemize — tedy téchto 6 moznosti je odpovédi na otazku.

ULOHA 5.2. Predstavil jsem si S jako mnozinu vSech ¢tverci nakreslenych na zemi a ekl
jsem si, Ze jejich rohy maji zajisté celo¢iselné souradnice. Potom jsem se rozhodoval a do-
kazoval, zda pro kazdou dvojici ¢tvercu a, b existuje jejich supremum vzhledem k C, tj.
zda pro kazdé dva ¢tverce a, b existuje Ctverec c¢ takovy, ktery obsahuje a i b a zaroven
kazdy dalsi ¢tverec, ktery obsahuje a i b, obsahuje i ¢ (tedy ¢tverec ¢ je jediny nejmensi
obal ¢tvercii a, b).
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RESENi. Obecné pro libovolnou dvojici ¢tverci jejich supremum neexistuje. Dokazme to
sporem. Necht A a B jsou nepfekryvajici se jednotkové ¢tverce o spole¢né strané. Pro spor
predpokladejme, Ze existuje ¢tverec S, ktery je jejich supremem. Ziejmé existuji pravé dva
rizné ¢tverce C, D o délce strany 2 takové, Ze obsahuji ¢tverce A i B (uvédomte si, Ze
rohy ¢tverci musi mit celo¢iselné soufadnice). Nazvéme P prunik téchto dvou ¢tvercu.
Supremum S musi jisté leZet v libovolném é&tverci obsahujici A i B, zejména tedy v C a
v D, tedy i v jejich priniku P. Zaroven také toto supremum musi obsahovat sjednoceni
Etvercii A a B, coz je pfimo P. S tedy lezi v P a zaroven obsahuje P, tedy S = P. Jenze
P je obdélnik, tedy i S je obdélnik, coz je spor s predpokladem, ze S je Ctverec.

ULoHA 5.3. Mnozina, ve které jsem se nachéazel, méla n prvki. Délalo se mi Spatné
z abstraktni neurcitosti kolem mé, tak jsem zacal hledat podmnoziny, kterych bych se mohl
zachytit. Musel jsem vS8ak nejdfiv pfijit na toto: Kolik nejvic podmnozin mtzu vybrat tak,
aby zadné dvé mnou vybrané podmnoziny nebyly porovnatelné vzhledem k inkluzi? (Tedy
pro zadné dvé podmnoziny nemuze nastat, Ze jedna je podmnozinou druhé nebo druha
prvni.)

RESENi. ———— 3. priklad =—=—
UkéZeme, Ze nejvice mizeme vybrat ((ZW) podmnozin puvodni mnoZiny. Takovyto
2
pocet podmnozin pivodni mnoziny ur¢ité existuje, stac¢i vzit vSechny vSechny rizné pod-

mnoziny o (ﬂ prvcich, kterych je zifejmé ((Zw) a zadna neni podmnoZina jiné (kdyby
2

2
néjaka byla podmnozina jiné, tak to pro stejné velké koneé¢né mnoziny znamena, Ze si jsou
rovny).

Nyni uvazme S libovolny systém podmnozin ptuvodni mnoZziny, jehoz zadné dva prvky
nejsou porovnatelné inkluzi. UkdZeme, Ze existuje systém podmnozin S’, jehoZ vSechny
n

prvky budou mit velikost [ﬂ, a ktery bude mit alespon tolik prvku jako S a pro ktery

bude platit, ze zadné dva prvky nejsou porovnatelné inkluzi.
n

Necht tedy v S existuje mnozina majici méné nez (ﬂ prvki. Ozna¢me k velikost
nejmensi mnoziny v S a m pocet mnozin v S s touto velikosti. S” vytvorime tak, Ze
odebereme z S viech téchto m mnozin a za kazdou odebranou mnozinu M piidame (n—k)
(k+ 1)-prvkovych mnozin, které vzniknou tak, ze k M pfidame kazdy z n — k prvka, které
neobsahuje.

Piedpokladejme nejprve pro spor, Ze existuji v S’ takové mnoZiny, z nichZ jedna je
podmnozinou jiné. Pokud by obé patfily i do S, tak dostdvame spor s tim, ze v S zZadné
dvé nebyly porovnatelné. Zadn& mnoZina z S’ \ S uré¢ité nemuze byt nadmnozinou zadné
jiné mnoziny z S’, protoze vSechny ostatni mnoziny z S’ maji méné prvki nez ty v .S’ \ S.
Nakonec si uvédomme, Ze kazda mnozina v S’ \ S je nadmnoZzinou té k-prvkové mnoziny
v S, ze které vznikla. Takze pokud by nastala posledni zbyvajici mozZznost a existovaly by
mnoziny A € S,B € S\ S takové, ze B C A, tak A je nadmnoZina mnoziny, ze které
B vznikla a dostavame spor s tim, ze v .S Zddné dvé mnoziny nebyly porovnatelné. Takze
v S” nemohou byt zadné dvé mnoziny porovnatelné.

Nyni ukazme, ze |S’| > |S|. Z S jsme odebrali m mnozin a za kazdou z nich jsme
do S’ pridali n — k mnozin. Kazd4 z nich mohla vzniknout maximalné¢ z k& + 1 rtiznych
mnozin, takze dostavame, ze |S’| > |S| —m + m% Sta¢i nam tedy ukazat, Ze Z—;lf >1,
coZ po upravé je n > 2k 4+ 1, coz urcité plati, jelikoz k < [%] Dohromady tedy mame, Ze
|S’| > |S| —m+ mZ—j > | S|, takze jsme S touto upravou opravdu zvétsili.

n

Kdy7Z tento postup zopakujeme [51 —k krat, tak dostaneme systém podmnozin puvodni
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mnoziny, z nichz zddné dvé nejsou porovnatelné a zaroven vSechny maji velikost alespon

n
{Q]Pro dokonceni dtikazu stac¢i ukazat, Ze jsme schopni podobnym zpiisobem nahradit
vSechny podmnoziny, které maji velikost vétsi nez {%] To muzeme, jelikoz a C b < b C d
(kde @’ znac¢i doplnék mnoziny a do mnoziny ze zadani). Tedy nahrazovani mnozin vé&tsich
nez [%W mensimi mnozinami lze redukovat na problém nahrazovéani jejich doplikt vétsimi

mnoZinami, coz je problém, pro ktery zname feseni.

ULoHA 5.4. Ulevilo se mi, kdyZ jsem zjistil, Ze jsem soucasti mnoziny p¥irozenych isel.
Rozhodl jsem se usporadat ji (¢ili nalézt usporadani, viz pomocny text) tak, aby existo-
valo nekoneéné mnoho ¢&isel, které nejsou miniméalni (je jesté néjaky prvek pred nimi), ale
zaroven nemaji bezprostfedniho predchidce. Bezprostiedni pfedchidce prvku A je prvek
B, ktery je ,hned“ pied prvkem A, tzn. neexistuje zadny dalsi prvek C' (mimo A a B),
ktery by byl v usporddani pred A a zaroven za B. Formélné zapsano:

Bijebp. A& BCAANAX(BC X AXC A).

(Bonus za paty bod, bez této ¢asti muZzete dostat maximalné ¢tyii) NaSel jsem takové
usporadani, které spliiovalo predchéazejici a navic bylo linearni (¢ili kazdé dva prvky spolu
lze porovnat) a kazdy prvek mél bezprostfedniho naslednika (bezprostfedni naslednik je
definovan podobné jako predchidce).

RESENI. Nejdiive naleznéme hledané usporadani na mnoziné N x N. Toto usporadéani
zna¢mé =< a definujme takto:

Y(a,b),(c,d) e NxN:(a,b) < (¢,d) & a<cV(a=cAb<d).

Nejdiive ukazme, ze < je usporadani. Ziejmé < je reflexivni protoZe pro kazdé (a,b)
plati a = a a zaroven b < b. Dale ukazme, Ze =< je antisymetrické. Pfedpoklddejme, %
pro né&jaké (a,b), (c,d) plati (a,b) = (¢,d) a (¢,d) < (a,b). Pak ale nutné plati a = ¢,
protoze < je usporadéni, a ze stejného divodu i nasledné b = d. Koneéné ukazme, ze =<
je také transitivni. Necht tedy (a,b) < (¢, d) a (¢,d) = (e, f). Pokud a < ¢ nebo ¢ < e,
pak také a < e, a proto (a,b) = (e, f). V opacném piripadé nutné plati a = ¢ = e. Proto
také plati b < d < f a z tranzitivity relace < vyplyva b < f. Proto i v tomto pf¥ipadé plati
(a,b) < (e, f) a < je relaci usporadani.

7 definice je zFejmé, ze jsou kazdé dva prvky porovnatelné, a proto je usporadani fe-
tézcem. Tedy obsahuje nejvyse jeden minimalni prvek. Sta¢i uz pouze ukazat, Ze obsahuje
nekoneéné mnoho prvki, které nemaji bezprostfedniho predchiidce a zéroven maji bezpro-
stfedniho néaslednika.

Uvazujme pro kazdé a € Nt dvojici (a,1). Pro spor predpokladejme, Ze ma (a,1)
piimého predchidce. Zvolme tedy (b, ¢) < (a, 1) a zaroven si dvojice nejsou rovny. Nejdiive
predpokladejme, Ze b = a. Pak ovSem ¢ < 1, coZ je spor, protozZe c je pfirozené. Nutné tedy
b < a, a proto napiiklad (b,c + 1) je prvek vétsi nez (b, c) a mensi nez (a,1). Pro kazdé
(a, 1) také existuje pFimi naslednik (a, 2). PFedpokladejme pro spor, Ze existuje dvojice (b, ¢)
takova, ze (a,1) < (b,¢) < (a,2). Pak nutné b = a a c € [1, 2]. Protoze je ov8em c¢ pfirozené
¢islo, musi se rovnat bud 1 nebo 2, tedy plati (b, c) = (a, 1) nebo (b, z < yc) = (a,2). Proto
je (a,2) pfimy naslednik (a,1).

Nasli jsme tedy relaci na N x N, ktera spliiuje pozadavky ze zadani. Posledni podminkou
je, ze hledame relaci na N. K tomu staci najit libovolnou bijekci f mezi NaNx N a vyslednou

@
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hledanou relaci definovat takto:
Ve,yeN:z 2y & f(z) 2 f(y)

Pro zavrSeni dikazu staci najit bijekci f. Pro kazdé n € N existuje nejvétsi mocnina ¢isla
2, ktera déli n. Proto kazdé ¢islo n € N lze jednozna¢né napsat ve tvaru 2% - b, kde b neni
délitelné 2. Zaroven pro kazdou dvojici a, b existuje pravé jedno ¢islo 2 - (2b — 1). Proto
definujeme-li f tak, ze f(2-(20—1)) = (a,b), jedna se skutecné o bijekei, a proto existuje
i usporadani na N spliujici pozadavky ze zadani. To jsme chtéli dokazat.

ULoHA 5.A. Nachazel jsem se ted na mapé neznamého mésta. Sit kiizovatek a jedno-
smérek vypadala jako na tomto obrazku:

Pravé dvé z jednosmérek (ty vyznacené v obrazku) byly slavnostné vydlazdéné. Kazda
jednosmérka méla néjakou nezndmou délku. Zjistil jsem vsSak, Zze pokud budu chtit jet
z A do B a nikdy nepojedu v protisméru, tak kdyz pojedu libovolnou cestou, ktera zac¢ina
vydldzdénou jednosmérkou, ujedu stejnou vzdalenost, jako kdyz pojedu cestou, kterd konéci
vydldzdénou jednosmérkou. Nevédél jsem, kudy se dat, ale zkusil jsem dokézat, Ze jsou
vSechny cesty z A do B stejné dlouhé.

RESENi. Uvodni pozorovani: Z A do B vede pFesné 6 cest a jen jedina z nich (doprava
- dolu - dola - doprava) je takové, Ze neza¢ind ani nekonc¢i vydlazdénou jednosmérkou
(fikejme ji cesta ). VSechny ostatni jsou vSak stejné dlouhé, nebot jsou stejné dlouhé jako
cesta (doli - doprava - doprava - dolt), ktera za¢ina i konéi vydlazdénou jednosmérkou.
Staci tedy srovnat cestu « s libovolnou jinou cestou.

Necht a, b, ..., h jsou délky jednotlivych (stejnojmennych) usekii cest jako na obrazku a
zavedme si znaCeni cest pomoci tseki, kterymi jsou tvofeny (napt. v = bdfh). Z tvodniho
pozorovani plyne, Ze cesty acfh a aceg jsou stejné dlouhé, a protoze ac je jejich spoleéna
¢ast, pak nutné e + g = f 4+ h. Podobna tvaha o cestich aceg a bdeg nam dava rovnost
a+ c = b+ d. Odtud dostavame kyZenou rovnost délek cest aceg a 7.

UroHA 5.B. ,Vidis pied sebou trojihelnik ABC?¢

»Ano.“

,, Na strané a jsou dany body Ay, Ao, na strané b body B1, B2 a na strané ¢ body C',
Cs tak, Ze dva body na jedné strané jsou vzdy stejné vzdalené od jejiho stfedu.

»Ano, vidim.“
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,,étyfﬁhelniky A1 Ao BBy, B1ByC1Cy, A1 AsC1Cs jsou tétivové (lze jim opsat kruz-
nice), je to tak?“
»Ano.“

,Dokaz, ze vSech Sest bodu lezi na jedné kruznici.“

RESENI. DokdZzeme, Ze viechny body jsou stejné daleko od stiedu S kruZnice opsané
trojuhelniku ABC' (¢&ili ze v8echny t#i stfedy ¢tyFuhelniki splyvaji, navicis ). Zfejmé staci
ukézat, ze s S splyva alespon jeden stfed Ctyfiuhelnikt ze zadani. Bez Gjmy na obecnosti
vyberme libovolny z téchto ¢tyfahelnikt a nazvéme ho JKLM.

Body J, K, M, L lezi na jedné kruznici, coz znamena, Ze jsou stejné daleko od néjakého
bodu, ozna¢me jej T'. Ten urcité lezi na ose ok, nebot ta osa je pravé mnozina bodu, které
jsou stejné daleko od J jako od K. Stejné tak bod T musi leZet na ose o ;.

Nyni dokazme, Ze tyto osy jsou navic osy stran trojuhelniku. Body J, K jsou stejné
daleko od st¥edu S.. Proto tento stied lezi na ose ojx. Tato osa je pak kolmé na JK, ¢ili i
na stranu c. Je to tedy kolmice na tsecku, kterd navic prochéz{ jejim stfedem, coz pfesné
urc¢uje osu oy = o.. Analogicky se ukaze, ze orar = 0p. Potom ale prisecik T' = oy Nopum
splyva s o, Nop =S atedy S=1T.

ULoHA 5.C. S Hadem jsme hrali posledni hru. Postupné jsme se st¥idali v kresleni kruht
do pisku. Novy kruh se vzdy musel dotykat vnéjsim dotykem alespon jednoho stavajictho
kruhu, nejvyse vSak t¥i, a zaddné dva kruhy nesmély sdilet n&jakou oblast s nenulovym
obsahem. Vitézi ten, jehoz kruh zptisobi, Ze vSechny kruhy maji celkem devét pruseciki.
Kdo ma vyhréavajici strategii, jestlize za¢ina Had? Jaka je to strategie?

RESENi. Vyhrava Had. Ve vysvétlovani strategie méjme na paméti, ze ja mohu tahnout
jakkoli a presto had dokaze tahnout tak, Ze vyhraje.
1. Prvni tah je vynuceny. Respektive nezéalezi na umisténi ani velikosti.

2. Ja si pak mohu jen vybrat, jak velkou kruznici pfilozim. Po mém tahu je pak jisté
jeden prusecik.

3. Had pak zvoli dalsi kruznici, ktera bude stejné velké, jako mensi ze dvou piivodnich
a bude se dotykat té vétsi pfesné naproti od zbylé, viz obrazek. Tim se zajisti, Ze po
tomto tahu nelze polozit kruznici, ktera by méla vice jak dva dotyky. Po tomto tahu
jsou priiseciky dva.
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4. Protoze libovolné pridana kruznice se muze dotykat nejvyse dvou ze tii kruznic, mohu
pridat jen jeden ¢i dva prisec¢iky. Po mém tahu jich proto bude 3 nebo 4.

5. Had potom dorovna do 5 pfidanim jednoho neb dvou, coz muze vzdy. Je jich tak 5.

6. Ziejmé se pridané kruznice opét nemuze dotykat v8ech kruznic, proto ve svém tahu
mohu pfidat pouze 1, 2 nebo 3 priise¢iky. Dohromady jich po mém tahu mize byt
6,7 nebo 8.

7. Had pak prida 1, 2 nebo 3 priseciky tak, aby jich pak bylo 9 a vyhral.

Pozn.: t¥i pfidat miZe, nebot ve ¢tvrtém nebo patém tahu byla poloZena kruznice se dvéma
pruseciky a had tedy mize kruznici vlozit “dovniti”.

ULoHA 5.D. ,Necht p je prvocislo. Ukaz mi, Ze rovnice 2P — yP = p nema celociselna
feSeni x, y.

RESENI. Mgjme prvocislo p. Mame dokazat, Ze rovnice
a? —yP =p

nemé celo¢iselné feseni. Ulohu budeme Fesit sporem, tj. pfedpokladame, 7ze néjaké takové
feSeni (x,y) existuje. Nejprve ukazme, Ze pro p liché nutné x,y > 0 (pro p = 2 to miZeme
bez tjmy na obecnosti predpokladat). K tomu vyuZijeme platnosti tvrzeni 2" > n pro
v8echna prirozena n (toto tvrzeni lze snadno dokazat napt. indukei.) Predpokladejme = >
0,y < 0. Pokud je alespon jedno z ¢isel |z|, |y| vétsi nez 1, mame 2P — y? > 2P + 1 > p.
zjevné x > 2. Pokud |z|, |y| € {0,1}, jisté rovnost 2P — y? = p nastat nemuze. Obdobné
bychom postupovali v piipadé x < 0,y > 0.
Predpokladejme tedy =,y > 0. VyuZijeme Malé Fermatovy véty. Podle nf plati, Ze

Pak tedy

tj. plz —y.
Uvazme rozklad levé strany nasi rovnice:

al —y? = (v — y)(:):p_1 +xp_2y+ . ..yp_l) =p

Tudiz (z — y)|p a jelikoz mame p|lx — y, celkem dostaneme = — y = £p. Tedy +1 =
2Pl 4P 2y + . yP P> 1414+ 1=p, coz je spor. Tim je dikaz hotov.
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