XXV. ro¢nik BRKOS 2018/2019

ResSeni 4. série

KOMBINATORIKA

ULoHA 4.1. Na Sachovnici 8 x 8 se v proté&jsich rozich nachézeli ¢erny a bily kif. Stiidali
se v tazich, pficemz ¢erny kun zacinal. Pohybovali se jako klasi¢ti Ssachovi koné. Napadlo
mé: Muze nékdy ¢erny kan skocit na policko, na kterém se nachazi bily kan?

RESENi. Budeme chtit dokazat, Ze derny kit nemize sko¢it na stejné policko, na kterém
se nachézi bily kan, protoze by barvy pole pod obéma konimi musely byt stejné po tahu
¢erného koné, coz neni mozné.

Ozna¢me si B;, (resp. C;), ¢ € Ny barvu pole, na kterém se nachézi bily (resp. ¢erny)
kun po ¢ krocich.

Musime uvédomit, ze kiun pii kazdém pohybu méni barvu pole, na kterém stoji. Neboli
plati

Vie Ng: B;# Biy1 ANCy # Ciy (1)
Z 1 a z toho, Ze na Sachovnici jsou pouze 2 ruzné barvy plyne
VieNg: B;=BiyaANCi=Cita (2)
Zaroven plati, Ze proté&jsi rohy Sachovnice maji stejnou barvu, tedy plati
By =) (3)
Z 1 proi =0, z 3 a z toho, Ze na Sachovnici jsou pouze 2 rizné barvy plyne, Ze plati
By =C} (4)
Konec¢né z 2, 3 a 4 vyplyva
VieNg: B;=C; (5)

Pokud by ¢erny nékdy doskod¢il na policko, na kterém se nachazi bily kan, znamenalo
by to, Ze (jelikoz ¢erny zac¢inal, tedy po svém tahu bude mit o 1 tah vice, nez bily)

JieN: Ci+1 = B, (6)

coz je ovSem v rozporu s 5 a 1, tedy ¢erny nikdy nedosko¢i na policko, na kterém se nachéazi
bily ktn.

ULoHA 4.2. Do difevéné podlahy se vypalila kruznice o poloméru 2019. Na parketu se
nésledné objevilo 2019 tanecniki, z nichz kazdy se pohyboval v kruhu, ktery lezel ve vnitini
oblasti vypéalené kruZnice. Kazdé dva kruhy mély nejvyse jeden spoleény bod, a kromé
tohoto bodu mély prazdny prinik. Hned jsem si v8iml, Ze soucet poloméri t¥{ nejmensich
kruht je vZdy mensi nez 135. Pfemyslel jsem v8ak, jak to dokazat.
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RESENi. Pro spor piedpokladejme, Ze nejmensi tii kruhy maji socet poloméril vétsi nez
145. Podle dirichletova principu pak plati, Ze nejvétsi z téchto t¥i kruhti ma polomér aspon
45. Protoze se ovSem jedné o tii nejmensi kruhy, znamena to, ze zbylych 2016 kruhi ma
polomér také vétsi nez 45. Dokézali jsme tedy, ze aspoi 2017 kruhii ma polomér aspon 45
a tedy soucet jejich obsaht je 452 - 20177. Obsah celého velkého kruhu je 2019%7.

7452 - 2017 = 40844257 > 40763617 = 2019%7

Tedy porovnanim zjistujeme, Ze soucet obsahii malych kruhi bude vzdy vétsi nez obsah
velkého kruhu, coZ je spor. Proto musi existovat trojice kruhti, pro kterou je soucet jejich
poloméri nejvyse 145.

ULoHA 4.3. Principal rozlozil na stiij nekonecny ¢tvereckovany papir. Ja jsem mél zapi-
sovat krizky, on kolecka. Ve svych tazich jsme se pravidelné stiidali pficemz jsem zacinal
ja. Principal mi vysvétlil, Ze vyhraji pravé tehdy, pokud se na papife bude nachéazet ob-
délnik o rozmérech 4 x 5, v jehoz rozich se budou nachézet kiizky (z-ova souradnice rohi
obdélniku se tedy musi lisit o 3 a y-ova o 4). Po chvili hrani se mi vSak néco nezdélo. Zkusil
jsem dokazat, ze ma Principal takovou strategii, Ze bez ohledu na to, jak hraji ja, mé nikdy
neneché vyhrat.

RESENi. Zafixujme nékde pocatek. Policka ocislujme dvéma &sly X a Y, podle toho,
o kolik poli vodorovné a svisle se musime posunout z poc¢atku, abychom se do nich dostali.
Hraci plochu 1ze pomyslné rozdélit na vice hracich plankt, kde ve stejném hracim planku
budou policka se stejnym zbytkem ¢isla X po déleni 3 a stejnym zbytkem Y po déleni 4,
tedy na 12 pomyslné ruznych hernich planki.

Sta¢i nam ukézat, jak Principal Teodorovi zabrani ve vyhte na kazdém z téchto her-
nich planku. Policka v rdmci jednoho planku lze spojit do dvojic, viz obrazek. Obdélnik s
kiizky v rohu by musel obsahovat jednu celou dvojici poli¢ek zaplnénou krizky. Principal
zabréni Teodorovi ve vyhte tim, Ze po jeho tahu obsadi policko, které je ve dvojici s tim,
které Teodor pravé obsadil. Je-li takové polic¢ko jiz obsazené koleckem, d& Principal kolecko
kamkoli. Proto dokéze Principal Teodorovi zabranit at uz zac¢ina kdokoli.

s —=

5 B—a B

ULoHA 4.4. ,Svét, kde se ted nachazis, je trojuhelnikovy, ma tedy jen t¥i svétové strany:
Sever, Jih a Cas. Politicky je tento svét rozdélen na severni, jizni a ¢asové mocnosti.
Cirkus lezi na jednom z Trianglovych ostrovi, které jsou rozdéleny do trojuhelnikovych
provincif a v kazdém vrcholu provincie se nachézi mésto. Jeden z ostrovi vypada naptiklad
takto.. Principal nakreslil na papir obrazek. ,,Kazdé mésto ovlada jedna ze tii mocnosti.
V nejsevernéj$im mésté kazdého z ostrovi sidli Severni mocnost, v nejjiznéjsim mésté Jizni
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mocnost a v nejcéasovéj$im mésté Casova mocnost. V méstech severojizniho pobtezi sidli
sever nebo jih. Obdobné to plati pro severocas a jihoc¢as. O vnitrozemskych méstech nic
nevi§. Dokaz mi, Teodore, Ze na kazdém ostrové existuje provincie v jejiz vrcholech lezi
mésta vSech t¥{ mocnosti.“

SC\ICr

Tih

RESENi. Pro spor piedpokladejme, Ze na celém ostrové nenf zadna provincie s kazdym
méstem jinym. Spocitejme pocet hran, jejichZ koncové body pati{ jinym mocnostem, pfi-
¢emz kazdou spocitame tolikrat, kolika trojihelnikii je soucasti (tzn. okrajové hrany jen
jednou, vnitini dvakrat). Témto hranam fikejme ,specialni®.

1. Kazdy trojihelnik mé bud vechna mésta stejna, pak neobsahuje Zadnou specialni
hranu, nebo mé jedno mésto rizné od zbylych dvou, pak obsahuje dvé specialni hrany.
Kazdopadné je pocet specidlnich hran urcité sudy.

2. Secteme hrany uvnitf ostrovu a na okraji. Po¢et hran uvnitf je jisté sudy, nebot je
kazda hrana uvnitt souc¢asti dvou trojihelnikt. Pocet hran na okraji je naopak lichy.
To z toho diivodu, ze kdyz projdeme jednu stranu mezi dvéma okrajovymi mésty,
mocnost je na zacatku cesty jinad nez na konci, pfi¢emz kazdé mésto na cesté patii
pouze jedné za dvou mocnosti. Takovychto ,,pfechodi® z jedné mocnosti na druhou
tedy musi byt opravdu lichy pocet. Nakonec, pocet specialnich hran je roven souctu
sudého &isla (vnitini hrany) a t¥i lichych (na kaZzdé strané jedno), coZ je liché.

Spor.

ULoHA 4.A. Uprostied stolu byla nekoneéné hluboké dira o rozmérech 10 x 20 centime-
tria. Na jejim okraji se nachazel plot. K lampé umisténé uprostied kratsi strany diry byl
privazéan hlidaci pes na fetézu dlouhém 30 centimetrii. Pfemyslel jsem: Jak velk4 je plocha
uzemi, které muze pes hlidat (kam az mu dovoli fetéz), aniz by spadl do diry?

RESENi. ProtoZe se bude Fetéz na rozich plotu ohybat, dostaneme jeden pilkruh o polo-

méru 30 cm, dva ¢tvrtkruhy o poloméru 25 cm a dva ¢tvrtkruhy o poloméru 5 cm, které

se uz nebudou prekryvat. Obsah plochy tedy bude ”'302 + W'§52 + ”75’2 = TT5mem?.
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ULoHA 4.B. Koberedek na stole ted nabiral viechny mozné rozméry. Viiml jsem si,
7ze jeho strany jsou vSak vidy takovd pfirozena ¢isla a a b, Ze § je zlomek v zékladnim
tvaru. Sviraje v ruce revolver jsem zkusil najit vSechna realna c takové, Ze na koberecku
o stranédch a a b tvorila kostkovany vzor s kostkami o strané ¢ (tedy koberec sel vydlazdit
¢tverci o strané ¢). Nesmim zapomenout dokéazat, Ze jsou skuteéné viechna, pomyslel jsem
si.

RESENi. Lze-li obdélnik o stranach a,b vydlazdit ¢tverci o strané ¢, znamena to a =

de,b = ec pro né&jaka prirozena cisla d,e. Tedy 7 = % = g. Jelikoz 7 je v zékladnim

tvaru, znamend to ald,ble; presnéji d = ax,e = bx pro n&jaké prirozené x. Celkem tedy
a = dc = axc neboli cx = 1. Tedy kazdé feSeni mus{ byt tvaru ¢ = % pro néjaké prirozené
x. Navic pro libovolné takové x lze obdélnik o rozmérech a,b lze vskutku vydlazdit abz?
¢tverci o strané délky % Celkem tedy

1
CG{, JJGN}.
x

ULoHA 4.C. Vybavila se mi soustava, na které jsem byl nékolik dnit zaseknuty. Mozna
pravé v ni jsem udélal chybu. V hlavé jsem ji vyfesil pro x,y, z € R.

(2 =y =3)+arz—yz =2
ya? —y? —3) —zz+yz =2
(z—y)(a® —y* =3) +6(z —y) = —2.

RESENi. Sectenim prvnich dvou rovnic a tpravou tieti dostavame:
(z+y)(a® —y* = 3) =4, (7)
(z —y)(x* —y* +3) = -2

JelikoZ pravé strany obou rovnic jsou nenulové, tak mus{ vyt nenulové i levé strany a rovnice
miizeme vynasobit, dostaneme:

(@* =) ((«* —y*)* —9) = =8.

Vidime, Ze se nam v rovnici mnohokrat vyskytuje élen (22 —y?), zavedeme proto substituci:
t = 22 — y?. Dostaneme:

3 —9t+8=0.
Jedn4 se sice o kubickou rovnici, kteréd se obecné resi velice Spatné, ale v tomto konkrétnim
piipadé miZeme uhadnout kofen t; = 1 a vytknout z levé strany ¢len (¢t — 1), z ¢ehoz
dostaneme (t—1)(t2+t—8) = 0. Dopo¢itame, 7a posledni dva kofeny jsou to = —1%\/?6’ t3 =
—1-+/33
52
Vyjadfeme nyni{ ostatni{ nezndmé v zévislosti na ¢. Z posledni rovnice méame:
-2
rT—y=—->
YT
a z (7) dostavame:
4
THy=-—-:.
-
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Sec¢tenim a odectenim téchto dvou vztahii dostaneme:

1/ -2 4\ t+9
$_2(t+3+t—3>_t2—9’
1/ 4 -2\ 3t+3
y:2(t—3_t+3>:t2—9'

7 prvni rovnice mizeme vyjadiit z = % Dosazenim vsech moznych hodnot ¢ dosta-
. 5 _3 14+/33 7—1/33 V33-1 7+/33
vale (9073172) € {(_17_1a1)7<_ +2 7_37 4 )7( 2 7_37 Jr4 )}
Spravnost feSeni ovéiime zkouskou. ReSeni bylo vice, ale toto jsem vybral, protoze mi
prislo pou¢né zasubstituovat slozity vyraz, ktery se v soustavé ¢asto opakuje.

UroHA 4.D. ,UkaZ mi, 7e kazdé pFirozené &islo lze zapsat jako rozdil dvou piirozenych
Cisel, které v rozkladu na prvocinitele maji stejny pocet riznych prvocisel.”

RESENi. Tvrzeni je lehké dokézat pro suda ¢isla: Necht n je sudé, pak n = 2n—n. Protoze
je m sudé, 2n ma presné stejné prvociselné délitele jako n.

Necht tedy n je liché. Oznaéme p nejmensi liché prvocislo nedélici n a zapiSme n jako
n = pn — (p — 1)n. Nyni staci ovéfit, ze pn a (p — 1)n maji stejny pocet ruznych prvocisel
v rozkladu. Protoze z ptredpokladu p nedéli n, pn méa o jedna vice riznych prvocisel v
rozkladu nez n. Dale vidime, Zze p — 1 je sudé, a tedy do rozkladu (p — 1)n piibyla dvojka.
Zdivodnime, pro¢ nic jiného uz neptibylo: Uvazime licha prvocisla z rozkladu ¢isla p — 1.
Vsechna jsou jisté mensi nez p, a proto z predpokladu musela délit uz samotné n, tedy do
rozkladu (p — 1)n nepfibyla (uz tam byla).
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