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ResSeni 3. série

DUKAZY

ULoHA 3.1. Mam k dispozici n/(n + 1) a (n 4+ 1)/(n +2),n € N. A taky niiz na krku.
Pomoci kone¢ného poctu séitani a od¢itani potiebuji dostat jednicku.

RESENi. Jednitku ziskame, pokud od ¢isla ziskaného sectenim n a dvou zlomki Z—i;
odecteme n a jeden zlomek 7. Celkem dostaneme:

n+213<rét n+1 krat
n+1 n+1 n—+1 n n n
n—|—2+n—|—2+”.+n—|—2_n—|—1_n—|—l_'”_n+1_
n+1 n
=(n+2) —(n+l)——=mn+1)—n=1

n+2 n+1

ULoHA 3.2. KiiZovka, kterou po mné Donatella hodila, byla matematicka. Posledni chy-

13

~is 2 . . . ~ A P A 3 5 : N
bé&jici pojem je ,,nejmensi kladné celé ¢islo n takové, Ze /2n, v/3n, v/ 5n jsou prirozenéd‘.

RESENi. Na to, aby n-td4 odmocnina bola prirodzené &islo, musi byt &slo pod odmocni-
nou n-tou mocninou. Takze hladané ¢islo n musi splhat nasledujtice rovnosti pre nejaké
prirodzené z, y, z:

2n = 22 (1)
3n =y (2)
5n = 2° (3)

Z (1) plynie, 7e 2 deli 22, preto nutne 2 deli = a teda 4 deli 22. TakZe 2 deli n a n je
tvaru 2k? pre nejaké prirodzené k. To znamené, Ze kazdé prvoéislo ma vo faktorizacii ¢isla
n parny exponent, okrem ¢isla 2, ktoré mé exponent nepérny.

Analogicky, z (2) plynie 3% deli 32 a teda 32 deli n. Preto n je v tvare 3%[3 pre nejaké pri-
rodzené [. To znamena, Ze kazdé prvocislo okrem 3 ma vo faktorizacii n exponent delitelny
¢islom 3. Exponent prvocisla 3 ma po deleni 3 zvySok 2.

Nakoniec, z (3) plynie, ze 5° deli z° a preto 5% deli n. Z ¢oho plynie, Ze n je v tvare 5*m?
pre nejaké prirodzené m. Takze v8etky prvocisla okrem 5 maji exponent vo faktorizacii n
deliteIny ¢islom 5. Exponent prvocisla 5 méa po deleni 5 zvygok 4.

Ked dame tieto informacie dokopy, tak zistime, Ze na to, aby n bolo o najmensie, tak
musi byt v tvare 2¢3%57, kde plati:

e « je najmengie neparne prirodzené &islo delitelné 3 a 5. Preto o = 15.

e 3 je najmengie parne prirodzené ¢islo delitelné 5 a po deleni 3 so zvySskom 2.
Preto g = 20.
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e v je najmensie parne prirodzené ¢islo delitelné 3 a po deleni 5 so zvyskom 4.

Preto v = 24.

TakZe najmensie prirodzené &slo vyhovujice podmienkam je n = 219320524,

UroHA 3.3. ,Necht m, n jsou nesoudélna cela ¢isla, n je rizné od nuly, k € Z. Ozna¢me

A ={a+bVk|abeQ},

M:{a—kb\/fm,be(@}.

UkaZz, ze pro vhodné k plati M = Ap,* vystékla akrobatka zlomyslné.

RESENi. Necht m,n € Z, n # 0. Necht a,b € Q. Pak plati

V b
atb ) =atb /D matb @=a+bﬂ:a+—\/mn,
n n n n? Vn2 In|

pricemz ziejmeé % € Q.
Budeme se snazit ukazat, Ze pro k = m - n plati M = A,

Necht m,n € Z, n # 0, (m,n) = 1. Necht k = mn.

M C Ay: Necht z € M libovolny. Pak 3a,b € Q: 2z =a+b\/7".

b b
z=a+b m:czjt—\/rrmeAk <zfejmé€@>.
V n |n In

Ay, C M: Necht z € Ay, libovolny. Pak Ja,b € Q : z = a + bVk.

2
z:a+b\/%:a+b\/mn:a+bwmn-%:a+b\/%:

:a+an21/T=a+b|n|ﬁ/T € M (zfejmé b|n| € Q).
n n

Jelikoz plati M C A, i A, C M, plati M = Ay pro k = mn.

ULoHA 3.4. Krys a Mys mi koneéné sdélili, ze maji k dispozici pravitko, kruzitko a usecku
dlouhou v/2018. Pomoci nich pry miizou sestrojit kouzelnou tsecku dlouhou 1. Ale jak?

RESENI. Reseni rozdélime do dvou kroka — v prvnim ukézeme, jak ze zadané vzdalenosti

/2018 lze pomoci pravitka a kruzitka zkonstruovat vzdalenost 2018 a v druhém kroku
ukaZzeme, jak rozdélit tsecku na dany pocet stejné dlouhych ¢asti a z vyrobit tak 1.
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1. Zvolme bod A; a bod B tak, ze |A; B| = v/2018. Nyni zkonstruujme kolmici k2 na
A1 B prochéazejici bodem A; a na ni bod Ay tak, ze |A; A2| = v/2018. Protoze body
A1 A B tvoii pravothly trojihelnik, z Pythagorovy véty potom |AsB| = v/2-/2018.
Podobné zkonstruujme bod As lezici na komici k3 na AsB prochézejici bodem A,
tak, 7e |A2Az| = +/2018. Opét z Pythagorovy véty dostavame |A3B| = v/3 - v/2018.
Stejnym zptisobem postupné konstruujeme body A;, pficemz |A;B| = /i - v/2018.
Snadno nyni pro ¢ = 2018 dostavame |Agg13B| = 2018.

2. Uvazme nyni pfimku p vedenou bodem B tak, ze Asp1s ¢ p a libovolnou vzdalenost
d. Sestrojme bod Cj na p tak, ze |BC1| = d a déle body C; na polopfimce BC] tak,
ze |BC;| = i -d. Rovnobézky k piimce Agp1sCo01s vedené body Cj, i < 2018 nyni
rozsekaji usecku |Agp13B| na 2018 ¢asti o stejnych délkach — délkach 1.
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Zavérem dukazu je tfeba zduraznit, Ze vSechny ,,subkonstrukce® jako kolmice ¢i rovnobézky
vedené danym bodem lze jednoduse realizovat pouze pomoci kruzitka a pravitka, coz zde
nebudeme ukazovat. PTi feSeni jsme mohli celociselné strany dosdhnout i konstrukei pra-
votihlého trojihelniku o stranach 13, 43 a /2018 a dale Slo obc¢as v nékteré ¢asti elegantné
pouzit Euklidovu vétu o odvésné.

ULoHA 3.A. Krys a Mys vytahli z kapsy krychli syra. Sdélili mi, Ze ji potfebuji rozdélit
jednim fezem na dva dily. Jejich pozadavek v8ak nebyl, aby byly stejné, nybrz aby byl
fezem Sestithelnik.

RESENi. Krychli pojmenujeme standardné ABCDEFGH, tedy tak, ze E lezi nad A.
Ozna¢me si jako I, J, K, L, M, N po fadé stfedy hran AB, BC, CG, GH, HE, EA,
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viz obréazek, a dokazme, Ze vSechny skutec¢né lezi v jedné roviné. Body IJLM ziejmé lezi
v roviné dané dvojici rovnobéznych pfimek IJ a LM, zbyva vySetfit body K a N.

Piimka IJ lezi v roviné ABC, kde také lezi piimka DA. Protinaji se v bodé, ktery
nazveme P a z véty usu je vzdaleny od bodu A o pilku hrany krychle. Podobnou tvahou
se v8ak v bodé P musi také protnout pifimky M N a DA, proto P lezi v roviné IJ M, a tedy
i N lezi v roviné IJM. Bod K vyfesime analogicky.

UroHA 3.B. Automat na jména fungoval nasledovné: Vypadne z ného jméno pokazdé,
kdyz se do né&j zada prvocislo p, pro které je 18p 4 1 tfeti mocnina né&jakého prirozeného
¢isla. Potfeboval jsem najit vSechna takova prvodisla.

RESENI. Ze zadani mame najit viechna takova provoéisla p, pro ktera existuje piirozené
¢islo a € N takové, ze plati
18p+1=ad?

Protoze leva strana dava zbytek 1 po déleni 6, musi davat také prava strana stejny zbytek.
Rozeberme, v jakém tvaru miize byt ¢islo a, aby a® davalo zbytek 1 po déleni 6:

a =6k = a® = 6-36k”
a =6k +1= 6(36k>+ 18k* + 3k) + 1
a =6k + 2 = 6(36k> + 36k + 12k + 1) + 2
a =6k +3 = 6(36k> +37k* + 27k +4) +3

7 téchto moznosti musi byt proto a ve tvaru 6k + 1 a ze symetrie je zfejmé, Ze 6k — 1
a 6k — 2 to byt také nemutzou.
Prevedenim 1 na opacnou stranu a roznisobenim ziskdvame tvar

18p=a®-1

18p = (a—1)(a* +a+1)

Po dosazeni za a ziskdme rovnici
18p = (6k +1—1)((6k +1)2+6k +1+1)

18p = 6k(36k? + 12k + 1 4 6k + 2)
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18p = 6k(36k* + 12k + 6k + 3)

A podélenim 18 ziskdme
p = k(12k* + 4k + 2k + 1)

Nyni je zifejmé, Ze toto ¢islo bude prvocislem pouze tehdy pokud k = 1. Proto p = 12 +
4+ 2+ 1 =19 coz skutecné prvodislo je, a je to tedy jedinym moZnym feSenim.

ULoHA 3.C. Na zadni strané fotografie je ¢tyfthelnik ABCD, na strané AB je vyznaceny
bod E a prisecik uhlopfi¢ek je oznacen jako F'. Navic plati |[AB| =4, |AE| = 3, |[AF| = 2,
|FC| = 4, |[EC| = 4, |[FD| = 8. Musim Akrobatce dokéazat, ze pifimka AD je tetnou
ke kruznici opsané trojuhelniku ABC.

RESENi. Trojihelniky CAE a BAF jsou podobné podle véty sus <% = ﬁ—g = 2 amaji
spole¢ny thel u vrcholu A). Proto maji thly <AEC a <AFB stejnou velikost. A tedy
maji stejnou velikost i thly <CEB a <AFD (jelikoZz se jednéa o thly vedlejsi k thlim
JAEC a <AFB). A opét podle véty sus jsou proto podobné trojuhelniky AFD a BEC
(% = % = 4). Z podobnosti vyplyva, ze |[<F'AC| = |<FAD| = |[<EBC| = |<ABC|
a proto podle véty o obvodovém a tsekovém tuhlu je piimka F'A te¢nou ke kruZnici opsané
trojahelniku ABC.

ULoHA 3.D. Rekl jsem Akrobatce, Ze pokud a, b, ¢ jsou strany trojuhelnika a r polomér
kruZnice jemu opsané, plati potom Ze

(@a+b+c)? - 1
4dabc r

Ted ale jesté musim dokazat, Ze je to pravda.

RESENI. Pomuzeme si dvojim vyjadfenim obsahu S trojthelnika se stranami a, b, c.
Prvni je pomoci Heronova vzorce, ktery nam rika

S =/s(s—a)(s—b)(s—c),

kde
_a+b+tec
§=——5—-
Druhy dostaneme tpravou vzorce
S Lobsi
=5 absin-y,

kde ~ je tihel sevieny stranami a, b. Ze sinové véty vime, Ze

Cc

- = 2r,
sin

kde r je polomér kruznice opsané. Tedy siny = .. Celkem tedy mame

abe
4r
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Nyni vyuzijeme AG nerovnost:

> /s(s—a)(s—b)(s—c) =V5 = abe

4r

a+b+c s+(s—a)+(s—b)+(s—c)
4 4

Opravdu ji pouzit miZeme: vSechna ¢tyfi ¢isla s, s — a, s — b, s — ¢ jsou z trojuhelnikové
nerovnosti kladna. Rovnost v AG nerovnosti nastava, kdyz jsou v8echny proménné stejné,
tj. aby v této nerovnosti nastala rovnost, muselo by platit s = s — a a tedy a = 0, coz
nelze. Proto je dana nerovnost opravdu ostra.

Celkem jsme tedy dostali
a+b+c - | abe
4 4r

Nyni sta¢i umocnit a obé strany vynasobit ¢islem i (které je kladné, jedna se tedy

o ekvivalentni dpravu) a dostaneme pozadovanou nerovnost.
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