XXV. ro¢nik BRKOS 2018/2019

Reseni 2. série

DUKAZY

UroHA 2.1. Kli¢ové, pro mou cestu ¢asem bylo zjistit, zda plati Alexandrovského hy-
potéza. Mél jsem pred sebou fadu znamych tvrzeni o kterych jsem nevédél, jestli plati,
ale zjistil jsem o nich rizné vztahy.

Pokud neplati Bakovského domnénka, tak plati Coquinova domnénka.

Pokud plati Dantova véta, tak plati Alexandrovského hypotéza nebo Velka Elidsova
véta.

Pokud neplati Fisherova hypotéza a plati Bakovského domnénka, tak plati Giiblerova
domnénka.

7Z platnosti Coquinovy domnénky plyne, ze Velka ElidSova véta neplati.

Jestlize neplati Alexandrovského hypotéza a plati Giiblerova domnénka nebo Fishe-
rova hypotéza, tak plati i Coquinova domnénka.

Dantova véta plati.

RESENi. Pozorny citatel si viimne, Ze vietky vztahy sa daju formalizovat vo vyroko-
vej logike s premennymi reprezentujicimi jednotlivé vety, domienky a hypotézy. Vztahy
zapisané forméalne vyzeraju nasledovne:

1.

2.

6.

-B = C
D = AVE
. FAB = G
C = -F

. ANGVF) = C

D

Chceme ukazat, ze ak st predoslé vztahy pravdivé, tak A musi byt pravdivé. Ukézeme to
pomocou dokazu sporom. Pre spor predpokladajme, Ze vSetky tvrdenia 1. — 6. st pravdivé
a A je nepravdivé, teda plati —=A. V dalgich krokoch budeme pomocou zndmych faktov
odvodzovat nové, ktoré potom pouzijeme v dalsich odvodeniach.
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7 2. a 6. plynie AV E. Potomz AV E a —A plynie E.

7 obmeny 4., teda z formule £ = —C, a z FE vyplyva =C.

Z obmeny 1., teda z -C' = B, a z =C vyplyva B.

Z obmeny 5., teda z -C = —(=AA(GV F)), az —~C vyplyva ~(=AA (G V F)).
Vdaka DeMorganovym zakonom vieme, Ze to je to isté ako AV (=G A —F). Kedze
= A, tak musi platit -G A —F.

Z predoslych krokov vieme, Ze plati B a —F'. Preto podla 3. musi platit G.

V predoslych bodoch sme odvodili G a zaroven =G, ¢o je spor. Z toho vyplyva, Ze ak
su pravdivé tvrdenia 1. — 6., tak aj A musi byt pravdivé.

Dokaz ukon¢ime tym, Ze dame priklad priradenia, kde A je pravdivé a 1. — 6. si prav-
divé. Jedno z takych priradeni je napriklad: A=C=D=1,B=FE=F=G=0.

UroHA 2.2. Necht p je prvocislo. Dokazte, ze pokud rovnice 2® — y3 = p ma pfirozena
feSeni z, y, pak existuje celé &islo k takové, ze p = 3k? + 3k 4+ 1. A naopak pokud takové
k existuje, pak rovnice 23 — y> = p ma piirozené feseni.

RESENi. =

Predpokladame, ze rovnice ma feSeni x, y, kde x, y jsou prirozena ¢isla. Vzorcem pro
rozdil mocnin upravime rovnost na p = (z — y)(2? 4+ zy + y?). Prvoéislo je délitelné pouze
dvéma piirozenym ¢&isly, 1 a samo sebou, proto bud  —y = 1, nebo 22 + 2y +3> =1. O
a y vSak predpokladame, Ze jsou prirozené, a tedy je druhy z vyrazu vétsi nez 1. Proto
x—y=1,tedy x =y + 1, coz dosadime do p = 22 + zy + y? a dostaneme:

p=Ww+1)’+ @+ y+y°
p=vy’+2y+1+12+y+y°
p=3y>+3y+1.

Hledané k dostaneme jako y, coz je dokonce prirozené éislo.

77<:“

Piedpokladame, 7e p lze zapsat jako 3k% 4+ 3k + 1, kde k je celé ¢&islo. Jestlize je k
prirozené ¢islo, mizeme v feSeni postupovat pozpatku, ,tipnout® siy = k, z = k+ 1
a ovéfit, ze se skutedné jedna o feSeni rovnice 23 — y> = p, nebot p = 3k> + 3k + 1 =
E3+3k2+3k+1—k = (k+1)2 - k% Pro k =1 nebo k = —1 vidime, Ze 3k% + 3k + 1
nevyjadiuje zadné prvocislo. Zbyva vysetiit k < —1.

p=—[~(k+1)° (k)

p=(=k7 = [=(k+ 1)

Tedy x = -k, y=—k — 1.
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UroHA 2.3. Védél jsem, 7ze portal do minulosti musi mit tvar &tyFahelniku ABCD.
Dale, Ze musi byt dana osa thlu o, u vrcholu A, osa thlu o, u vrcholu C, kolmice e k o,
prochazejici vrcholem C. Prusecik o, a e jsem nazval E. Taky je dana piimka f, ktera
je rovnobézna se stranou BC a prochézi bodem D. Priise¢ik e a f jsem nazval F'. Potfeboval
jsem dokéazat, Ze nasledujici t¥i tvrzeni jsou v ekvivalenci (pokud plati kterékoli z nich, tak
plati v8echny tii):

e Ctyfthelnik ABCD je tétivovy
e Ctyrthelnik ACED nebo AECD (podle toho, ktery je konvexni, uvazte obé varianty)
je tétivovy

e Ctyfthelntk AEFD je obecngjsi pifpad deltoidu (ahel <DFE je shodny s thlem
<EAD).

RESENi. Vlastnosti si oznatme I. (¢tyfihelnik ABCD je tétivovy), I1. (GtyFihelnik
ACED nebo AECD je tétivovy) a II1. (¢tyfuhelnik AEFD je obecnégjsi piipad delto-
idu). Sta¢i nam totiz ukazat pouze t¥i implikace, a to I. = II., II. = III. a IIl. = I.
Zbylé tii implikace uz lze seskladat z téchto (napt. I1. = I. ziskdme jako I1. = I1I. = I.).

wl. = II1.“ ACED konvexni (prvni obrazek) ProtoZze je ¢tyfthelnik ABCD je
tétivovy, plati 2a = 180° — |<BCD|, ¢ili a = 90° — |<BCD| = 90° — (90° — ~) = 7.
A protoze je tétiva DFE vidét z bodu A pod stejnym thlem jako z bodu C, lezi ACED na
jedné kruznici.

wl. = 1., AECD konvexni (druhy obrazek) Protoze je ¢tyfuhelnik ABCD je
tétivovy, plati 20 = 180° — [«BCD, &li a = 90° — 2BEPL — 900 — (90° — 4) = ».
A protoze |[<DCE| = 180° — v = 180° — «, je AECD tétivovy.

wlI.= I11.*“, ACED konvexni (prvni obrazek) -~ = a (obvodové uhly k tétivé DE),
v = 0 (soumérné uhly podle osy o.), § =  (souhlasné uhly u rovnobézek), z ¢ehoZ plyne

a=p.

wII. = IT1.%, AECD konvexni (druhy obrazek) « = 180° — |<DCE|=r~,v =94
(soumérné thly podle osy o.), 6 = 8 (souhlasné ahly u rovnobé&zek), z ¢ehoz plyne o = .
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WwIII.= 1. o= (pfedpoklad) 8 = § (shodné ahly u rovnobézek) 6 = 90° —(90° —¢) =
90° — IZBEDL — 7 toho plyne 2o = 180° — [<BCD)| a &tyfihelntk ABCD je tétivovy.

ULOHA 2.4. Necht f je funkce dvou realnych proménnych takova, ze f(1,1) = 2 a pro viechny
pfirozena ¢isla m, n plati

{f(m+ 1,n) = f(m,n) +2(m +n)
fm,n+1)= f(m,n)+2(m+n—1).

Ukazte, Ze plati
f(m,n) = (m+n)?>—(m+n)—2n+2.

RESENT. Nejdiive slovo o tom, jak si predstavit funkci dvou proménnych. Pokud pro-
ménné bereme napt. z oboru celych (¢ pfirozenych) &isel, je dobré si funkei nakreslit jako
tabulku, kde kazdé policko ma soufadnice m,n a obsahuje hodnotu f(m,n). (Tip: hodnoty
funkce muZzeme interpretovat jako vysku jednotlivého policka a pro realné proménné, ,kde
jsou policka nekoneéné mala®, dostavame plochu nad rovinou, viz obrazek.)

Dale si vS§imnéme, Ze funkce f je v bodé m,n definovana vice zpisoby - z (1, 1) miZeme
jit nejdiive doprava o m, poté nahoru o n a nebo opa¢né (nebo jesté dalsimi cestami). Je
vzdy dobré se presvédcit, ze tyto zptisoby koinciduji a funkce je dobie definovana. Na tomto
misté staci ukazat, ze dopadne stejné cesta o 1 nahoru a pak o 1 doprava jako o 1 doprava
a pak o 1 nahoru (neboli Ze kroky nahoru a doprava komutuji). Kazdou cestu pak pomoci
tohoto jednoduchého pravidla umime porovnat s jinou. Jedné se o jednoduchy vypocet,
ktery nyni presko¢ime.

Vyjma policek (1,n) se do kazdého policka tabulky umime dostat zprava, staci tedy
uvazit jednoduchou implikaci Vm,n € N:

fim,n) = (m+n)?—(m+n)—2n+2 = f(m+1,n) = (m+1+n)?—(m+1+n)—2n+2:

fm+1,n) = f(m,n)+2(m+mn) = (m+n)® = (m+n) —2n+2+2(m+n)
=m?*+n’*+2mn—(m-+n)—2n+2+2m+2n)+1-1
=m?+n*+2mn+2m+2n+1)— (m+14+n)—2n+2
=(m+1+n)?—(m+1+n)—2n+2.
To nam 1ika, Ze pokud plati rovnost pro néjaké policko, plati i ve vSech polickach napravo
od néj. Pro dikaz tvrzeni uz staci jen dokazat, Ze rovnost plati v prvnim sloupci:
VneN: f(1,n) = (1+n)?2—(1+n)—2n+2=1+2n+n’>-1-n—2n+2=n?—n+2.
To provedeme indukci k n. Mame f(1,1) = 2, ¢imZ je splnéna rovnost pro n = 1.

Predpokladejme, Ze rovnost plati pro néjaké n a ukazme, ze plati i pron+1: f(1,n+1) =
fn)+2l+n—-1)=n?>-n+2+2n=(n+1)2— (n+1)+2. Tim je dikaz hotov
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UroHA 2.A. Nakreslil jsem dvé kruznice, které se protinaji. Aby nebyl portéal naklonény,
potfeboval jsem dokazat, Ze spojnice pruseciki je kolmé na spojnici stfedi.

RESENi. Ozna¢me stiedy kruznic S a T a jejich dva priseciky P a Q. Konetné prisecik
piimek PQ a ST ozna¢me R. Pak trojihelniky STP a STQ@ jsou shodné podle véty
sss. Sdili totiz spole¢nou stranu ST, |SP| = |[SQ| a [TP| = |T'Q|. Posledni dvé rovnosti
vyplyvaji z toho, Ze se jedn& o rizné poloméry stejnych kruznic. Protoze trojuhelniky
STP a STQ jsou shodné, jsou shodné také thly <T'SP a <T'SQ. Proto jsou podle véty
usu shodné i trojuhelniky RSP a RS(Q. To ovSem znamena, ze |[<SRP| = |[<SRQ)|, ale
zaroven je jejich soucet 180°. Kazdy z téchto thlt musi byt tedy nutné pravy, coz jsme
chtéli dokazat.

Tato tvaha neplati, pokud S lezi na tétivé PQ. V takovém piipadé je totiz trojuhelnik
S RP degenerovany na usecku. Je ovSem ziejmé, Ze vzdy aspon jeden z obou stfedt nebude
leZet na tétivé PQ a tento si tedy muzeme oznacit S. Pak nase iivaha bude vzdy korektni.

UroHA 2.B. Na zed jsem nésledné napsal ¢isla od jedné do n v klasickém pofadi. Na dalsi
radek jsem je potom napsal v jiném poradi. Na tieti fddek jsem napsal rozdil dvou ¢&isel
nad nim (vzdy prvni minus druhé). Stalo se pfesné to, co jsem ¢ekal. Soucet ¢isel na t¥etim
fadku byl vzdy 0. Ted jsem to jen potieboval dokazat.

RESENi. Tato tloha méla dva mozné piistupy. Slozit&jsi byl sledovat, kam se posouvaji
jednotliva ¢isla. Naptiklad pokud se jednicka posune na pozici 3, sledujeme kam se posunulo
¢islo 3 a tak dale. Neni tézké si uvédomit, ze takovato posloupnost se musi zacyklit a
nékdy se budeme opét ptat kam se posunulo ¢&islo 1. Pokud se¢teme vSechna tato posunuti
v jednom takovém cyklu, vzdy ziskame nulu. Kone¢né kazdé preusporadani ¢isel si mizeme
vyjadiit jako slozeni nékolika takovych cyklid, tedy soucet vSech posunuti musi byt také
nulovy.

Mnohem jednodussi feSeni ovSem bylo prosté odecist vSechna ¢isla. Diky komutativité
s¢itani dostavame, Ze ve tietim Fadku je soucet v8ech ¢&isel z prvniho Ffadku zmenseny
o soucet vSech ¢isel v druhém fadku. Protoze oba fadky obsahuji stejnéa ¢isla, jsou si oba
souCty rovny a vysledny rozdil je proto nulovy.

ULoHA 2.C. Pamatoval jsem si, Ze aby mohlo byt liché ¢islo dokonalé, nesmi se jednat
o druhou mocninu pfirozeného ¢isla. Potfeboval jsem vSak dukaz. (Poznamka: dokonalé
¢islo je takové prirozené Cislo n, pro které plati, Ze soucet vSech jeho pfirozenych déliteli
mimo samo n je roven ¢islu n. Napiiklad 1 +2+3 =6 nebo 1 +2+4+4+4+ 7414 = 28.)

RESENi. Budeme dokazovat sporem:

Predpokladejme tedy, ze existuje liché dokonalé x, které je druhou mocninou néjakého
pfirozeného &isla (oznac¢me ho k). Jelikoz x je liché, tak budou 1isi i vSichni jeho délitelé.

Ukazme, Ze x mé lichy pocet déliteli. Pro kazdé d délici ¢islo x, které je mensi nez k,
existuje jednoznacné urceny délitel 7, ktery je v&tsi nez k a naopak. Existuje mezi nimi
tedy bijekce a mizeme je tedy rozdélit do dvojic, z ¢ehoz vyplyva, ze vSech délitelti kromé
k je sudy pocet a s k dohromady jich je tedy lichy pocet.

Dostavame tedy, Ze pocet délitelt ¢isla x, ktefi jsou mensi nez x je sudy. Potom bude
sudy i jejich soucet (jelikoZ jsou v8ichni s¢itanci lisi), ktery je ale roven samotnému x, které
je liché, coz je spor.
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UroHA 2.D. Posledni fadek vypocétu, ktery mi chybél vypadal takto: Necht z < —1,
y > 1 jsou redlna ¢isla. Ukazte, Ze plati

(z —y)?
Va2 —1++/y2 -1

> 3.

RESENi. Ulohu &lo fesit mnoha zpusoby, napfiklad riznymi variacemi na AG nerovnost
¢i pomoci kvadratické nerovnosti. Jako vzorak predklddam feSeni Vaska Zvonicka, které
patil mezi nejelegantnéjsi a je velmi dobfe sepsané.

Zacneme upravou Citatele:

(z —y)? _ @ =D+ (P -1) — 20y +2
\/:1:2—1—|—\/y2—1_ Ve —1+y2 -1 '

Nyni provedeme substituci @ = 2?2 — 1 b = y? — 1. Substituci u smieného ¢lenu pro-
vedeme takto: xy = —va+ 1v/b+ 1 (vSimnéme si znaménka —. které se zde vyskytuje
z toho ditvodu, Ze obor hodnot odmocniny je R* U {0}, ale hodnota xy diky podminkdm
x < —1,y > 1 je zaporna). Po provedeni uvedené substituce a vynasobenim nerovnosti jme-
novatelem, coZ je ekvivalentni tiprava, nebot jmenovatel zfejmé nabyva kladnych hodnot,
dostaneme nerovnost ekvivalentni té nasi:

a+b+2vVa+1vVb+1+2 > 3(vVa+ V).

Po substituci pracujeme s kladnymi proménnymi. Jsme tak opravnéni uzit AG nerovnosti,
po jejiz aplikaci dostaneme

(a+1)+(B+1)+2vVa+1vVb+1
3

> {’/z(a+1)%(b+ 2 =¥2-(a+1)(b+1).

Pokud ukazeme, ze
V2-/(a+1)(b+1) > Va+ Vb,

budeme hotovi. Postac¢i ukazat, ze

Vie+1D)(b+1)>Va+ Vb
abta+b+1>a+b+2Vab
(Vab—1)2>0

Protoze v/2 > 1, plati tak i

V2-/(a+1)b+1)>Va+ Vb

Vsechny tpravy byly ekvivalentni, diisledek pii vynasobeni /2 lze ovéfit, ze nebude vadit
ekvivalenci: Pokud a > b, tak pro ¢ > 1 zfejmé plati ¢ - a > b. Poté se zpétnymi tpravami
dostaneme k ptvodni nerovnosti.

Tim je dikaz hotov.
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