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Reseni 1. série

THEODORUV
CIRKUS CASU

UroHA 1.1. Dva kluci hraji hru na prstech. Kazdy kréi prsty jedné ruky. Jednotlive
prsty maji svou hodnotu: palec a mali¢ek 1, ukazovacek a prsteniek 2, prostfednicek 3.
Prvni kluk za¢ne skréenfm jednoho prstu. Nasledné se st¥idaj{ v tazich. Ve svém tahu musf
hra¢ skréit 1, 2, nebo 3 prsty podle toho, kolik byla maximalni hodnota skréeného prstu
z tahu pfedchoztho hrace.

Napf. pokud hra¢ A skréi prsty s hodnotou 3 a 1, hra¢ B musi skréit 3 prsty.

Pomozte jim zjistit, kterymi prsty mohou zacit, aby na konci méli na obou rukou
skréené vSechny prsty.

RESENi. Hra mohla zacaf skréenim Tubovolného prstu. Korektny dokaz tohoto tvrdenia
je pre kazdy prst ukézat, ako méze hra pokracovat. Nakol'ko palec a malicek, respektive
ukazovak a prstenicek si prsty rovnakej hodnoty, v kazdej hre st medzi sebou zamenitelné.
Staci teda ukézat tri hry, ktoré zac¢inaji réznym prstom: prostrednicek, ukazovak a palec.

Hra, kde sa zac¢ina prostrednickom:
1. Hra¢ A pokréi prostredni¢ek (hodnota 3).
2. Hrac¢ B pokréi prostrednicek, prstenicek a ukazovak (hodnoty 3, 2, 2).
3. Hra¢ A pokréi ukazovak, prstenicek a palec (hodnoty 2, 2, 1).
4. Hra¢ B pokréi palec a mali¢ek (hodnoty 1, 1).
5. Hra¢ A pokréi malicek (hodnota 1).
Hra, kde sa zac¢ina ukazovikom:
1. Hra¢ A pokréi ukazovak (hodnota 2).
2. Hrac¢ B pokréi palec a mali¢ek (hodnoty 1, 1).
3. Hra¢ A pokréi prostrednicek (hodnota 3).
4. Hra¢ B pokréi prostrednicek, ukazovak a prsteni¢ek (hodnoty 3, 2, 2).
5. Hra¢ A pokréi prstenicek, palec a mali¢ek (hodnoty 2, 1, 1).

Hra, kde sa za¢ina palcom:
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1. Hra¢ A porkéi palec (hodnota 1).

2. Hra¢ B pokréi palec (hodnota 1).

3. Hrac¢ A pokr¢i malic¢ek (hodnota 1).

4. Hra¢ B pokréi prostrednicek (hodnota 3).

5. Hra¢ A pokréi prostrednicek, ukazovak a prsteni¢ek (hodnoty 3, 2, 2).

6. Hra¢ B pokréi ukazovék, prstenicek a mali¢ek (hodnoty 2, 2, 1).

ULoHA 1.2. Krys a Mys stale naléhaji a cht&ji po mné, abych byl molekula. Dilezite
pry navic je, aby v nf kazdy atom byl propojen pravé se tfemi jinymi atomy. Jaké pocty
atomid muZu jako molekula mit?

RESENi. Jako molekula mohu mit jakykoliv sudy pocet atomi vétsi nebo roven 4.

1. Molekula nemiize obsahovat lichy pocet atomt. Dikaz provedeme spoctenim vech
vazeb. Predpokladejme, Ze atomi je n kde n je liché a kazdy atom sousedi praveé se
tfemi atomy. Pak celkovy pocet vazeb je polovina soucinu 3-n, protoze kazdou vazbu
v sou¢inu zapoditame dvakrat (jednou za kazdy z jejich koncovych atomi). Protoze
celkovy pocet vazeb p je roven 37" a 3n je liché ¢islo plati, Ze p neni celociselné. To
je oviem zfejme ve sporu s tim, ze pocet vazeb by celodiselny byt mél. Proto pocet
atomd nemiize byt lichy.

2. Je zfejmé, Ze pro 2 atomy nemutze mit zadny atom 3 sousedy.

3. Pro n = 4 uvazme ctyFstén (neboli ¢tverec i s uthlopfickami). Pro vétsi suda n
utvofme dva g —thelniky jako podstavy hranolu a spojme odpovidajici si vrcholy

napti¢ §—thelniky. V hranolu vychazi 7 kazdého vrcholu pravé 3 hrany.

ULoHA 1.3. V mistnosti je devét krabic v mfizce 3 x 3. V jedné z nich je kouzelna
kocka. U stropu visi velké zlaté hodiny. Krys a My§ mi vysvétlili, ze kazdou minutu se
muzu podivat do dvou krabic. AZ minuta uplyne, z hodin vylétne sprika jisker a kocka
se premisti do jedné ze (stranové) sousednich krabic. Lze kocku najit po kone¢ném poctu
minut?

NP

minuté ¢ se nenachazi v krabici k, pokud se v minuté ¢ — 1 nenachazela ani na jedné ze
sousednich krabic krabice k (ale v samotné krabici k& se nachézet mohla). Navic v kazdé
minuté mizeme zvolit dvé krabice. Pokud v nich kocka je, nagli jsme ji v kone¢ném case.
Pokud zde neni, miizeme tyto krabice zahrnout do mnoziny krabic, o kterych vime, Ze se
v nich koc¢ka nemitze nachézet.

Stav informaci, které vime muZeme charakterizovat usporadanou trojici (M, N, O),
kde M je mnozina krabic, kde kocka byt muize, N mnozina krabic, kde kocka byt ne-
mize, protoZze se zde nemohla dostat a O je mnoZina otevienych krabic. Krabice ocis-
lujme postupné po fadcich 1 az 9. V prvni minuté kocka mtze byt kdekoli, ale mtizeme
si vybrat 2 krabice, do kterych se podivame. Napiiklad volbou 6 a 8 ziskdvame stav
({1,2,3,4,5,7,9},{},{6,8}). V dalsi minuté vidime, Ze s krabici 9 nesousedi zadné krabice,
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ve kterych mohla byt kocka, a proto zde tuto minutu kocka byt také nemuze. Opakova-
nim této myslenky postupné eliminujeme vSechny krabice (— znadi posun kocky, - znadi
otevieni dvou krabic):

({1,2,3,4,5,6,7,8,9}, {},{})
({1,2.3,4,5,6,7,8}, {9}, {})
({1,2,3,4,5,6,7,9}, {8}, {})
({1,2,3,4,5,6,8},{7,9},{})
({1,2,3,5,6,7,9}, {4,8},{})
({4,8.2,6},{1,3,5,7,9},{})
( )
( )
( )
(

({1,2,3,4,5,7,9},{},{6,8}) —
({1,2,3,4,6,8},{9},{7,5}) —
({1,2,3,5,7,9},{8},{4,6})
{2,3,4,6,8},{7,9},{1,5})
({1,3,5,7,9},{4,8},{2,6})
({2,6},{1,3,5,7,9},{4,8})
({1,3},{2,4,6,7,8},{5,9})
({2},{1,3,5,7,8,9},{4,6})
({1},{2,4,6,7,8,9},{3,5}) —
({},{1,3,5,6,7,8,9},{2,4})

{1,3,5,9},{2,4,6,7,8},{}
{2,4,6},{1,3,5,7,8,9},{}
{1,3,5},{2,4,6,7,8,9},{}
{2,4},{1,3,5,6,7,8,9},{})

L4l L4

l_
|_
l_
l_
F
}_
-
-
l_
l_

Vidime, Ze po popsané posloupnosti nahlizeni do krabic jsme redukovali mnoZinu krabic,
ve kterych kocka byt muze, na prazdnou. Proto lze kocku vzdy najit v koneéném case.

ULOHA 1.4. Pro jaké parametry a,b € R mé nasledujici soustava nerovnic jediné feSeni
pro proménné z,y € R a jaké je to FeSeni?

a® +a>zx

22+x<b

¥ 4+b>y

y2 +y <a.

RESENI. Zopakujme nejprve n&jaka fakta o kvadratickych funkeich a nerovnicich. Kvad-
ratickd funkce je funkce tvaru f(z) = uz? + vz + w, kde u,v,w € R, u # 0. Grafem této
funkce je parabola, jejiz vrchol md z-ovou soufadnici —5. Pokud je u kladné, tak je ve
vrcholu minimum a hodnoty funkce jdou s rostoucim z do nekoneéna, pokud je u zaporné,
je tomu naopak. Rovnice f(x) = 0 ma FeSeni, pravé kdyZz osa x tuto parabolu protina, a
tato Fedenf jsou tvaru z = —vEvVr —duw V;j“““”.

Tedy je-li u kladné, méame

—v — VU2 —duw —v + VU2 —4uw>

ﬂ@SO@xe< o, , 5

—v — V2% — 4uw —v + V2 — 4uw
flz) >0 ze | —oo, U ,00 | .
2u 2u
Pro zdporné u by tomu bylo pfesné naopak.
V&imnéme si, ze druhd a ¢tvrtd nerovnice jsou vlastné kvadratické nerovnice pro z, y
s parametry b, a. Proto ma-li soustava néjaké Feseni x, y, z vySe zminénych poznatcich o

kvadratickych nerovnicich dostavame x € (—l A R 1+4 ).

3 3 Analoglcke vyjadieni
s a misto b dostaneme i pro y. Z prvni a tfet{ rovnice navic platl r € (—o0,a® +a),y €

(—00,b? +b).
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Celkem tedy méme

1 V1+4b 1 /144b
x € (—o0,a® +a)N —7—7—’_,—*—1- ha ;
2 2 2 2
1 V144a 1 1+4a
—00,b% + b _— - :
yE(c>o,+)<2 2,2+2>
Nyni si uvédomme, %e volbou a = b = % dostaneme jediné feSenf x = y = —% (v
tomto piipadé interval (—% - 7”2*%, —% + 7”2“‘b> obsahuje pouze jediné ¢islo, a to —i, a

stejné tak pro a). Pfedpokladejme nyni, ze alespon jedno z Cisel a,b se od ¢isla —i lisi.
Bez tijmy na obecnosti feknéme, Ze to bude b. Oba intervaly, v jejichZ priniku lezi x, tedy
obsahuji vice nez jeden bod. Aby byl tedy jejich prinik jednobodovy, muselo by nastat
a?+a=—-3%— @, tedy a? +a < —3 < -3 Alea’+a=(a+1)?— 1 > —1 (protoze
druha mocnina je vzdy nezapornd), coz nam dohromady déva spor. Opravdu je tedy jediné
FeSeni tvaru a = b = %, T=y= —%.

ULOHA 1.A. Jen za pomoci kruzitka popiste nasledujici konstrukee:

1. Jsou dany dva body A a B vzdaleny od sebe d. Sestrojte t¥eti bod C, ktery bude
lezet na polopfimce ﬁ a bude od A vzdileny 2d.

2. Je dana kruZznice k, jeji stied S, bod A, ktery lezi na k a bod A’, ktery je obrazem
bodu A v osové soumérnosti podle dané neznamé osy o. Sestrojte obraz kruznice k
v osové soumérnosti podle o.

3. Jsou dany 2 body vzdélené od sebe 1. Vyrobte vzdalenost v/3.

RESENi. Nejdfive pfipomeneme, jak ze zapisuje geometricka konstrukce. Bod obvykle
zadavame tak, Ze napiSeme jeho nazev, stfednik a pak uréime jednu polohu. T¥eba zapis
X; X € sNt znamend, Ze sestrojime bod X, ktery lezi v priniku objektii s a ¢ (tedy tam,
kde se tyto dva objekty protinaji ¢i prekryvaji). Kruznici potom zadavame jako k(S, |ST),
coZ znamenad, e sestrojime kruznici k se stfedem v bodé S a polomérem délky |ST|.

1. Vzdélenost 2d realizujeme jako tthlopficku Sestitthelniku, ktery bude mit stfed v bodé
B a bod A bude jeden z jeho vrchola. Necht |AB| = d, konstrukce:

k(B,|AB)
I(A;|AB)
C;Ceknl
m(C,|AB|)
D:Delnm,D# A
n(D, |AB])

7. EsEemnn,E#C

SEE A e

Vzhledem k tomu, ze trojuhelniky ABC, BC'D, BDFE jsou rovnostranné, bod E lezi
na polopfimce AB. Zaroven |AE| = 2d.
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2. V8imnéme si, Ze osovd soumérnost zachovava vzdalenosti, proto musi platit AS =
A’S" a zaroven ze symetrie take AS’ = A’S. S’ tedy najdeme jako priisecik kruznic
k(A’,|AS|) al(A,|SA']). V obecném piipadé dvou priiniktt musime vybrat ten, ktery
lezi na stejné poloroviné dané piimkou AA’ jako bod S.

3. Necht |AB| = 1, zkonstruujme vzdalenost v/3 jako dvojnasobek vysky v rovnostran-
ném trojuhelniku:

1. k(B,|AB|)
2. (A, |AB|)
3. C;Deknl,C#D

Potom |C'D| = v/3, nebot trojuhelniky ABC a ABD jsou rovnostranné se stranou 1
a jejich vysky jsou podle Pythagorovy véty @

Jind mozna konstrukce by byla sestrojit délku v/2 pomoci Pythagorovy véty jako od-
vésnu pravoihlého trojuhelnika se shodnymi preponami délky 1 a potom sestrojit délku
V/3 jako odvésnu pravouhlého trojuhelnika s odvésnami délek 1 a /2.

ULoHA 1.B. Je dan rovnoramenny lichob&znik ABCD. Oznaéme jeho ostry vnitini thel
u vrcholu A «a, jeho zdkladny a, ¢, kde a > ¢ a jeho obsah S.
Pro jaky dhel « plati:
48 =a? - 27

RESENi. Oznacime si P patu kolmice na AB prochazejici D.

Obsah lichobé&zniku se spocita jako

av cv a—+c

SZSAABC"‘SACDA:?‘F?: 5 'Y (1)

Ze zadani vime, %e musi platit

48 =a? — 2 (2)
Z rovnic (1) a (2) vyplyva, ze musi platit
4a+c-v:a2—62
2
2v(a+c¢) = (a+c)(a—c) /—(a+c)(a—c)
(a+c)—(a+c)a—c)=0
(a+c)(2v—(a—c)=0 (3)
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Z rovnice (3) plyne, Ze musi platit alespoii jedna z rovnic:
a) a+c=0
b) 2v—(a—¢c)=0

Jelikoz a i ¢ jsou strany lichobézniku, plati a,c¢ > 0. Tudiz a) nikdy nenastane. Proto
musi nastat b).

20—(a—c)=0 /+ (a—c¢)
v=a-—c /2
U:a;c (4)

Jelikoz [AP| = %5¢ a v = %5, trojihelnik AAPD je rovnoramenny s pieponou AD.
Jelikoz |<APD| =90° a AAPD je rovnoramenny, plati

180° — |[<APD|  180° —90°
2 N 2

a =|<BAD| = |<PAD| = = 45°

Zadani je splnéno pouze pro a = 45°.

UroHA 1.C. Necht A, B jsou krajni body ¢tvrtkruznice k se stfedem v bodé S. Body C,
D lezi po fadé na usetkédch AS a BS a plati, Ze kolmice jimi vedené k tseckam, na kterych
lezi, protinaji k ve stejném bodé. Lze pouze ze znalosti vzdalenosti |AC| a | BD| jednoznacné
urc¢it polomér kruznice?

RESENI. Nejprve oznaéme a = |AC|,b = |BD| a r polomér dané kruznice. Aby platilo,
7e C' lezi na tusecce AS a D lezi na BS, tak musi platit néasledujici nerovnosti:

r>a>0, r>b>0.
Nejprve vyfesme hrani¢ni ptipady:

e Pokud by jeden z bodii (bez jmy na obecnosti C) lezel na kruznici, tak druhy musi
lezet ve stfedu (aby se kolmice z D protinala s kolmici z C' na k) a tim padem bude
b =r a polomér umime jednoznané urcit.

e A naopak pokud by bod C lezel ve stiedu kruznice, tak kolmice na AS prochazejici C
prochézi kruznici v bodé B, kde musi tim padem lezet i D a r = a je opét jednoznacné
urcéeny polomér.

Predpokladejme tedy, ze C, D jsou po Fadé vnitini body usecek AS, BS. Oznatme F
bod, na k, ve kterém se protnou kolmice z C' a D. Potom SCED je obdélnik (3 uhly jsou
ze zadani prave), pro ktery plati, ze |SC| =r —a,|SD| =r — b a |SE| = r. Pokud se nyni
podivame na trojuhelnik SAF, tak podle Pythagorovy véty dostavame rovnici v proménné
r s parametry a, b, tu upravujme:

(r—a) +(r—b)* =+
2 —2ra+a®>+1r?>—2rb+b% =1?
r2 —2r(a+b) +a+ > =0.
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Z toho dostavame (podle vzorce pro vypocet kofenii kvadratické rovnice):

2(a+b)2:|: Bab =a+ b=+t vV2ab.

1,2 =
Navic podle trojihelnikové nerovnosti pro ten stejny trojuhelnik plati:

(r—a)+(r—>0)>r
2r—a—b>r
r>a-+b.

Potom 71 = a + b+ v 2ab, coz je validni TeSeni, jelikoz je kladné a zfejmé vétsi nez a.
Pro r2 plati nasledujici:
ro>a+b>a+b—v2ab=ry,
coz je spor, a tedy 7o nenf feSeni vyhovujici zadani. Dostavame tedy jediné feSeni, které

jsme zvladli uréit jednozna¢né v zavislosti na a, b.

Regeni nebylo nutné vést pres trojihelnikovou nerovnost a bylo mozné dojit ke sporu
s druhym feSenim i jinde, ale mné se toto libilo a dékuju Janu Stoklasovi, kterému se to
objevilo v feseni.

UronA 1.D. V trojuhelniku ABC protinaji osy thlit a a 3 strany BC a CA po fadé
v bodech D a E. Urcete velikost thlu v u vrcholu C, vite-li, ze AE + BD = AB.

RESENT.

M

Ze zadani plyne, Ze na usetce AB lezi bod M takovy, ze |[AM| = |AE|, |BM| = |BD|.
Oznatme prisecik piimek AD a ME (resp. BE a M D) jako P (resp. @). Trojuhelniky
AMD a BMEFE jsou zjevné rovnoramenné se zakladnami M D, M E, proto oznacime-li si
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thly u vrcholit A a B popoiadé jako a a [, dostavame |[<EMA| = % = 90° — g,
|<DMB| =90° — 5.

Trojuhelniky DPE a DPM jsou shodné podle véty usu, tedy |DE| = |DM|. Stejné
tak jsou shodné trojuhelniky EPD a EPM, z ¢choz mame |DE| = |[ME|. Celkem tedy
dostavame, ze |DM| = |DE| = |ME| a trojahelnik M DE je rovnostranny, jeho vnitini
thly maji tedy vSechny velikost 60°. Proto plati

B

180° = |[<EMA| + |<EMD| + |<DMB| = 90° — % +60° +90° — & ath

= 240° —
2

7 toho dostavame o + § = 120° a tudiz v = 180° — 120° = 60°.
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