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�e²ení 1. série

Theodor·v
cirkus £asu

Úloha 1.1. Dva kluci hrají hru na prstech. Kaºdý kr£í prsty jedné ruky. Jednotlivé
prsty mají svou hodnotu: palec a malí£ek 1, ukazová£ek a prstení£ek 2, prost°ední£ek 3.
První kluk za£ne skr£ením jednoho prstu. Následn¥ se st°ídají v tazích. Ve svém tahu musí
hrá£ skr£it 1, 2, nebo 3 prsty podle toho, kolik byla maximální hodnota skr£eného prstu
z tahu p°edchozího hrá£e.

Nap°. pokud hrá£ A skr£í prsty s hodnotou 3 a 1, hrá£ B musí skr£it 3 prsty.
Pomozte jim zjistit, kterými prsty mohou za£ít, aby na konci m¥li na obou rukou

skr£ené v²echny prsty.

�e²ení. Hra mohla za£a´ skr£ením ©ubovo©ného prstu. Korektný dôkaz tohoto tvrdenia
je pre kaºdý prst ukáza´, ako môºe hra pokra£ova´. Nako©ko palec a malí£ek, respektíve
ukazovák a prstení£ek sú prsty rovnakej hodnoty, v kaºdej hre sú medzi sebou zamenite©né.
Sta£í teda ukáza´ tri hry, ktoré za£ínajú rôznym prstom: prostrední£ek, ukazovák a palec.

Hra, kde sa za£ína prostrední£kom:

1. Hrá£ A pokr£í prostrední£ek (hodnota 3).

2. Hrá£ B pokr£í prostrední£ek, prstení£ek a ukazovák (hodnoty 3, 2, 2).

3. Hrá£ A pokr£í ukazovák, prstení£ek a palec (hodnoty 2, 2, 1).

4. Hrá£ B pokr£í palec a malí£ek (hodnoty 1, 1).

5. Hrá£ A pokr£í malí£ek (hodnota 1).

Hra, kde sa za£ína ukazovákom:

1. Hrá£ A pokr£í ukazovák (hodnota 2).

2. Hrá£ B pokr£í palec a malí£ek (hodnoty 1, 1).

3. Hrá£ A pokr£í prostrední£ek (hodnota 3).

4. Hrá£ B pokr£í prostrední£ek, ukazovák a prstení£ek (hodnoty 3, 2, 2).

5. Hrá£ A pokr£í prstení£ek, palec a malí£ek (hodnoty 2, 1, 1).

Hra, kde sa za£ína palcom:

BRKOS Team 2018



XXV. ro£ník BRKOS 2018/2019

1. Hrá£ A pork£í palec (hodnota 1).

2. Hrá£ B pokr£í palec (hodnota 1).

3. Hrá£ A pokr£í malí£ek (hodnota 1).

4. Hrá£ B pokr£í prostrední£ek (hodnota 3).

5. Hrá£ A pokr£í prostrední£ek, ukazovák a prstení£ek (hodnoty 3, 2, 2).

6. Hrá£ B pokr£í ukazovák, prstení£ek a malí£ek (hodnoty 2, 2, 1).

Úloha 1.2. Krys a My² stále naléhají a cht¥jí po mn¥, abych byl molekula. D·leºité
prý navíc je, aby v ní kaºdý atom byl propojen práv¥ se t°emi jinými atomy. Jaké po£ty
atom· m·ºu jako molekula mít?

�e²ení. Jako molekula mohu mít jakýkoliv sudý po£et atom· v¥t²í nebo roven 4.

1. Molekula nem·ºe obsahovat lichý po£et atom·. D·kaz provedeme spo£tením v²ech
vazeb. P°edpokládejme, ºe atom· je n kde n je liché a kaºdý atom sousedí práv¥ se
t°emi atomy. Pak celkový po£et vazeb je polovina sou£inu 3 ·n, protoºe kaºdou vazbu
v sou£inu zapo£ítáme dvakrát (jednou za kaºdý z jejich koncových atom·). Protoºe
celkový po£et vazeb p je roven 3n

2 a 3n je liché £íslo platí, ºe p není celo£íselné. To
je ov²em z°ejme ve sporu s tím, ºe po£et vazeb by celo£íselný být m¥l. Proto po£et
atom· nem·ºe být lichý.

2. Je z°ejmé, ºe pro 2 atomy nem·ºe mít ºádný atom 3 sousedy.

3. Pro n = 4 uvaºme £ty°st¥n (neboli £tverec i s úhlop°í£kami). Pro v¥t²í sudá n
utvo°me dva n

2−úhelníky jako podstavy hranolu a spojme odpovídající si vrcholy
nap°í£ n

2−úhelníky. V hranolu vychází z kaºdého vrcholu práv¥ 3 hrany.

Úloha 1.3. V místnosti je dev¥t krabic v m°íºce 3 × 3. V jedné z nich je kouzelná
ko£ka. U stropu visí velké zlaté hodiny. Krys a My² mi vysv¥tlili, ºe kaºdou minutu se
m·ºu podívat do dvou krabic. Aº minuta uplyne, z hodin vylétne spr²ka jisker a ko£ka
se p°emístí do jedné ze (stranov¥) sousedních krabic. Lze ko£ku najít po kone£ném po£tu
minut?

�e²ení. Nejd·leºit¥j²í my²lenka celé úlohy je, ºe ko£ka se vºdy musí pohnout. Tedy v
minut¥ t se nenachází v krabici k, pokud se v minut¥ t − 1 nenacházela ani na jedné ze
sousedních krabic krabice k (ale v samotné krabici k se nacházet mohla). Navíc v kaºdé
minut¥ m·ºeme zvolit dv¥ krabice. Pokud v nich ko£ka je, na²li jsme ji v kone£ném £ase.
Pokud zde není, m·ºeme tyto krabice zahrnout do mnoºiny krabic, o kterých víme, ºe se
v nich ko£ka nem·ºe nacházet.

Stav informací, které víme m·ºeme charakterizovat uspo°ádanou trojicí (M,N,O),
kde M je mnoºina krabic, kde ko£ka být m·ºe, N mnoºina krabic, kde ko£ka být ne-
m·ºe, protoºe se zde nemohla dostat a O je mnoºina otev°ených krabic. Krabice o£ís-
lujme postupn¥ po °ádcích 1 aº 9. V první minut¥ ko£ka m·ºe být kdekoli, ale m·ºeme
si vybrat 2 krabice, do kterých se podíváme. Nap°íklad volbou 6 a 8 získáváme stav
({1, 2, 3, 4, 5, 7, 9}, {}, {6, 8}). V dal²í minut¥ vidíme, ºe s krabicí 9 nesousedí ºádné krabice,
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ve kterých mohla být ko£ka, a proto zde tuto minutu ko£ka být také nem·ºe. Opaková-
ním této my²lenky postupn¥ eliminujeme v²echny krabice (→ zna£í posun ko£ky, ` zna£í
otev°ení dvou krabic):

({1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, {}, {}) ` ({1, 2, 3, 4, 5, 7, 9}, {}, {6, 8})→
({1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {9}, {}) ` ({1, 2, 3, 4, 6, 8}, {9}, {7, 5})→
({1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9}, {8}, {}) ` ({1, 2, 3, 5, 7, 9}, {8}, {4, 6})→
({1, 2, 3, 4, 5, 6, 8}, {7, 9}, {}) ` ({2, 3, 4, 6, 8}, {7, 9}, {1, 5})→
({1, 2, 3, 5, 6, 7, 9}, {4, 8}, {}) ` ({1, 3, 5, 7, 9}, {4, 8}, {2, 6})→
({4, 8, 2, 6}, {1, 3, 5, 7, 9}, {}) ` ({2, 6}, {1, 3, 5, 7, 9}, {4, 8})→
({1, 3, 5, 9}, {2, 4, 6, 7, 8}, {}) ` ({1, 3}, {2, 4, 6, 7, 8}, {5, 9})→
({2, 4, 6}, {1, 3, 5, 7, 8, 9}, {}) ` ({2}, {1, 3, 5, 7, 8, 9}, {4, 6})→
({1, 3, 5}, {2, 4, 6, 7, 8, 9}, {}) ` ({1}, {2, 4, 6, 7, 8, 9}, {3, 5})→
({2, 4}, {1, 3, 5, 6, 7, 8, 9}, {}) ` ({}, {1, 3, 5, 6, 7, 8, 9}, {2, 4})

Vidíme, ºe po popsané posloupnosti nahlíºení do krabic jsme redukovali mnoºinu krabic,
ve kterých ko£ka být m·ºe, na prázdnou. Proto lze ko£ku vºdy najít v kone£ném £ase.

Úloha 1.4. Pro jaké parametry a, b ∈ R má následující soustava nerovnic jediné °e²ení
pro prom¥nné x, y ∈ R a jaké je to °e²ení?

a2 + a ≥ x
x2 + x ≤ b
b2 + b ≥ y
y2 + y ≤ a.

�e²ení. Zopakujme nejprve n¥jaká fakta o kvadratických funkcích a nerovnicích. Kvad-
ratická funkce je funkce tvaru f(x) = ux2 + vx + w, kde u, v, w ∈ R, u 6= 0. Grafem této
funkce je parabola, jejíº vrchol má x-ovou sou°adnici − v

2u . Pokud je u kladné, tak je ve
vrcholu minimum a hodnoty funkce jdou s rostoucím x do nekone£na, pokud je u záporné,
je tomu naopak. Rovnice f(x) = 0 má °e²ení, práv¥ kdyº osa x tuto parabolu protíná, a
tato °e²ení jsou tvaru x = −v±

√
v2−4uw
2u .

Tedy je-li u kladné, máme

f(x) ≤ 0⇔ x ∈

〈
−v −

√
v2 − 4uw

2u
,
−v +

√
v2 − 4uw

2u

〉
,

f(x) ≥ 0⇔ x ∈

(
−∞, −v −

√
v2 − 4uw

2u

〉
∪

〈
−v +

√
v2 − 4uw

2u
,∞

)
.

Pro záporné u by tomu bylo p°esn¥ naopak.
V²imn¥me si, ºe druhá a £tvrtá nerovnice jsou vlastn¥ kvadratické nerovnice pro x, y

s parametry b, a. Proto má-li soustava n¥jaké °e²ení x, y, z vý²e zmín¥ných poznatcích o
kvadratických nerovnicích dostáváme x ∈ 〈−1

2 −
√
1+4b
2 ,−1

2 +
√
1+4b
2 〉. Analogické vyjád°ení

s a místo b dostaneme i pro y. Z první a t°etí rovnice navíc platí x ∈ (−∞, a2 + a), y ∈
(−∞, b2 + b).
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Celkem tedy máme

x ∈ (−∞, a2 + a) ∩
〈
−1

2
−
√
1 + 4b

2
,−1

2
+

√
1 + 4b

2

〉
,

y ∈ (−∞, b2 + b) ∩
〈
−1

2
−
√
1 + 4a

2
,−1

2
+

√
1 + 4a

2

〉
.

Nyní si uv¥domme, ºe volbou a = b = 1
4 dostaneme jediné °e²ení x = y = −1

2 (v

tomto p°ípad¥ interval 〈−1
2 −

√
1+4b
2 ,−1

2 +
√
1+4b
2 〉 obsahuje pouze jediné £íslo, a to −1

4 , a
stejn¥ tak pro a). P°edpokládejme nyní, ºe alespo¬ jedno z £ísel a, b se od £ísla −1

4 li²í.
Bez újmy na obecnosti °ekn¥me, ºe to bude b. Oba intervaly, v jejichº pr·niku leºí x, tedy
obsahují více neº jeden bod. Aby byl tedy jejich pr·nik jednobodový, muselo by nastat
a2 + a = −1

2 −
√
1+4b
2 , tedy a2 + a < −1

2 < −
1
4 . Ale a

2 + a = (a+ 1
2)

2 − 1
4 ≥ −

1
4 (protoºe

druhá mocnina je vºdy nezáporná), coº nám dohromady dává spor. Opravdu je tedy jediné
°e²ení tvaru a = b = 1

4 , x = y = −1
2 .

Úloha 1.A. Jen za pomocí kruºítka popi²te následující konstrukce:

1. Jsou dány dva body A a B vzdáleny od sebe d. Sestrojte t°etí bod C, který bude
leºet na polop°ímce

−−→
AB a bude od A vzdálený 2d.

2. Je dána kruºnice k, její st°ed S, bod A, který leºí na k a bod A′, který je obrazem
bodu A v osové soum¥rnosti podle dané neznámé osy o. Sestrojte obraz kruºnice k
v osové soum¥rnosti podle o.

3. Jsou dány 2 body vzdálené od sebe 1. Vyrobte vzdálenost
√
3.

�e²ení. Nejd°íve p°ipomeneme, jak ze zapisuje geometrická konstrukce. Bod obvykle
zadáváme tak, ºe napí²eme jeho název, st°edník a pak ur£íme jednu polohu. T°eba zápis
X;X ∈ s ∩ t znamená, ºe sestrojíme bod X, který leºí v pr·niku objekt· s a t (tedy tam,
kde se tyto dva objekty protínají £i p°ekrývají). Kruºnici potom zadáváme jako k(S, |ST |),
coº znamená, ºe sestrojíme kruºnici k se st°edem v bod¥ S a polom¥rem délky |ST |.

1. Vzdálenost 2d realizujeme jako úhlop°í£ku ²estiúhelníku, který bude mít st°ed v bod¥
B a bod A bude jeden z jeho vrchol·. Nech´ |AB| = d, konstrukce:

1. k(B, |AB|)
2. l(A, |AB|)
3. C;C ∈ k ∩ l
4. m(C, |AB|)
5. D;D ∈ l ∩m,D 6= A

6. n(D, |AB|)
7. E;E ∈ m ∩ n,E 6= C

Vzhledem k tomu, ºe trojúhelníky ABC, BCD, BDE jsou rovnostranné, bod E leºí
na polop°ímce AB. Zárove¬ |AE| = 2d.
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2. V²imn¥me si, ºe osová soum¥rnost zachovává vzdálenosti, proto musí platit AS =
A′S′ a zárove¬ ze symetrie také AS′ = A′S. S′ tedy najdeme jako pr·se£ík kruºnic
k(A′, |AS|) a l(A, |SA′|). V obecném p°ípad¥ dvou pr·nik· musíme vybrat ten, který
leºí na stejné polorovin¥ dané p°ímkou AA′ jako bod S.

3. Nech´ |AB| = 1, zkonstruujme vzdálenost
√
3 jako dvojnásobek vý²ky v rovnostran-

ném trojúhelníku:

1. k(B, |AB|)
2. l(A, |AB|)
3. C;D ∈ k ∩ l, C 6= D

Potom |CD| =
√
3, nebo´ trojúhelníky ABC a ABD jsou rovnostranné se stranou 1

a jejich vý²ky jsou podle Pythagorovy v¥ty
√
3
2 .

Jiná moºná konstrukce by byla sestrojit délku
√
2 pomocí Pythagorovy v¥ty jako od-

v¥snu pravoúhlého trojúhelníka se shodnými p°eponami délky 1 a potom sestrojit délku√
3 jako odv¥snu pravoúhlého trojúhelníka s odv¥snami délek 1 a

√
2.

Úloha 1.B. Je dán rovnoramenný lichob¥ºník ABCD. Ozna£me jeho ostrý vnit°ní úhel
u vrcholu A α, jeho základny a, c, kde a ≥ c a jeho obsah S.

Pro jaký úhel α platí:
4S = a2 − c2 ?

�e²ení. Ozna£íme si P patu kolmice na AB procházející D.

D

A

d

C

B

c

a

b

P

v

Obsah lichob¥ºníku se spo£ítá jako

S = S4ABC + S4CDA =
av

2
+
cv

2
=
a+ c

2
· v (1)

Ze zadání víme, ºe musí platit

4S = a2 − c2 (2)

Z rovnic (1) a (2) vyplývá, ºe musí platit

4
a+ c

2
· v = a2 − c2

2v(a+ c) = (a+ c)(a− c) /− (a+ c)(a− c)
2v(a+ c)− (a+ c)(a− c) = 0

(a+ c)(2v − (a− c)) = 0 (3)
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Z rovnice (3) plyne, ºe musí platit alespo¬ jedna z rovnic:

a) a+ c = 0

b) 2v − (a− c) = 0

Jelikoº a i c jsou strany lichob¥ºníku, platí a, c > 0. Tudíº a) nikdy nenastane. Proto
musí nastat b).

2v − (a− c) = 0 /+ (a− c)
2v = a− c / : 2

v =
a− c
2

(4)

Jelikoº |AP | = a−c
2 a v = a−c

2 , trojúhelník 4APD je rovnoramenný s p°eponou AD.
Jelikoº |^APD| = 90◦ a 4APD je rovnoramenný, platí

α = |^BAD| = |^PAD| = 180◦ − |^APD|
2

=
180◦ − 90◦

2
= 45◦

Zadání je spln¥no pouze pro α = 45◦.

Úloha 1.C. Nech´ A, B jsou krajní body £tvrtkruºnice k se st°edem v bod¥ S. Body C,
D leºí po °ad¥ na úse£kách AS a BS a platí, ºe kolmice jimi vedené k úse£kám, na kterých
leºí, protínají k ve stejném bod¥. Lze pouze ze znalosti vzdáleností |AC| a |BD| jednozna£n¥
ur£it polom¥r kruºnice?

�e²ení. Nejprve ozna£me a = |AC|, b = |BD| a r polom¥r dané kruºnice. Aby platilo,
ºe C leºí na úse£ce AS a D leºí na BS, tak musí platit následující nerovnosti:

r ≥ a ≥ 0, r ≥ b ≥ 0.

Nejprve vy°e²me hrani£ní p°ípady:

• Pokud by jeden z bod· (bez újmy na obecnosti C) leºel na kruºnici, tak druhý musí
leºet ve st°edu (aby se kolmice z D protínala s kolmicí z C na k) a tím pádem bude
b = r a polom¥r umíme jednozna£n¥ ur£it.

• A naopak pokud by bod C leºel ve st°edu kruºnice, tak kolmice na AS procházející C
prochází kruºnicí v bod¥ B, kde musí tím pádem leºet iD a r = a je op¥t jednozna£n¥
ur£ený polom¥r.

P°edpokládejme tedy, ºe C, D jsou po °ad¥ vnit°ní body úse£ek AS, BS. Ozna£me E
bod, na k, ve kterém se protnou kolmice z C a D. Potom SCED je obdélník (3 úhly jsou
ze zadání pravé), pro který platí, ºe |SC| = r− a, |SD| = r− b a |SE| = r. Pokud se nyní
podíváme na trojúhelník SAE, tak podle Pythagorovy v¥ty dostáváme rovnici v prom¥nné
r s parametry a, b, tu upravujme:

(r − a)2 + (r − b)2 = r2

r2 − 2ra+ a2 + r2 − 2rb+ b2 = r2

r2 − 2r(a+ b) + a2 + b2 = 0.
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Z toho dostáváme (podle vzorce pro výpo£et ko°en· kvadratické rovnice):

r1,2 =
2(a+ b)±

√
8ab

2
= a+ b±

√
2ab.

Navíc podle trojúhelníkové nerovnosti pro ten stejný trojúhelník platí:

(r − a) + (r − b) > r

2r − a− b > r

r > a+ b.

Potom r1 = a + b +
√
2ab, coº je validní °e²ení, jelikoº je kladné a z°ejm¥ v¥t²í neº a.

Pro r2 platí následující:
r2 > a+ b > a+ b−

√
2ab = r2,

coº je spor, a tedy r2 není °e²ení vyhovující zadání. Dostáváme tedy jediné °e²ení, které
jsme zvládli ur£it jednozna£n¥ v závislosti na a, b.

�e²ení nebylo nutné vést p°es trojúhelníkovou nerovnost a bylo moºné dojít ke sporu
s druhým °e²ením i jinde, ale mn¥ se toto líbilo a d¥kuju Janu Stoklasovi, kterému se to
objevilo v °e²ení.

Úloha 1.D. V trojúhelníku ABC protínají osy úhl· α a β strany BC a CA po °ad¥
v bodech D a E. Ur£ete velikost úhlu γ u vrcholu C, víte-li, ºe AE +BD = AB.

�e²ení.

C

BA

D

E

M

Ze zadání plyne, ºe na úse£ce AB leºí bod M takový, ºe |AM | = |AE|, |BM | = |BD|.
Ozna£me pr·se£ík p°ímek AD a ME (resp. BE a MD) jako P (resp. Q). Trojúhelníky
AMD a BME jsou zjevn¥ rovnoramenné se základnami MD, ME, proto ozna£íme-li si
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úhly u vrchol· A a B popo°ad¥ jako α a β, dostáváme |^EMA| = 180◦−α
2 = 90◦ − α

2 ,
|^DMB| = 90◦ − β

2 .
Trojúhelníky DPE a DPM jsou shodné podle v¥ty usu, tedy |DE| = |DM |. Stejn¥

tak jsou shodné trojúhelníky EPD a EPM , z £ehoº máme |DE| = |ME|. Celkem tedy
dostáváme, ºe |DM | = |DE| = |ME| a trojúhelník MDE je rovnostranný, jeho vnit°ní
úhly mají tedy v²echny velikost 60◦. Proto platí

180◦ = |^EMA|+ |^EMD|+ |^DMB| = 90◦ − α

2
+ 60◦ + 90◦ − β

2
= 240◦ − α+ β

2
.

Z toho dostáváme α+ β = 120◦ a tudíº γ = 180◦ − 120◦ = 60◦.
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