XXIV. ro¢nik BRKOS 2017/2018

f{eéeni 6. série (0)o)
DIOFANTICKE ROVNICE !

Uloha 6.1. Toho rana méli Henry s Matéjem budik nastaveny na velmi brzkou hodinu, ale
ani to jim nebrénilo v pohotovém vstavani, protoze se oba na ten den té&sili cely rok. Jen co
se prevlékli, utikali do koupelny, kde uz méli nachystané kbeliky s vodou. A na rozcvicku
polozil Henry Matéjovi otazku: ,Které vSechny objemy a jak jsme schopni ziskat pomoci
72 litrové, 168 litrové a 126 litrové nadoby? K dispozici mame jesté neomezenou nadobu a
neomezeny zdroj vody. Nadoby miuZeme mezi sebou libovolné pfelévat.®

ReSeni. Spoletny délitel zadanych ¢isel je 6 a libovolny objem, ktery vznikne kombinaci
téchto ¢isel musi byt taky délitelny Sesti. Uk&Zzeme, ze umime dostat objem 6:

126 +168 —4-72 =6
Umime tedy (opakovanim) vyrobit libovolny (nezéporny) nasobek ¢isla 6.

Uloha 6.2. Henry s Matéjem dotahli ten veliky kybl plny vody az do pokojiku kde spala
Libénka. ,Tak na 3. 1, 2, 3!“, odpocital Matéj ¢as utoku a spolecné vylili cely ten kybl
vody na chudéru spici Libénku. Ta dlouho spici neztistala. U v8ech dvojic celych éisel,
které splhuji
(@ +y)(@ +y) = (x+y?® !

Zaklela rozespalym a trochu vydésenym hlasem. Chvili se jesté rozkoukavala, kluci, ktef{ ji
normélné neslysi nadavat taky koukali, ale po chvili ticho prolomil Maté&j kdyz se Libénky
zeptal: A jaké vlastné vSechny takové dvojice jsou?*

ResSeni. Uvedené Fefenf je inspirované fesenim Vitka Jelinka.

Je ziejmé, ze dvojice (0,t) a (¢,0), kde ¢ je libovolné celé &islo, jsou feSenim dané
rovnice, predpokladejme tedy, ze xy # 0 a upravujme rovnici:

(@ +y)(@* +y) = (z+y)°
2® +zy + 2%y® + 3 = 2% + 32%y + 32y® + 4
zy + 2%y* = 3zy(z + y)
1+zy=3(z+y)
1-3y=2(3-y)
3y—1
T =
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A jelikoz je leva strana celé ¢islo, tak musi byt celé ¢islo i prava strana, tedy
(y—3)8=(y—3) e {-8,-4,-2,-1,1,2,4,8} =y € {-5,—-1,1,2,4,5,7,11}.
Po dopoéitani p¥islusnych z ke kazdému y (a také ze symetrie zadéni) dostavame, ze
(x,y) € {(t,0),(0,t),(=5,2),(-1,1),(1,-1),(2,—5),(4,11),(5,7),(7,5), (11,4)|t € Z}.

Uloha 6.3. Dlouho to netrvalo a kluci méli upletené pomlazky a mohli se vratit domi za
Libénkou. Jaro bylo v plném proudu, trava se zelenala a v ni se, hned vedle prvosenek,
pasla prvodisla. ,Tatko, koukej, tady je ale prvodcisel! Ja si myslim, Ze by se tady nagla
Uplné vSechna.“, zavolal Matéj nadSené na Henryho. ,/ To je hezké. A zvladne$ mezi nimi
najit viechna prvocisla p, pro ktera existuji pfirozena ¢isla n, x, y, takova, ze p™ = 23 +y37¢

Regeni. Hledejme nejmensi takové ng, pro které plati 3z, y € N : p" = 23 + 5.
Rozdélime si 23 4 3 na soudin:

Pyt = (r4y) - (2® -2y +y°)

Z tohoto rozkladu vidime, ze (z +y) i (2 — xy+y?) musi byt celo¢iselnymi mocninami
prvocisla p. Tedy existuje takové k € Z, ze (z +y) = p* a zaroven (22 — zy +y?) = p™o—F.
Jelikoz x,y jsou celoCiselné, musi platit 0 < k < ng.

JelikoZ x,y jsou pfirozend, tedy alespon 1, plati z +y > 2 > 1, neboli k£ # 0.

Rozebereme si zvlast pripad, kdy k& = no:

xQ—xy+y2=p"0_k=p0=1
1

o’y =(z+y)-

By =xty
B —z+yP—y=0
(z—Dz(z+1)+ (y—Dyly+1) =0

Jelikoz x,y > 1, tak x, z+1, y, y+1 jsou kladné a (x —1), (y— 1) jsou nezaporné. Rovnost
tedy miZe nastat pouze v pfipadé, kdy x =y = 1, neboli pj = B4+13=2tedyp=2.7
tohoto pfipadu nam vyslo jediné mozné p = 2, kde hledana ¢isla jsou napf. x =y =n = 1.

Ted budeme uvazovat pfipad, kdy 1 < k <mng — 1:

Z predpokladu plati, ze (z+y) i (22 —zy-+y?) piirozenou mocninou prvoéisla p, zejména,
tedy jsou délitelné p.

Dostévame p|(x +y) a p|(z% — zy +2), tedy p|((z +y)? — (22 — 2y +y?)), neboli p|3zy.

1. p|3: Tedy p = 1 Ap = 3, ale 1 neni prvoéislo, tedy vyslo ndm pouze jedno dalsi
prvocislo p = 3, kde hledan ¢isla jsou napf. x =1,y =n = 2.

2. plz: 7 tvrzeni p|(z + y) plyne, 7Ze pokud p|z, tak ply.
Cisla x, y si tedy miZeme zapsat ve tvaru x = p-x1, y = p - y1, kde x1,y1 € ZT.

Pak plati p" = 23 + ¢ = (p- $1)3 +(p- y1)3 =p- (33? + y?)

Celou rovnici vydélime p? a dostavame pmo—3

=71+ Y.

Vidime, ze 1 + y1 > 2, tedy ng — 3 > 0.

Timto oviem dostavame n’, které je mensi, nez ng a plati pro néj stejna rovnice, coz
je ve sporu s tim, Ze jsme hledali nejmensi takové ng, pro které dana rovnice plati
(viz. 1. fadek dikazu).
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3. ply:  Analogicky k 2. (zaménou z a y).
Jedina vyhovujic{ p jsou 2, 3.
2 =134+ 17
32— 13 493

Uloha 6.4. Uz byli skoro doma, kdyz se Maté&j zacal trochu zdréhat. ,A...je to vibec
prirozené, takhle mlatit holky?“, fekl se smutnym pohledem. , Podivej se, existuji takova
pfirozena n,a € N, pro néz existuje prvocislo p splitujici

2aPp + aP? + np" =anp™ +2p+ 1
Kdyz je v8echny najdes, tak budou pfirozené i velikono¢ni zvyky.“
Regeni. Prvnim krokem je si rovnici upravit na tvar

2p+1)(a® —1)=(a—Dnp". (1)

Pokud je a = 1, tak jsou obé strany rovnice nulové. Jelikoz jsme udélali zatim jen jednu
ekvivalentni tipravu rovnice, tak kazda trojice (1,n,p) je feSenim zadané rovnice.
Predpokladejme, Ze a — 1 je nenulové a vydélme timto ¢lenem celou rovnici:

aP—1
a—1
je to rovno aP~! 4+ aP~? 4 ... 4+ a + 1. Navic p" déli obé strany rovnice a s &islem 2p + 1 je

nesoudélné, takze

Pro¢ jsme to udélali? Vime, Ze je prirozené ¢islo pro kazdé n,a € N, a > 1, vzdyt

aP — 1

a—1"

" (2)

Zajim4 nas zbytek po déleni ¢isla a ¢islem p. Kdo zna malou Fermatovu vétu, tak snadno
odvodi, 7e pokud p | a? — 1, tak p | a — 1 (tedy zbytek je 1). S ostatnima to dokazeme
elementarnéji. Pouzijeme binomickou vétu:

(a—1)P =aP — @ a4 @ a2 (pf 1) (—1)PLa + (—1)P.

Piedpokladejme také, ze p je liché a tedy (—1)P = —1. P¥ipad p = 2 vyfesime nakonec.
Rozmyslete sami, pro¢ je kazdy binomicky koeficient délitelny ¢islem p. Dostavame pak,
ze pokud p | a? — 1, tak p | (a — 1)P a jelikoZ je p prvocislo, tak p | a — 1. Vydélme a ¢islem
p se zbytkem, ktery zname: a = pk + 1 a dosadme do (2):

ni DE+1)P—1
pr
pk

Opét vyuzijme binomickou vétu:

BV 4+ (P (pk)P—L & ... Pipk+1—-1
(pk)P + (1) (pk) ‘;k + (pfl)p + _ (pk:)p_lJr(]lO) (pk:)p_2+- . ~+<p b 2> k+p.

"
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Nyni uz snad vidime v éem je problém. Kazdy s¢itanec je délitelny p? kromé posledniho,
protoze p > 2. Cely vyraz proto nemitize byt délitelny p? a proto n = 1. Dosadme do (1):

2p+1)(a’ —1) = (a—1)p.

To je spor, protoze 2p+1>paaP —1>a— 1.
Nakonec nam zbyva rozebrat pfipad p = 2. Dosadime do (1):

5(a? —1) = (a — 1)n2™
5(a+1) =n2".
Vidime, Ze 5 déli n. Oznacme proto n = 5k:
a=k2k—1.

Regenim zadané trojice jsou i (k2% — 1,5, 5k).
Celkem jsou hledané dvojice (a,n) pravé dvojice tvaru (k28 — 1,5k), k € N a (1,n),
n € N.

Uloha 6.A. Libénka zatim doma nabarvila vajicka a pracovala na vyzdobé. V papirnictvi
si koupila dva stejné velké papirové rovnostranné trojuhelniky. Potom rozstfihla kazdy z
nich na t#i dily a z téchto Sesti dili poskladala ¢tverec, aniz by se néktery z dild prekryval
nebo mezi nimi byla mezera. Dokazete to také? Libénce hodné pomohlo, Ze si s trojuhelniky
chvili hral také Matéj, ktery jeden z nich rozstfihl napil a spolu s druhym sestavil obdélnik.
Staci, kdyz popiSete, kudy a v jaké vzdélenosti byste st¥ihan{ provadéli.

ReSeni. Vyrobime Mat&jitv obdélnik a ofizneme jej vhodnym &tvercem jako na obrézku
(chceme, aby obsah ¢tverce byl stejny jako obsah obdélnika, takovy Ctverec urcité existuje).
Trojuhelniky pak lze rozstfihnout zptsobem zobrazenym na obrazku.

Ke strané obdélnika délky v tedy pridavame x a ze strany délky v odecitame x.
Jednoduchym vypoctem proto
a—v
2

a—T=v+TrT ==

Uloha 6.B. Jaké piekvapeni ¢ekalo Libénku, kdyZ si na ni Henry piipravil pomlazku
ve tvaru pravidelného dvanactisténu! Navic méla tato zajimava pomlazka pruty lezici ve
sténach spojujici stfedy hran. Kolik nejvyse disjunktnich trojuhelniki dokédzeme z téchto
prutll na dvanéctisténu vytvofit? Samoziejmé bychom neradi Henryho pomlézku zniéili,
proto nebudeme pruty nijak lamat & jinak deformovat.
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Regeni. Hledany pocet je deset. Pro ditkaz musime ukézat dvé véci. Jednak, e jich doké-
zeme sestrojit deset a jednak, Ze jich vice sestrojit nelze.
Deset jich urcité sestrojit 1ze, nap¥. podle tohoto schématu:

Vice jich byt nemtize, nebot dvanictistén ma 30 hran. Kdyby mély trojuhelniky do-
hromady vice nez 30 vrcholt1, z Dirichletova principu plyne, Ze by na néjaké hrané byly
dva vrcholy. Oba by musely byt na stfedu hrany, tudiz by stfed hrany byl soucasti vice
trojihelniki. Potom by ale nebyly disjunktni. Trojihelniky tedy mohou méat maximalné
30 vrchold, takze lze sestrojit nejvyse deset trojihelnikd.

Uloha 6.C. A jak to tak byvéa, Libénka dostala vyprask a i pfes to méla pro kluky
pfipravenou odménu. A tou odménou jim byl ¢okoladovy konvexni ¢tyfuhelnik ABCD. Mél
oznateny M priisecik jeho thlopficek a K priisecik osy thlu AC'D s tseckou BD. Dokazte
ze, ¢tyithelntk ABCK je tétivovy pravé tehdy, pokud plati |[M B||MD| = |MA||MC| +
|MA||CD|.

Regeni. Uvedené Fedeni je inspirované Fefenim Vitka Jelinka.

7 mocnosti bodu ke kruznici je ¢tyfuhelnik ABCK tétivovy, pravé kdyz plati rovnost
|AM||MC| = |KM||M B|. Rovnost ze zadani prevedeme ekvivalentnimi upravami k vyse
uvedené rovnosti. Vyuzijeme k tomu véty o ose thlu, podle které

|IDK|  |KM]|
|IDC| — |MC]|
Upravy:
|IMB||MD|=|MA||MC + |MA||CD|
|MB|(|DK|+ |MK|) = |MA||MC + |MA||CD|

DCI||KM
(P + M) = b + CD)
DC
’MBHMK‘(”]WC” +1) = |MA|(|MC + |CD|
DC||MC
]MBHMK\M = |MA|(|]MC + |CD])

|MC|
|MB||MK|=|MA|MC|
Za ptedpokladu, Ze ¢tyfuhelnik ABCD neni nijak degradovany jsou uvedené tpravy
ekvivalentni, proto je ¢tyfuhelnik ABC K| tétivovy, pravé kdyz |[M B||M D| = |M A||MC|+
|MA||CD,|.
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