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�e²ení 6. série

Diofantické rovnice

Úloha 6.1. Toho rána m¥li Henry s Mat¥jem budík nastavený na velmi brzkou hodinu, ale
ani to jim nebránilo v pohotovém vstávání, protoºe se oba na ten den t¥²ili celý rok. Jen co
se p°evlékli, utíkali do koupelny, kde uº m¥li nachystané kbelíky s vodou. A na rozcvi£ku
poloºil Henry Mat¥jovi otázku: �Které v²echny objemy a jak jsme schopní získat pomocí
72 litrové, 168 litrové a 126 litrové nádoby? K dispozici máme je²t¥ neomezenou nádobu a
neomezený zdroj vody. Nádoby m·ºeme mezi sebou libovoln¥ p°elévat.�

�e²ení. Spole£ný d¥litel zadaných £ísel je 6 a libovolný objem, který vznikne kombinací
t¥chto £ísel musí být taky d¥litelný ²esti. Ukáºeme, ºe umíme dostat objem 6:

126 + 168− 4 · 72 = 6

Umíme tedy (opakováním) vyrobit libovolný (nezáporný) násobek £ísla 6.

Úloha 6.2. Henry s Mat¥jem dotáhli ten veliký kýbl plný vody aº do pokojíku kde spala
Lib¥nka. �Tak na 3. 1, 2, 3!� , odpo£ítal Mat¥j £as útoku a spole£n¥ vylili celý ten kýbl
vody na chud¥ru spící Lib¥nku. Ta dlouho spící nez·stala. �U v²ech dvojic celých £ísel,
které spl¬ují

(x+ y2)(x2 + y) = (x+ y)3 ! �

Zaklela rozespalým a trochu vyd¥²eným hlasem. Chvíli se je²t¥ rozkoukávala, kluci, kte°í ji
normáln¥ nesly²í nadávat taky koukali, ale po chvíli ticho prolomil Mat¥j kdyº se Lib¥nky
zeptal: �A jaké vlastn¥ v²echny takové dvojice jsou?�

�e²ení. Uvedené °e²ení je inspirované °e²ením Vítka Jelínka.
Je z°ejmé, ºe dvojice (0, t) a (t, 0), kde t je libovolné celé £íslo, jsou °e²ením dané

rovnice, p°edpokládejme tedy, ºe xy 6= 0 a upravujme rovnici:

(x+ y2)(x2 + y) = (x+ y)3

x3 + xy + x2y2 + y3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3

xy + x2y2 = 3xy(x+ y)

1 + xy = 3(x+ y)

1− 3y = x(3− y)

x =
3y − 1

y − 3
(y 6= 3)

x =
3(y − 3) + 8

y − 3
= 3 +

8

y − 3
.
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A jelikoº je levá strana celé £íslo, tak musí být celé £íslo i pravá strana, tedy

(y − 3)|8⇒ (y − 3) ∈ {−8,−4,−2,−1, 1, 2, 4, 8} ⇒ y ∈ {−5,−1, 1, 2, 4, 5, 7, 11}.

Po dopo£ítání p°íslu²ných x ke kaºdému y (a také ze symetrie zadání) dostáváme, ºe

(x, y) ∈ {(t, 0), (0, t), (−5, 2), (−1, 1), (1,−1), (2,−5), (4, 11), (5, 7), (7, 5), (11, 4)|t ∈ Z}.

Úloha 6.3. Dlouho to netrvalo a kluci m¥li upletené pomlázky a mohli se vrátit dom· za
Lib¥nkou. Jaro bylo v plném proudu, tráva se zelenala a v ní se, hned vedle prvosenek,
pásla prvo£ísla. �Ta´ko, koukej, tady je ale prvo£ísel! Já si myslím, ºe by se tady na²la
úpln¥ v²echna.� , zavolal Mat¥j nad²en¥ na Henryho. �To je hezké. A zvládne² mezi nimi
najít v²echna prvo£ísla p, pro která existují p°irozená £ísla n, x, y, taková, ºe pn = x3+y3?�

�e²ení. Hledejme nejmen²í takové n0, pro které platí ∃x, y ∈ N : pn = x3 + y3.
Rozd¥líme si x3 + y3 na sou£in:

x3 + y3 = (x+ y) · (x2 − xy + y2)

Z tohoto rozkladu vidíme, ºe (x+y) i (x2−xy+y2) musí být celo£íselnými mocninami
prvo£ísla p. Tedy existuje takové k ∈ Z, ºe (x+ y) = pk a zárove¬ (x2 − xy+ y2) = pn0−k.
Jelikoº x, y jsou celo£íselná, musí platit 0 ≤ k ≤ n0.

Jelikoº x, y jsou p°irozená, tedy alespo¬ 1, platí x+ y ≥ 2 > 1, neboli k 6= 0.
Rozebereme si zvlá²´ p°ípad, kdy k = n0:

x2 − xy + y2 = pn0−k = p0 = 1

x3 + y3 = (x+ y) · 1
x3 + y3 = x+ y

x3 − x+ y3 − y = 0

(x− 1)x(x+ 1) + (y − 1)y(y + 1) = 0

Jelikoº x, y ≥ 1, tak x, x+1, y, y+1 jsou kladné a (x−1), (y−1) jsou nezáporné. Rovnost
tedy m·ºe nastat pouze v p°ípad¥, kdy x = y = 1, neboli pn0 = 13 + 13 = 2, tedy p = 2. Z
tohoto p°ípadu nám vy²lo jediné moºné p = 2, kde hledaná £ísla jsou nap°. x = y = n = 1.

Te¤ budeme uvaºovat p°ípad, kdy 1 ≤ k ≤ n0 − 1:
Z p°edpokladu platí, ºe (x+y) i (x2−xy+y2) p°irozenou mocninou prvo£ísla p, zejména

tedy jsou d¥litelné p.
Dostáváme p|(x+y) a p|(x2−xy+y2), tedy p|((x+y)2− (x2−xy+y2)), neboli p|3xy.

1. p|3: Tedy p = 1 ∧ p = 3, ale 1 není prvo£íslo, tedy vy²lo nám pouze jedno dal²í
prvo£íslo p = 3, kde hledaná £ísla jsou nap°. x = 1, y = n = 2.

2. p|x: Z tvrzení p|(x+ y) plyne, ºe pokud p|x, tak p|y.
�ísla x, y si tedy m·ºeme zapsat ve tvaru x = p · x1, y = p · y1, kde x1, y1 ∈ Z+.

Pak platí pn = x3 + y3 = (p · x1)3 + (p · y1)3 = p3 · (x31 + y31).

Celou rovnici vyd¥líme p3 a dostáváme pn0−3 = x1 + y1.

Vidíme, ºe x1 + y1 ≥ 2, tedy n0 − 3 > 0.

Tímto ov²em dostáváme n′, které je men²í, neº n0 a platí pro n¥j stejná rovnice, coº
je ve sporu s tím, ºe jsme hledali nejmen²í takové n0, pro které daná rovnice platí
(viz. 1. °ádek d·kazu).
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3. p|y: Analogicky k 2. (zám¥nou x a y).

Jediná vyhovující p jsou 2, 3.

21 = 13 + 13

32 = 13 + 23

Úloha 6.4. Uº byli skoro doma, kdyº se Mat¥j za£al trochu zdráhat. �A. . . je to v·bec
p°irozené, takhle mlátit holky?� , °ekl se smutným pohledem. �Podívej se, existují taková
p°irozená n, a ∈ N, pro n¥º existuje prvo£íslo p spl¬ující

2app+ ap + npn = anpn + 2p+ 1 .

Kdyº je v²echny najde², tak budou p°irozené i velikono£ní zvyky.�

�e²ení. Prvním krokem je si rovnici upravit na tvar

(2p+ 1)(ap − 1) = (a− 1)npn. (1)

Pokud je a = 1, tak jsou ob¥ strany rovnice nulové. Jelikoº jsme ud¥lali zatím jen jednu
ekvivalentní úpravu rovnice, tak kaºdá trojice (1, n, p) je °e²ením zadané rovnice.

P°edpokládejme, ºe a− 1 je nenulové a vyd¥lme tímto £lenem celou rovnici:

(2p+ 1)
ap − 1

a− 1
= npn.

Pro£ jsme to ud¥lali? Víme, ºe ap−1
a−1 je p°irozené £íslo pro kaºdé n, a ∈ N, a > 1, vºdy´

je to rovno ap−1 + ap−2 + · · ·+ a+ 1. Navíc pn d¥lí ob¥ strany rovnice a s £íslem 2p+ 1 je
nesoud¥lné, takºe

pn | a
p − 1

a− 1
. (2)

Zajímá nás zbytek po d¥lení £ísla a £íslem p. Kdo zná malou Fermatovu v¥tu, tak snadno
odvodí, ºe pokud p | ap − 1, tak p | a − 1 (tedy zbytek je 1). S ostatníma to dokáºeme
elementárn¥ji. Pouºijeme binomickou v¥tu:

(a− 1)p = ap −
(
p

1

)
ap−1 +

(
p

2

)
ap−2 − · · ·+

(
p

p− 1

)
(−1)p−1a+ (−1)p.

P°edpokládejme také, ºe p je liché a tedy (−1)p = −1. P°ípad p = 2 vy°e²íme nakonec.
Rozmyslete sami, pro£ je kaºdý binomický koe�cient d¥litelný £íslem p. Dostáváme pak,
ºe pokud p | ap− 1, tak p | (a− 1)p a jelikoº je p prvo£íslo, tak p | a− 1. Vyd¥lme a £íslem
p se zbytkem, který známe: a = pk + 1 a dosa¤me do (2):

pn | (pk + 1)p − 1

pk
.

Op¥t vyuºijme binomickou v¥tu:

pn |
(pk)p +

(
p
1

)
(pk)p−1 + · · ·+

(
p

p−1
)
pk + 1− 1

pk
= (pk)p−1+

(
p

1

)
(pk)p−2+· · ·+

(
p

p− 2

)
pk+p.
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Nyní uº snad vidíme v £em je problém. Kaºdý s£ítanec je d¥litelný p2 krom¥ posledního,
protoºe p > 2. Celý výraz proto nem·ºe být d¥litelný p2 a proto n = 1. Dosa¤me do (1):

(2p+ 1)(ap − 1) = (a− 1)p.

To je spor, protoºe 2p+ 1 > p a ap − 1 > a− 1.
Nakonec nám zbývá rozebrat p°ípad p = 2. Dosadíme do (1):

5(a2 − 1) = (a− 1)n2n.

5(a+ 1) = n2n.

Vidíme, ºe 5 d¥lí n. Ozna£me proto n = 5k:

a = k2k − 1.

�e²ením zadané trojice jsou i (k2k − 1, 5, 5k).
Celkem jsou hledané dvojice (a, n) práv¥ dvojice tvaru (k2k − 1, 5k), k ∈ N a (1, n),

n ∈ N.

Úloha 6.A. Lib¥nka zatím doma nabarvila vají£ka a pracovala na výzdob¥. V papírnictví
si koupila dva stejn¥ velké papírové rovnostranné trojúhelníky. Potom rozst°ihla kaºdý z
nich na t°i díly a z t¥chto ²esti díl· poskládala £tverec, aniº by se n¥který z díl· p°ekrýval
nebo mezi nimi byla mezera. Dokáºete to také? Lib¥nce hodn¥ pomohlo, ºe si s trojúhelníky
chvíli hrál také Mat¥j, který jeden z nich rozst°ihl nap·l a spolu s druhým sestavil obdélník.
Sta£í, kdyº popí²ete, kudy a v jaké vzdálenosti byste st°íhání provád¥li.

�e²ení. Vyrobíme Mat¥j·v obdélník a o°ízneme jej vhodným £tvercem jako na obrázku
(chceme, aby obsah £tverce byl stejný jako obsah obdélníka, takový £tverec ur£it¥ existuje).
Trojúhelníky pak lze rozst°ihnout zp·sobem zobrazeným na obrázku.

Ke stran¥ obdélníka délky v tedy p°idáváme x a ze strany délky v ode£ítáme x.
Jednoduchým výpo£tem proto

a− x = v + x⇒ x =
a− v

2

Úloha 6.B. Jaké p°ekvapení £ekalo Lib¥nku, kdyº si na ni Henry p°ipravil pomlázku
ve tvaru pravidelného dvanáctist¥nu! Navíc m¥la tato zajímavá pomlázka pruty leºící ve
st¥nách spojující st°edy hran. Kolik nejvý²e disjunktních trojúhelník· dokáºeme z t¥chto
prut· na dvanáctist¥nu vytvo°it? Samoz°ejm¥ bychom neradi Henryho pomlázku zni£ili,
proto nebudeme pruty nijak lámat £i jinak deformovat.

BRKOS Team 2018



XXIV. ro£ník BRKOS 2017/2018

�e²ení. Hledaný po£et je deset. Pro d·kaz musíme ukázat dv¥ v¥ci. Jednak, ºe jich doká-
ºeme sestrojit deset a jednak, ºe jich více sestrojit nelze.

Deset jich ur£it¥ sestrojit lze, nap°. podle tohoto schématu:

Více jich být nem·ºe, nebo´ dvanáctist¥n má 30 hran. Kdyby m¥ly trojúhelníky do-
hromady více neº 30 vrchol·, z Dirichletova principu plyne, ºe by na n¥jaké hran¥ byly
dva vrcholy. Oba by musely být na st°edu hrany, tudíº by st°ed hrany byl sou£ástí více
trojúhelník·. Potom by ale nebyly disjunktní. Trojúhelníky tedy mohou mát maximáln¥
30 vrchol·, takºe lze sestrojit nejvý²e deset trojúhelník·.

Úloha 6.C. A jak to tak bývá, Lib¥nka dostala výprask a i p°es to m¥la pro kluky
p°ipravenou odm¥nu. A tou odm¥nou jim byl £okoládový konvexní £ty°úhelník ABCD. M¥l
ozna£ený M pr·se£ík jeho úhlop°í£ek a K pr·se£ík osy úhlu ACD s úse£kou BD. Dokaºte
ºe, £ty°úhelník ABCK je t¥tivový práv¥ tehdy, pokud platí |MB||MD| = |MA||MC| +
|MA||CD|.

�e²ení. Uvedené °e²ení je inspirované °e²ením Vítka Jelínka.
Z mocnosti bodu ke kruºnici je £ty°úhelník ABCK t¥tivový, práv¥ kdyº platí rovnost

|AM ||MC| = |KM ||MB|. Rovnost ze zadání p°evedeme ekvivalentními úpravami k vý²e
uvedené rovnosti. Vyuºijeme k tomu v¥ty o ose úhlu, podle které

|DK|
|DC|

=
|KM |
|MC|

Úpravy:
|MB||MD| = |MA||MC + |MA||CD|

|MB|(|DK|+ |MK|) = |MA||MC + |MA||CD|

|MB|( |DC||KM |
|MC|

+ |MK|) = |MA|(|MC + |CD|)

|MB||MK|( |DC|
|MC|

+ 1) = |MA|(|MC + |CD|

|MB||MK| |DC||MC|
|MC|

= |MA|(|MC + |CD|)

|MB||MK| = |MA||MC|
Za p°edpokladu, ºe £ty°úhelník ABCD není nijak degradovaný jsou uvedené úpravy

ekvivalentní, proto je £ty°úhelník ABCK| t¥tivový, práv¥ kdyº |MB||MD| = |MA||MC|+
|MA||CD|.

BRKOS Team 2018


