XXIV. ro¢nik BRKOS 2017/2018

ResSeni 5. série

SACHOVNICE

Uloha 5.1. Byla zima a nad Sachovnici se zacinalo stmivat. Na vézi se tvorily rampouchy
a kral s kralovnou uz vymysleli strategii pro dalsi den. Semik zarzal, coz kralovi vnuklo
otazku: Kolik nejméné barev je potieba na obarveni Sachovnice 8 x 8 tak, aby se kral nikdy
neposunul z pole na pole o stejné barvé (tj. aby pole sousedici hranou nebo rohem méla
jinou barvu)?

Regeni. Najprv ukdZeme, Ze menej ako Styrmi farbami Sachovnicu ofarbit nevieme. V

Tubovolnom &tvorci policok 2 x 2 musia byt v8etky Styri policka inej farby. Pokial by

existovali dve politka rovnakej farby, maju spolo¢ny roh (alebo dokonca hranu), takze

figurka kral'a moze prejst z jedného policka na druhé. Preto potrebujeme aspon &tyri farby.
Potom ak A, B, C, D st rozne farby, Sachovnicu 8 x 8 ofarbime nasledovne:

QF Q= QP Q>
O W UwowuUuw
QF Q= Q@ Q>
O mwowowow
QrF Q= Q@ Q>
O W UwowuUuww
QF Q= QP Q>
O mowowow

Zjavne, kazdé dve poli¢ka so spolo¢nym rohom maja réznu farbu.

Uloha 5.2. ,Ale Karle,“ poznamenala krélovna, ,jsi nachlazeny a nemitizes si skakat po
Sachovnici. Co kdybychom se zamysleli spiSe nad tim, ktefi zobecnéni koné nas mohou
dostat po nékolika skocich na libovolné pole na svété.“ Normalni kan 2 x 1 skice dva
dopfedu a jeden stranou. Zobecnéni koné n x 1 skafi o n dopfedu a o jeden stranou.
Naleznéte tedy vsechna takova n, pro kterda se mohou zobecnéni koné n x 1 dostat na
libovolné pole nekoneéné Sachovnice.

Reseni. Pokud je n liché, udéla ki p¥i kazdém skoku sudy pocet (n + 1) pfesuni na sou-
sedni pole. Vzdycky proto dosko&i na pole stejné barvy (v klasickém obarveni Sachovnice),
takze se kil nedostane na pole jiné barvy.

Pokud je n sudé, miize ki skocit ze soufadnice [0, 0] na soufadnici [n, 1]. Poté skoci &
krat o (=1,n) a § krat o (=1, —n). Skonéi tedy na poli [n+n-(=1),14+ 5 - (n)+ § - (—n)]
= [0, 1]. Analogicky se muzeme dostat na pole [0, —1], [1,0] a [-1,0]. KdyZ se dostaneme
na tato pole, jejich kombinacemi pak pokryjeme libovolné pole Sachovnice.
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Zde je piiklad pro n = 4:

Kun tedy dokaze preskdkat kamkoli pravé pro suda n.

Uloha 5.3. ,Libusko, to jsme uz fesili mnohokrat. Nového koné ti koupim, az vyhrajeme
n&jakou valku. Kralovska pokladnice je ted prazdna.“, povzdechnul si kral a rozhlédl se po
poli. , Ale koukej, protoze t& mam rad, nakreslil jsem ti na na8i krésnou Sachovnici 9 x 9
cerno-bilé srdicko®:

»A mam pro tebe tkol! Mizes prohazovat fadky, prohazovat sloupce, vzit kopii jednoho
fadku a pfilozit ho na sousedni, takze vznikne poli¢ko po policku kombinace (¢erné a ¢erna
— bil4, Gerna a bila — Cernd, bila a bila — bila) a to stejné se sloupecky. Na které z téchto
3 symbolii dokazes takto srdicko prekreslit?“ a ukazal ji tyto varianty:

Reseni. Uvodn{ pozorovani: V Sechny operace jsou invertibilni. To znamend, 7e at udé-
lame cokoliv, existuje posloupnost operaci, kterd vrati obrazek do ptuvodniho stavu. Dale
vhodnou komporzici operaci umime docilit toho, ze umime pfilozit jakykoliv fadek/sloupec
k jinému fadku/sloupci (nejprve prohodime fadek/sloupec tak, ze bude sousedit s fad-
kem /sloupcem, ktery chceme pfikladat, pfilozime, a prohodime zpét).

Pokud budeme mit zajisténo, Ze dva obrazky na sebe lze prevést, nalezeni prislusného
prevedeni je potom banalita. Ukdzeme tedy obecné, kdy to jde a kdy ne. K tomu pouzijeme
invariant “délka generujici diagonaly”.
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Diagonala je obrazek tvaru:

a jeji délka je pocet cernych ¢&tvereckda.

Je vidét, Ze uvedenymi pravidly se ndm nepodafi pfevést na sebe diagonély riznych
délek. K feSeni tlohy si nyn{ staci uvédomit, Ze ze symbolii lze vyrobit diagonaly délek:
O—4,5—3, &—5, &—4. S pfipomenutim toho, %e operace jsou invertibilni, je nyni jasné,
7e lze vyrobit pouze piky.

Uloha 5.4. Libugka se zamyslela, ale brzy se vratila k ptivodnimu tématu. , To je od tebe
milé, Karle, ale moznost vyhrat valku budes mit velmi brzy — zrovna véera jsem vyhlasila
valku sousednimu kralovstvi. A kromé toho, ty penize z kralovské pokladnice viibec nepfisly
na zmar. Koupila jsem novy kanon KX UltraSmart 3000, ktery se po Sachovnici dokaze
pohybovat o jedno pole nahoru, dolu, doprava ¢ doleva. Jenom jedno mi ted vrta hlavou.
Rekli mi, ze pokud existuje cesta kanonem na Sachovnici 8 x 8 takové, Ze navstivi kazdé
poli¢ko pravé jednou (kromé prvniho, na které se nakonec vrati) a ze kanon udéla stejny
pocet horizontalnich (doprava a doleva) a vertikalnich (nahoru a dolu) pohybi, pak dostanu
jesté jeden kanon zcela zdarma. Mam na néj narok?“

Regeni. Libovolna uzaviena cesta musi fungovat tak, ze pokud opusti hranici achovnice,
pak se na ni vrati hned na vedlejsim hrani¢nim policku. Jinak by totiZ tato cesta zabranila
pokryti policka jak si lze snadno rozmyslet z obrazku (Cervené oznaceno policko, jenz by
nebylo moZné projit).

Vsechny uzaviené cesty tak mtizeme vystavét od hranice. Za¢neme tedy s uzavienou
cestou po okraji (ta tedy nevjede do vnitiniho 6 x 6 ¢tverce). Nyni vystavime jednu ¢ast
cesty kterd opouSti hranici na jednom poli¢ku a vraci se na sousednim. Cestu budeme
stavét tak, Ze vybereme 2 sousedni poli¢ka vedle kterych vede uz aktualné vystavéna cast
cesty (tedy mame 2 poli¢ka kde z jednoho do druhého vede ¢ast cesty a vedle nich 2 policka,
kterymi zatim zadna cesta nevede). Pak muZzeme stavajici cestu rozsifit na tato 2 policka
vyhybkou, kterou zazna¢ime dominem na tato 2 nova policka.
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Pro lepsi ilustraci zde mame obrazek se zaznacenymi dominy pro jeden takovy tsek
cesty:

J 11 inni

Nyni tedy celou uzavienou cestu mame representovanou pokrytim dominy vnitifniho
6 x 6 ¢tverce. Zaroven si uvédomme, ze p¥idanim horizontalniho domina jsme ubrali jeden
horizontalni pohyb (mezi ptivodnimi ¢tverci) a nahradili ho 2 vertikalnimi pohyby a jednim
horizontalnim. Zacali jsme pfitom s cestou na hranici, kterd méa 14 horizontélnich a 14
vertikdlnich pohybt. Pokud by tedy existovala cesta, kterd spliuje zadani, pak by muselo
existovat dldzdéni ¢tverce 6 X 6 dominy se stejnym poctem horizontilnich a vertikalnich
domin. To je ale spor s tlohou z pomocného textu.

Zjistili jsme tedy, ze Libugka na dalsi kanén narok nemé, nebot takova cesta kanonem
neexistuje (coz néas vibec nepfekvapuje, nebot reklamni kampané maji vétsinou néjaky

héacek).

Uloha 5.A. Nad Sachovnici létali ptacei a tryskace, které délaly v oblacich pfimky a
usecky. Vypadalo to asi takto: Usetka AB, |AB| = 1 a dvé kolmice na tuto usecku a, b,
A € a, B € b. Bodem A (B) vedly pfimky p (¢) tak, Ze p byla kolma na ¢ a obé& byly
ruznobézné s a, b. Oznac¢me P prusecik p,b a @ priisecik g,a. Dokazte, ze |AQ| - |BP| = 1.

Reseni. Regeni Vitka Jelinka:
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Ozna¢me C priisecik pfimek AP a BQ a « velikost thlu <AQC. Pak z dopod¢tu velikosti
thla v trojuhelniku AQC dostavame, ze |[<QAC| = 90° — « a jelikoz <QAB je pravy, tak
|<PAB| = a. Tim padem trojuhelniky QAB a ABP jsou podobné podle véty uu (oba
maji jeden pravy thel a jeden thel velikosti a). Z toho plyne:

AQ| _ |AB|
|AB| |BP)|

coz jsme chtéli ukazat.

= |AQ|-|BP| = |AB*=1*> =1

)

Uloha 5.B. Jeden z ptacka si zpival: ,Pi pi, znam v8echna realna ¢isla ¢ takova, 7e pro

libovolné kladné redlné x plati f;Lj’Q > c¢.” Naleznéte nejvétsi takové c.
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Regeni. Jelikoz ve funkci f : R — R s predpisem f (x) = xj;i)’? jsou x pouze ve druhé
_ 32

mocniné, tipneme si, Ze jediné minimum funkce f bude pro z = 0, pficemz f(0) = =¥=.

Samoziejmeé tvrzeni, ze f(0) je minimum funkce musime dokazat. V tomto maji vyhodu
ti, ktefi uméji (spravné) derivovat, ale §lo to i jinymi, pomérné jednoduchymi zptisoby.
Takovy zakladni zpusob je, Ze ukaZeme, ze pro vechna ostatni x (tedy rizna od 0)

plati f(z) > f(0).

f@) > f(0)
o > 2 [ V2VEEE2>0 (1)
V2. (22 +3) > 3-Va2+2  /()? (2)
222 +3)2 > 9(2?+2)
2(x* + 622 4+9) - 9(z2+2) > 0
22 + 1202 +18 - 922 - 18 > 0
22 + 322 > 0
(222 +3)-22 > 0

Ziejmé 222 4+ 3 > 0. Taky vime, Ze x? > 0, pficemZ rovnost nastava pouze pii x = 0.
Tedy pro = # 0 plati (222 + 3) - 22 > 0.

Musime zdiraznit, ze rovnici (1) nasobime kladnym ¢islem nezavisle na x. Stejné tak
musime zdiraznit, Ze rovnice (2) ma obé strany vétsi nez 0. Diky témto omezenim jsou
vSechny upravy ekvivalentni.

Tedy jsme dokézali, ze f(x) > f(0) pro vSechna z € R\ {0}

Potom jelikoz funkce f je spojitda a f(0) je jediné minimum této funkce, tak f(0) je

nejvétsi takové ¢islo, které je mensi nez kterékoliv ¢islo z { f;;‘%, T € R*}. A tedy hledané
3v2
5.

¢islo je ¢ =
Uloha 5.C. Megzitim v tryskaci mél jeden pan realné polynomy. Polynom P(z) stupné n s
n riznymi redlnymi kofeny. Pomozte panovi najit viechny rostouci polynomy R(x) stupné
nejvyse n — 1 splaujici R(P(z) + =) = P(R(x)) + R(x).

Reseni. Uvazme mnozinu M vsech kofent P. Pak pro libovolné k € M dostaneme dosa-
zenim do rovnosti:

R(P(k) + k) = P(R(k)) + R(k
R(k) = P(R(k)) + R(k
P(R(k)) =0

Tedy R(k) je kofen P. Nyni ukdzeme dokonce, ze R(k) = k.

Z monotonie R vyplyva predevsim, ze R(zx) je prosté. Diky tomu pro ki # ko € M
plati R(k1) # R(ks2). R tedy funguje na M jako permutace.

Z monotonie R na R ovSem vyplyva monotonie R na M. Jedind monotonni permutace
je v8ak identita, tedy k € M, R(k) = k.

Nyni vyuZzijeme zakladni vétu algebry, podle které je polynom stupné nejvyse n — 1
jednoznaéné zadan hodnotami v n bodech.

Zjevné R(x) = x spliiuje, a je to tedy jediné feSeni.
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