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�e²ení 5. série

�achovnice

Úloha 5.1. Byla zima a nad ²achovnicí se za£ínalo stmívat. Na v¥ºi se tvo°ily rampouchy
a král s královnou uº vymý²leli strategii pro dal²í den. �emík zarºál, coº královi vnuklo
otázku: Kolik nejmén¥ barev je pot°eba na obarvení ²achovnice 8×8 tak, aby se král nikdy
neposunul z pole na pole o stejné barv¥ (tj. aby pole sousedící hranou nebo rohem m¥la
jinou barvu)?

�e²ení. Najprv ukáºeme, ºe menej ako ²tyrmi farbami ²achovnicu ofarbi´ nevieme. V
©ubovo©nom ²tvorci polí£ok 2 × 2 musia by´ v²etky ²tyri polí£ka inej farby. Pokia© by
existovali dve polí£ka rovnakej farby, majú spolo£ný roh (alebo dokonca hranu), takºe
�gurka krá©a môºe prejs´ z jedného polí£ka na druhé. Preto potrebujeme aspo¬ ²tyri farby.

Potom ak A, B, C, D sú rôzne farby, ²achovnicu 8× 8 ofarbíme nasledovne:

A B A B A B A B

C D C D C D C D

A B A B A B A B

C D C D C D C D

A B A B A B A B

C D C D C D C D

A B A B A B A B

C D C D C D C D

Zjavne, kaºdé dve polí£ka so spolo£ným rohom majú rôznu farbu.

Úloha 5.2. �Ale Karle,� poznamenala královna, �jsi nachlazený a nem·ºe² si skákat po
²achovnici. Co kdybychom se zamysleli spí²e nad tím, kte°í zobecn¥ní kon¥ nás mohou
dostat po n¥kolika skocích na libovolné pole na sv¥t¥.� Normální k·¬ 2 × 1 ská£e dva
dop°edu a jeden stranou. Zobecn¥ní kon¥ n × 1 ská£í o n dop°edu a o jeden stranou.
Nalezn¥te tedy v²echna taková n, pro která se mohou zobecn¥ní kon¥ n × 1 dostat na
libovolné pole nekone£né ²achovnice.

�e²ení. Pokud je n liché, ud¥lá k·¬ p°i kaºdém skoku sudý po£et (n+1) p°esun· na sou-
sední pole. Vºdycky proto dosko£í na pole stejné barvy (v klasickém obarvení ²achovnice),
takºe se k·¬ nedostane na pole jiné barvy.

Pokud je n sudé, m·ºe k·¬ sko£it ze sou°adnice [0, 0] na sou°adnici [n, 1]. Poté sko£í n
2

krát o (−1, n) a n
2 krát o (−1,−n). Skon£í tedy na poli [n+n · (−1), 1+ n

2 · (n)+
n
2 · (−n)]

= [0, 1]. Analogicky se m·ºeme dostat na pole [0,−1], [1, 0] a [−1, 0]. Kdyº se dostaneme
na tato pole, jejich kombinacemi pak pokryjeme libovolné pole ²achovnice.
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Zde je p°íklad pro n = 4:

K·¬ tedy dokáºe p°eskákat kamkoli práv¥ pro sudá n.

Úloha 5.3. �Libu²ko, to jsme uº °e²ili mnohokrát. Nového kon¥ ti koupím, aº vyhrajeme
n¥jakou válku. Královská pokladnice je te¤ prázdná.� , povzdechnul si král a rozhlédl se po
poli. �Ale koukej, protoºe t¥ mám rád, nakreslil jsem ti na na²i krásnou ²achovnici 9 × 9
£erno-bílé srdí£ko� :

�A mám pro tebe úkol! M·ºe² prohazovat °ádky, prohazovat sloupce, vzít kopii jednoho
°ádku a p°iloºit ho na sousední, takºe vznikne polí£ko po polí£ku kombinace (£erná a £erná
→ bílá, £erná a bílá→ £erná, bílá a bílá→ bílá) a to stejné se sloupe£ky. Na které z t¥chto
3 symbol· dokáºe² takto srdí£ko p°ekreslit?� a ukázal jí tyto varianty:

�e²ení. Úvodní pozorování: V²echny operace jsou invertibilní. To znamená, ºe a´ ud¥-
láme cokoliv, existuje posloupnost operací, která vrátí obrázek do p·vodního stavu. Dále
vhodnou kompozicí operací umíme docílit toho, ºe umíme p°iloºit jakýkoliv °ádek/sloupec
k jinému °ádku/sloupci (nejprve prohodíme °ádek/sloupec tak, ºe bude sousedit s °ád-
kem/sloupcem, který chceme p°ikládat, p°iloºíme, a prohodíme zp¥t).

Pokud budeme mít zaji²t¥no, ºe dva obrázky na sebe lze p°evést, nalezení p°íslu²ného
p°evedení je potom banalita. Ukáºeme tedy obecn¥, kdy to jde a kdy ne. K tomu pouºijeme
invariant �délka generující diagonály�.
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Diagonála je obrázek tvaru:

a její délka je po£et £erných £tvere£k·.
Je vid¥t, ºe uvedenými pravidly se nám nepoda°í p°evést na sebe diagonály r·zných

délek. K °e²ení úlohy si nyní sta£í uv¥domit, ºe ze symbol· lze vyrobit diagonály délek:
♥−4, ♦−3, ♣−5, ♠−4. S p°ipomenutím toho, ºe operace jsou invertibilní, je nyní jasné,
ºe lze vyrobit pouze piky.

Úloha 5.4. Libu²ka se zamyslela, ale brzy se vrátila k p·vodnímu tématu. �To je od tebe
milé, Karle, ale moºnost vyhrát válku bude² mít velmi brzy � zrovna v£era jsem vyhlásila
válku sousednímu království. A krom¥ toho, ty peníze z královské pokladnice v·bec nep°i²ly
na zmar. Koupila jsem nový kanon KX UltraSmart 3000, který se po ²achovnici dokáºe
pohybovat o jedno pole nahoru, dolu, doprava £i doleva. Jenom jedno mi te¤ vrtá hlavou.
�ekli mi, ºe pokud existuje cesta kanonem na ²achovnici 8 × 8 taková, ºe nav²tíví kaºdé
polí£ko práv¥ jednou (krom¥ prvního, na které se nakonec vrátí) a ºe kanon ud¥lá stejný
po£et horizontálních (doprava a doleva) a vertikálních (nahoru a dolu) pohyb·, pak dostanu
je²t¥ jeden kanon zcela zdarma. Mám na n¥j nárok?�

�e²ení. Libovolná uzav°ená cesta musí fungovat tak, ºe pokud opustí hranici ²achovnice,
pak se na ni vrátí hned na vedlej²ím hrani£ním polí£ku. Jinak by totiº tato cesta zabránila
pokrytí polí£ka jak si lze snadno rozmyslet z obrázku (£erven¥ ozna£eno polí£ko, jenº by
nebylo moºné projít).

V²echny uzav°ené cesty tak m·ºeme vystav¥t od hranice. Za£neme tedy s uzav°enou
cestou po okraji (ta tedy nevjede do vnit°ního 6 × 6 £tverce). Nyní vystavíme jednu £ást
cesty která opou²tí hranici na jednom polí£ku a vrací se na sousedním. Cestu budeme
stav¥t tak, ºe vybereme 2 sousední polí£ka vedle kterých vede uº aktuáln¥ vystav¥ná £ást
cesty (tedy máme 2 polí£ka kde z jednoho do druhého vede £ást cesty a vedle nich 2 polí£ka,
kterými zatím ºádná cesta nevede). Pak m·ºeme stávající cestu roz²í°it na tato 2 polí£ka
výhybkou, kterou zazna£íme dominem na tato 2 nová polí£ka.
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Pro lep²í ilustraci zde máme obrázek se zazna£enými dominy pro jeden takový úsek
cesty:

Nyní tedy celou uzav°enou cestu máme representovanou pokrytím dominy vnit°ního
6× 6 £tverce. Zárove¬ si uv¥domme, ºe p°idáním horizontálního domina jsme ubrali jeden
horizontální pohyb (mezi p·vodními £tverci) a nahradili ho 2 vertikálními pohyby a jedním
horizontálním. Za£ali jsme p°itom s cestou na hranici, která má 14 horizontálních a 14
vertikálních pohyb·. Pokud by tedy existovala cesta, která spl¬uje zadání, pak by muselo
existovat dláºd¥ní £tverce 6 × 6 dominy se stejným po£tem horizontálních a vertikálních
domin. To je ale spor s úlohou z pomocného textu.

Zjistili jsme tedy, ºe Libu²ka na dal²í kanón nárok nemá, nebo´ taková cesta kanonem
neexistuje (coº nás v·bec nep°ekvapuje, nebo´ reklamní kampan¥ mají v¥t²inou n¥jaký
há£ek).

Úloha 5.A. Nad ²achovnicí létali ptá£ci a tryská£e, které d¥laly v oblacích p°ímky a
úse£ky. Vypadalo to asi takto: Úse£ka AB, |AB| = 1 a dv¥ kolmice na tuto úse£ku a, b,
A ∈ a, B ∈ b. Bodem A (B) vedly p°ímky p (q) tak, ºe p byla kolmá na q a ob¥ byly
r·znob¥ºné s a, b. Ozna£me P pr·se£ík p,b a Q pr·se£ík q,a. Dokaºte, ºe |AQ| · |BP | = 1.

�e²ení. �e²ení Vítka Jelínka:

Ozna£me C pr·se£ík p°ímek AP a BQ a α velikost úhlu ^AQC. Pak z dopo£tu velikostí
úhl· v trojúhelníku AQC dostáváme, ºe |^QAC| = 90◦ − α a jelikoº ^QAB je pravý, tak
|^PAB| = α. Tím pádem trojúhelníky QAB a ABP jsou podobné podle v¥ty uu (oba
mají jeden pravý úhel a jeden úhel velikosti α). Z toho plyne:

|AQ|
|AB|

=
|AB|
|BP |

⇒ |AQ| · |BP | = |AB|2 = 12 = 1,

coº jsme cht¥li ukázat.

Úloha 5.B. Jeden z ptá£k· si zpíval: �Pí pí, znám v²echna reálná £ísla c taková, ºe pro
libovolné kladné reálné x platí x2+3√

x2+2
> c.� Nalezn¥te nejv¥t²í takové c.
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�e²ení. Jelikoº ve funkci f : R → R s p°edpisem f(x) = x2+3√
x2+2

jsou x pouze ve druhé

mocnin¥, tipneme si, ºe jediné minimum funkce f bude pro x = 0, p°i£emº f(0) = 3
√
2

2 .
Samoz°ejm¥ tvrzení, ºe f(0) je minimum funkce musíme dokázat. V tomto mají výhodu

ti, kte°í um¥jí (správn¥) derivovat, ale ²lo to i jinými, pom¥rn¥ jednoduchými zp·soby.
Takový základní zp·sob je, ºe ukáºeme, ºe pro v²echna ostatní x (tedy r·zná od 0)

platí f(x) > f(0).

f(x) > f(0)
x2+3√
x2+2

> 3
√
2

2 / ·
√
2 ·
√
x2 + 2 > 0 (1)√

2 · (x2 + 3) > 3 ·
√
x2 + 2 /()2 (2)

2(x2 + 3)2 > 9(x2 + 2)
2(x4 + 6x2 + 9)− 9(x2 + 2) > 0
2x4 + 12x2 + 18− 9x2 − 18 > 0

2x4 + 3x2 > 0
(2x2 + 3) · x2 > 0

Z°ejm¥ 2x2 + 3 > 0. Taky víme, ºe x2 ≥ 0, p°i£emº rovnost nastává pouze p°i x = 0.
Tedy pro x 6= 0 platí (2x2 + 3) · x2 > 0.

Musíme zd·raznit, ºe rovnici (1) násobíme kladným £íslem nezávisle na x. Stejn¥ tak
musíme zd·raznit, ºe rovnice (2) má ob¥ strany v¥t²í neº 0. Díky t¥mto omezením jsou
v²echny úpravy ekvivalentní.

Tedy jsme dokázali, ºe f(x) > f(0) pro v²echna x ∈ R \ {0}

Potom jelikoº funkce f je spojitá a f(0) je jediné minimum této funkce, tak f(0) je

nejv¥t²í takové £íslo, které je men²í neº kterékoliv £íslo z
{

x2+3√
x2+2

, x ∈ R+
}
. A tedy hledané

£íslo je c = 3
√
2

2 .

Úloha 5.C. Mezitím v tryská£i m¥l jeden pán reálné polynomy. Polynom P (x) stupn¥ n s
n r·znými reálnými ko°eny. Pomozte pánovi najít v²echny rostoucí polynomy R(x) stupn¥
nejvý²e n− 1 spl¬ující R(P (x) + x) = P (R(x)) +R(x).

�e²ení. Uvaºme mnoºinu M v²ech ko°en· P . Pak pro libovolné k ∈M dostaneme dosa-
zením do rovnosti:

R(P (k) + k) = P (R(k)) +R(k)

R(k) = P (R(k)) +R(k)

P (R(k)) = 0

Tedy R(k) je ko°en P . Nyní ukáºeme dokonce, ºe R(k) = k.
Z monotonie R vyplývá p°edev²ím, ºe R(x) je prosté. Díky tomu pro k1 6= k2 ∈ M

platí R(k1) 6= R(k2). R tedy funguje na M jako permutace.
Z monotonie R na R ov²em vyplývá monotonie R na M . Jediná monotonní permutace

je v²ak identita, tedy k ∈M,R(k) = k.
Nyní vyuºijeme základní v¥tu algebry, podle které je polynom stupn¥ nejvý²e n − 1

jednozna£n¥ zadán hodnotami v n bodech.
Zjevn¥ R(x) = x spl¬uje, a je to tedy jediné °e²ení.
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