XXIV. ro¢nik BRKOS 2017/2018

ReSeni 4. série

VYROKOVA LOGIKA

Uloha 4.1. Libénka, jakozto vedouci klubu matematiki s pravym palcem u nohy vétsim
nez levy, organizuje pro tento klub sraz. Na néj pozvala Koumu, Noumu Henryho a Matéje.
Kouma pfijde na sraz, jen kdyz pfijde Nouma. Henry a Nouma nepfijdou soucasné, ale
prijde alesponi jeden z nich. Nakonec, nemtze se stat, Ze by na srazu byli souc¢asné Kouma,
Henry a Matéj. Urcete v8echny mozné kombinace, jak miZe vypadat c¢ast na srazu.

ReSeni. Ve vyrokoveé logice je jedna z nejsilnéjsich zbrani pravdivostni tabulka. P¥epigeme
si podminky na vyroky:

(1) Kouma piijde jen, kdyz p¥ijde Nouma: =N = —K (nebo K = N)
(2) Henry a Nouma nepfijdou soucasné, ale pfijde alespon jeden z nich: H & - N

(3) Kouma, Henry a Matéj nepiijdou soucasné (K AN H A M)

Kouma | Nouma | Henry | Mat&j | (1) | (2) | (3) | v8echny podminky
1 1 1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1
1 0 1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 0| 1 1 0
1 0 0 1 0|0 ] 1 0
1 0 0 0 0|0 |1 0
0 1 1 1 1 0 1 0
0 1 1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 1 1 1 1
0 1 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 1 0 1 1 1 1
0 0 0 1 1 |01 0
0 0 0 0 1 |0 |1 0

Vsimnéme si, ze tfet{ podminka vysledek viibec nezménila. K tomu, Ze je nepodstatna,
lze dojit i logickymi avahami.
Vidime tedy, ze podminkdm vyhovuji kombinace KNM, KN, NM, N, HM, H.

Uloha 4.2. Kouma premyslel, zda se srazu zacastnit. Hlavnim aspektem rozhodnuti viak
nebyl vysledek predchozi dlohy, ale fakt, Ze by nechal doma samotnou binarni spojku © s
nésledujici pravdivostni tabulkou:
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(4, B)

MMOOD;
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"Nenechévej mé tu samotnou, kdyz tu zistanes, vytvorim ti jakoukoli vyrokovou formuli
si budes prat!"vzlykala bindrni spojka. "Dobfe, vytvor mi tedy formuli, ktera je ekvivalentni
s formuli C — (A A B)."Napiste také vyrokovou formuli, kterd je pravdiva pravé tehdy,
kdy7 je pravdiva C' — (AA B) a obsahuje jen binarni spojku © (ne nutné jednou), vyrokovée
proménné a zavorky.

Reseni. Dokazeme, ze vyhovi vyraz © (C,0 (A, B)). Pro dikaz staci v pravdivostni ta-
bulce ukazat, Ze ve vSech pripadech maji tyto vyrazy stejnou pravdivostni hodnotu.

A[B[C|[AAB|[C—(AAB)|©(4,B) ] ©6(C,0(4,B)
111 1 1 0 1
110 1 1 0 1
t[o[1] o 0 1 0
1[0]0] 0 1 1 1
01 [1] 0 0 1 0
0|10 0 1 1 1
ojo[L1]| 0 0 1 0
000 0 1 1 1

Z tabulky jasné vidime, Ze tyto vyrazy jsou ekvivalentni.
Jeste si ukdzeme postup, jak se mizeme k takovému FeSeni dopracovat (toto uz neni
soucasti dikazu):
Nektefi z vas si v8imli, Ze spojka © odpovidé spojce NAND, tedy negaci spojky AND.
Budeme se tedy snazit vyraz ze zadani upravit na vyraz, ktery bude obsahovat pouze
negaci a spojku AND.
(C—=(AANB)) & (-CV(AANB)) < -~ (CAN=(AAB))
Ted uz nam sta¢i jednoduse upravit, nebot plati: = (AA B) < © (A, B) a zarovei
-(CNO(A,B)) < 0(C,0(A,B)),atedy (C— (AANB)) < - (CA-(AANB)) < 0(C,0(A,B)).

Uloha 4.3. Sraz probihal jako obvykle. Mezi pomé&fovanim ostatnich konéetin se viak
na programu objevila polozka navic - Libénc¢ina soutéz: Najdéte co nejkratsi vyrokovou
formuli obsahujici pét vyrokovych proménnych A, B, C, D, E, ktera je pravdiva pravé
tehdy, kdyZz je pravdivy pravé sudy pocet proménnych. Koumovi (at uz na srazu byl nebo
ne) se podafilo nalézt formuli, ktera méa 20 znaka (tzn. proménnd, operator nebo zavorka).
Podaf{ se vam najit jesté kratgi? Ve formuli smite pouzivat pouze vyrokové proménné,
zévorky a libovolné unarni nebo binarnf logické spojky.

Reseni. Zakladnimi kameny nagi formule budou ekvivalence X < Y, které plati pravé
tehdy, kdyz plati sudy pocet proménnych v nich. UkdZeme si, Ze zadani vyhovi napt. for-
mule ((A < B)XOR(C & D)) < E. Po pozorném prohlédnuti zjistime, jaké jsou moz-
nosti, aby byla formule pravdiva: Bud bude E mit hodnotu 1, v tom pfipadé chceme, aby
XOR byl také 1, proto pravé jedna ze zavorek bude 1. To ale znamend, ze v pravé jedné
zévorce budou mit proménné rizné hodnoty, tedy lichy pocet proménnych v zavorkach ma
hodnotu 1. Spolu s E je jich je pak sudy pocet.
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Naopak pokud E ma hodnotu 0, pak chceme mit i XOR 0, tedy obé zavorky budou mit
soucasné hodnotu bud 1 — proménné A a B maji stejnou hodnotu a C' a D maji stejnou
hodnotu, pak je sudy pocet proménnych s hodnotou 1, nebo obé& zdvorky budou soucasné
0 — tedy A a B jsou rtzné a C' a D jsou razné, pak opét mame sudy pocet proménnych s
hodnotou 1. Jestlize XOR oznaime symbolem ®, vysledna formule
(A< B)® (C < D)) < E ma pak 15 znaki.

Uloha 4.4. Kdyz Kouma souté& vyhral, snazil se pFednést pfedem p¥ipravenou dékovnou
Fe¢. AvSak jeSté nez zacal, pozornost strhla Noumova unikatni ternarni spojka A, kterou
si vycvicil, aby byla pravdiva pravé tehdy, kdyz jsou pravdivé dva ze tif jejich argumentu.
Nouma hned piedvedl par prikladi: A(1,0,0) = A(1,1,1) = 0, A(1,0,1) = A(1,1,0) = 1.
“Tahle spojka umi vSechno, s jeji pomoci jsem schopny zapsat kazdou formuli vyrokové lo-
giky!"Kouma se zamyslel a odpovédél: “To neni pravda! Musis ke své spojce pridat negaci.”
Dokazte, ze ma Kouma pravdu. Naleznéte vyrokovou formuli, ktera se neda zapsat jen po-
moci spojky A a dokazte, Ze kazda formula se da zapsat jen pomoci spojky A a negace —.
Pfi dikazu mutzete vyuzit plnohodnotnost systému uvedenych v pomocném textu.

ReSeni. Najprv ukazem, Ze samotna spojka A netvori plnohodnotny systém. Nech A je
Tubovolna vyrokova premenné. DokédZem, Ze neexistuje formula obsahujica iba vyrokové
premenné a logicka spojku A, ktord by bola ekvivalentnd formuli =A. Uvazme taka valu-
aciu premennych v, ktora kazdej premennej priradi hodnotu 0. Formula —A je pri takejto
valuécii v pravdiva. Indukciou ukézem, ze kazd4 formula obsahujica iba vyrokové premenné
a spojku A sa pri takejto valuécii v vyhodnoti na nepravdiva.

Indukciu vediem vzhladom k &trukture formule ¢.

e ¢ = X, kde X je lubovolné vyrokova premenné. Potom z definicie valuacie plynie
v(p) =v(X)=0.

o ¢ = A(¢1,19,13), kde 1; st formule so §truktarou jednoduchsou ako ¢. Preto z
indukéného predpokladu vieme v(11) = v(¢2) = v(¢3) = 0. Potom z definicie spojky
A vyplyva v(¢) = v(A(Y1,12,13)) = v(A(0,0,0)) = 0. Tym je indukény krok
dokazany.

Tym sme dokazali, Ze kazda formula ma pri danej valuacii v hodnotu 0. Preto neexistuje
formula ekvivalentna —A. Z toho plynie, Ze pomocou spojky A nie sme schopni popisat
vSetky vyrokové formule, teda netvori plnohodnotny systém.

f)alej ukdzem, ze spojky A a — tvoria plnohodnotny systém. Na to nam staci spojky
nejakého plnohodnotného systému zapisat pomocou negacie a A. UkaZeme, ako spojky A
a — zapisat pomocou A a —.

Trivialne, spojku — zapiSeme ako spojku —.

Nez zapiseme spojku A, tak si v8imneme, 7e formula A(A, A, A) je pre Tubovolna
premenni A a [ubovolna valuaciu premennych nepravdiva, a teda je to kontradikcia. Potom
formula A(A, B, A(A, A, A)) je pravdiva prave vtedy, ked si pravdivé zaroven A a B. Preto
formula A A B je ekvivalentna formuly A(A, B,A(A, A, A)).

Kedze spojky A,— tvoria plnohodnotny systém a spojku A vieme zapisat pomocou
spojky A, tak A, = tvoria plnohodnotny systém.

Uloha 4.A. Nouma se hned urazil, nabral hrnkem syrovou omacku a polil jim Koumu.
Kouma se v8ak nebranil a jen syrové poznamenal: "Podivej, na hrnku je Sest fleki syroveé
omadcky spojenych tak, ze t¥i fleky jsou spojeny s dalsimi tfemi a pFesto se Cary ani trochu
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nekifzi.""To je toho, takhle jde spojit kazdych gest flekii na hrnitku."Odvétil Nouma.
Ukazte, jak lze na oby¢ejném hrnku s jednim uchem spojit Sest bodi jako na obrazku, ale
tak, aby se spojnice nekiizily.

%1 V2 V3

Vg Vs V6

Regeni. Bylo tfeba pouzit ucha jako mostu. Vysledek mohl vypadat takto:

=
J

N

Uloha 4.B. Mezitim, co si ostatni otirali o koumu nachos, v jiné ¢asové linii krale zaklela
Carodéjnice, Ze on a vSichni jeho synové budou bud bezdétni, nebo budou mit pravé 2
syny. O mnoho let pozdé&ji tato dynastie vymiela. Dohromady v této dynastii bylo 101
muzi (véetné krale). Kolik z nich bylo bezdétnych?

Regeni. Kazdy muz je bud otec, nebo bezdétny. Jelikoz mé kazdy otec dva syny, pak je
pocet otci roven poctu syni lomeno dvéma.

Kazdy muz kromé kréle je syn. Proto pocet syni je 100, pocet otcti 50 a pocet bezdét-
nych 51.

Uloha 4.C. Vidél v nich totiz kruznici k a na ni postupné body A, B, C, D. My si viak
oznatme postupné P, Q, R, S stfedy obloukd AB, BC, CD, DA. Dokazte, ze PR je kolmé
na QS.
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Regeni.
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Oznacme si O stied kruznice a X prise¢ik pfimek PR a QS. Jelikoz P,Q, R, S jsou
stiedy tsekt, vime, ze |AP| = |BP|, |BQ| = |CQ|, |CR| = |RD|, |DS| = |AS|. Oznacme
si velikosti obvodovych thli odpovidajicich jednotlivym tsekim « pro AP, 8 pro BQ, ~
pro CR a § pro DS. JelikoZ stfedovy thel je dvojnasobek obvodového, mizeme vidét, ze
4o+ 48 + 4y + 46 = 360°, tedy o + 5+ v + § = 90°.

Nyni se podivime napiiklad na trojihelnik PXS. Uhel SPR je soucet thla SPD a
DPR, coz je § + . Dale tthel PSQ je soucet thli PSB a BSQ, coz je o+ . Uhel SXP
se proto rovna

180° — (6 +v) — (a4 B) = 180° — (a+ B+ v+ d) = 180° — 90° = 90°.
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Tedy pFimky PR a Q.S jsou na sebe kolmé.

Pomocnyg text, dalst informace o semindii najdete na strankdch brkos.math.muni.cz

Sva teSeni posilejte na adresu:
BRKOS
Ptirodovédecks fakulta MU
Kotlarska 2
611 37 Brno
nebo uploadujte na naSich strankach:
http://brkos.math.muni.cz/
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