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�e²ení 4. série

Výroková logika

Úloha 4.1. Lib¥nka, jakoºto vedoucí klubu matematik· s pravým palcem u nohy v¥t²ím
neº levý, organizuje pro tento klub sraz. Na n¥j pozvala Koumu, �oumu, Henryho a Mat¥je.
Kouma p°ijde na sraz, jen kdyº p°ijde �ouma. Henry a �ouma nep°ijdou sou£asn¥, ale
p°ijde alespo¬ jeden z nich. Nakonec, nem·ºe se stát, ºe by na srazu byli sou£asn¥ Kouma,
Henry a Mat¥j. Ur£ete v²echny moºné kombinace, jak m·ºe vypadat ú£ast na srazu.

�e²ení. Ve výrokové logice je jedna z nejsiln¥j²ích zbraní pravdivostní tabulka. P°epí²eme
si podmínky na výroky:

(1) Kouma p°ijde jen, kdyº p°ijde �ouma: ¬N ⇒ ¬K (nebo K ⇒ N)

(2) Henry a �ouma nep°ijdou sou£asn¥, ale p°ijde alespo¬ jeden z nich: H ⇔ ¬N

(3) Kouma, Henry a Mat¥j nep°ijdou sou£asn¥ ¬(K ∧H ∧M)

Kouma �ouma Henry Mat¥j (1) (2) (3) v²echny podmínky
1 1 1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1
1 0 1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 1 0
0 1 1 1 1 0 1 0
0 1 1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 1 1 1 1
0 1 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 1 0 1 1 1 1
0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 1 0 1 0

V²imn¥me si, ºe t°etí podmínka výsledek v·bec nezm¥nila. K tomu, ºe je nepodstatná,
lze dojít i logickými úvahami.

Vidíme tedy, ºe podmínkám vyhovují kombinace K�M, K�, �M, �, HM, H.

Úloha 4.2. Kouma p°emý²lel, zda se srazu zú£astnit. Hlavním aspektem rozhodnutí v²ak
nebyl výsledek p°edchozí úlohy, ale fakt, ºe by nechal doma samotnou binární spojku Θ s
následující pravdivostní tabulkou:
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A B Θ(A,B)

0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

"Nenechávej m¥ tu samotnou, kdyº tu z·stane², vytvo°ím ti jakoukoli výrokovou formuli
si bude² p°át!"vzlykala binární spojka. "Dob°e, vytvo° mi tedy formuli, která je ekvivalentní
s formulí C → (A ∧ B)."Napi²te také výrokovou formuli, která je pravdivá práv¥ tehdy,
kdyº je pravdivá C → (A∧B) a obsahuje jen binární spojku Θ (ne nutn¥ jednou), výrokové
prom¥nné a závorky.

�e²ení. Dokáºeme, ºe vyhoví výraz Θ (C,Θ (A,B)). Pro d·kaz sta£í v pravdivostní ta-
bulce ukázat, ºe ve v²ech p°ípadech mají tyto výrazy stejnou pravdivostní hodnotu.

A B C A ∧B C → (A ∧B) Θ (A,B) Θ (C,Θ (A,B))

1 1 1 1 1 0 1
1 1 0 1 1 0 1
1 0 1 0 0 1 0
1 0 0 0 1 1 1
0 1 1 0 0 1 0
0 1 0 0 1 1 1
0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 1 1 1

Z tabulky jasn¥ vidíme, ºe tyto výrazy jsou ekvivalentní.
Je²t¥ si ukáºeme postup, jak se m·ºeme k takovému °e²ení dopracovat (toto uº není

sou£ástí d·kazu):
N¥kte°í z vás si v²imli, ºe spojka Θ odpovídá spojce NAND, tedy negaci spojky AND.

Budeme se tedy snaºit výraz ze zadání upravit na výraz, který bude obsahovat pouze
negaci a spojku AND.

(C → (A ∧B))⇔ (¬C ∨ (A ∧B))⇔ ¬ (C ∧ ¬ (A ∧B))
Te¤ uº nám sta£í jednodu²e upravit, nebo´ platí: ¬ (A ∧B) ⇔ Θ (A,B) a zárove¬

¬ (C ∧Θ (A,B))⇔ Θ (C,Θ (A,B)), a tedy (C → (A ∧B))⇔ ¬ (C ∧ ¬ (A ∧B))⇔ Θ (C,Θ (A,B)).

Úloha 4.3. Sraz probíhal jako obvykle. Mezi pom¥°ováním ostatních kon£etin se v²ak
na programu objevila poloºka navíc - Lib¥n£ina sout¥º: Najd¥te co nejkrat²í výrokovou
formuli obsahující p¥t výrokových prom¥nných A, B, C, D, E, která je pravdivá práv¥
tehdy, kdyº je pravdivý práv¥ sudý po£et prom¥nných. Koumovi (a´ uº na srazu byl nebo
ne) se poda°ilo nalézt formuli, která má 20 znak· (tzn. prom¥nná, operátor nebo závorka).
Poda°í se vám najít je²t¥ krat²í? Ve formuli smíte pouºívat pouze výrokové prom¥nné,
závorky a libovolné unární nebo binární logické spojky.

�e²ení. Základními kameny na²í formule budou ekvivalence X ⇔ Y , které platí práv¥
tehdy, kdyº platí sudý po£et prom¥nných v nich. Ukáºeme si, ºe zadání vyhoví nap°. for-
mule ((A ⇔ B)XOR(C ⇔ D)) ⇔ E. Po pozorném prohlédnutí zjistíme, jaké jsou moº-
nosti, aby byla formule pravdivá: Bu¤ bude E mít hodnotu 1, v tom p°ípad¥ chceme, aby
XOR byl také 1, proto práv¥ jedna ze závorek bude 1. To ale znamená, ºe v práv¥ jedné
závorce budou mít prom¥nné r·zné hodnoty, tedy lichý po£et prom¥nných v závorkách má
hodnotu 1. Spolu s E je jich je pak sudý po£et.
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Naopak pokud E má hodnotu 0, pak chceme mít i XOR 0, tedy ob¥ závorky budou mít
sou£asn¥ hodnotu bu¤ 1 � prom¥nné A a B mají stejnou hodnotu a C a D mají stejnou
hodnotu, pak je sudý po£et prom¥nných s hodnotou 1, nebo ob¥ závorky budou sou£asn¥
0 � tedy A a B jsou r·zné a C a D jsou r·zné, pak op¥t máme sudý po£et prom¥nných s
hodnotou 1. Jestliºe XOR ozna£íme symbolem ⊗, výsledná formule
((A⇔ B)⊗ (C ⇔ D))⇔ E má pak 15 znak·.

Úloha 4.4. Kdyº Kouma sout¥º vyhrál, snaºil se p°ednést p°edem p°ipravenou d¥kovnou
°e£. Av²ak je²t¥ neº za£al, pozornost strhla �oumova unikátní ternární spojka ∆, kterou
si vycvi£il, aby byla pravdivá práv¥ tehdy, kdyº jsou pravdivé dva ze t°í jejích argument·.
�ouma hned p°edvedl pár p°íklad·: ∆(1, 0, 0) = ∆(1, 1, 1) = 0, ∆(1, 0, 1) = ∆(1, 1, 0) = 1.
�Tahle spojka umí v²echno, s její pomocí jsem schopný zapsat kaºdou formuli výrokové lo-
giky!"Kouma se zamyslel a odpov¥d¥l: �To není pravda! Musí² ke své spojce pridat negaci.�
Dokaºte, ºe má Kouma pravdu. Nalezn¥te výrokovou formuli, která se nedá zapsat jen po-
mocí spojky ∆ a dokaºte, ºe kaºdá formula se dá zapsat jen pomocí spojky ∆ a negace ¬.
P°i d·kazu m·ºete vyuºít plnohodnotnost systém· uvedených v pomocném textu.

�e²ení. Najprv ukáºem, ºe samotná spojka ∆ netvorí plnohodnotný systém. Nech A je
©ubovo©ná výroková premenná. Dokáºem, ºe neexistuje formula obsahujúca iba výrokové
premenné a logickú spojku ∆, ktorá by bola ekvivalentná formuli ¬A. Uváºme takú valu-
áciu premenných v, ktorá kaºdej premennej priradí hodnotu 0. Formula ¬A je pri takejto
valuácii v pravdivá. Indukciou ukáºem, ºe kaºdá formula obsahujúca iba výrokové premenné
a spojku ∆ sa pri takejto valuácii v vyhodnotí na nepravdivú.

Indukciu vediem vzh©adom k ²truktúre formule φ.

• φ ≡ X, kde X je ©ubovo©ná výroková premenná. Potom z de�nície valuácie plynie
v(φ) = v(X) = 0.

• φ ≡ ∆(ψ1, ψ2, ψ3), kde ψi sú formule so ²truktúrou jednoduch²ou ako φ. Preto z
induk£ného predpokladu vieme v(ψ1) = v(ψ2) = v(ψ3) = 0. Potom z de�nície spojky
∆ vyplýva v(φ) = v(∆(ψ1, ψ2, ψ3)) = v(∆(0, 0, 0)) = 0. Tým je induk£ný krok
dokázaný.

Tým sme dokázali, ºe kaºdá formula má pri danej valuácii v hodnotu 0. Preto neexistuje
formula ekvivalentná ¬A. Z toho plynie, ºe pomocou spojky ∆ nie sme schopní popísa´
v²etky výrokové formule, teda netvorí plnohodnotný systém.

�alej ukáºem, ºe spojky ∆ a ¬ tvoria plnohodnotný systém. Na to nám sta£í spojky
nejakého plnohodnotného systému zapísa´ pomocou negácie a ∆. Ukáºeme, ako spojky ∧
a ¬ zapísa´ pomocou ∆ a ¬.

Triviálne, spojku ¬ zapí²eme ako spojku ¬.
Neº zapí²eme spojku ∧, tak si v²imneme, ºe formula ∆(A,A,A) je pre ©ubovo©nú

premennú A a ©ubovo©nú valuáciu premenných nepravdivá, a teda je to kontradikcia. Potom
formula ∆(A,B,∆(A,A,A)) je pravdivá práve vtedy, ke¤ sú pravdivé zárove¬ A a B. Preto
formula A ∧B je ekvivalentná formuly ∆(A,B,∆(A,A,A)).

Ke¤ºe spojky ∧,¬ tvoria plnohodnotný systém a spojku ∧ vieme zapísa´ pomocou
spojky ∆, tak ∆,¬ tvoria plnohodnotný systém.

Úloha 4.A. �ouma se hned urazil, nabral hrnkem sýrovou omá£ku a polil jím Koumu.
Kouma se v²ak nebránil a jen sýrov¥ poznamenal: "Podívej, na hrnku je ²est �ek· sýrové
omá£ky spojených tak, ºe t°i �eky jsou spojeny s dal²ími t°emi a p°esto se £áry ani trochu
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nek°íºí.""To je toho, takhle jde spojit kaºdých ²est �ek· na hrní£ku."Odv¥til �ouma.
Ukaºte, jak lze na oby£ejném hrnku s jedním uchem spojit ²est bod· jako na obrázku, ale
tak, aby se spojnice nek°íºily.

�e²ení. Bylo t°eba pouºít ucha jako mostu. Výsledek mohl vypadat takto:

Úloha 4.B. Mezitím, co si ostatní otírali o koumu nachos, v jiné £asové linii krále zaklela
£arod¥jnice, ºe on a v²ichni jeho synové budou bu¤ bezd¥tní, nebo budou mít práv¥ 2
syny. O mnoho let pozd¥ji tato dynastie vym°ela. Dohromady v této dynastii bylo 101
muº· (v£etn¥ krále). Kolik z nich bylo bezd¥tných?

�e²ení. Kaºdý muº je bu¤ otec, nebo bezd¥tný. Jelikoº má kaºdý otec dva syny, pak je
po£et otc· roven po£tu syn· lomeno dv¥ma.

Kaºdý muº krom¥ krále je syn. Proto po£et syn· je 100, po£et otc· 50 a po£et bezd¥t-
ných 51.

Úloha 4.C. Vid¥l v nich totiº kruºnici k a na ní postupn¥ body A, B, C, D. My si v²ak
ozna£me postupn¥ P, Q, R, S st°edy oblouk· AB, BC, CD, DA. Dokaºte, ºe PR je kolmé
na QS.
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�e²ení.

Ozna£me si O st°ed kruºnice a X pr·se£ík p°ímek PR a QS. Jelikoº P,Q,R, S jsou
st°edy úsek·, víme, ºe |AP | = |BP |, |BQ| = |CQ|, |CR| = |RD|, |DS| = |AS|. Ozna£me
si velikosti obvodových úhl· odpovídajících jednotlivým úsek·m α pro AP , β pro BQ, γ
pro CR a δ pro DS. Jelikoº st°edový úhel je dvojnásobek obvodového, m·ºeme vid¥t, ºe
4α+ 4β + 4γ + 4δ = 360◦, tedy α+ β + γ + δ = 90◦.

Nyní se podíváme nap°íklad na trojúhelník PXS. Úhel SPR je sou£et úhl· SPD a
DPR, coº je δ + γ. Dále úhel PSQ je sou£et úhl· PSB a BSQ, coº je α+ β. Úhel SXP
se proto rovná

180◦ − (δ + γ)− (α+ β) = 180◦ − (α+ β + γ + δ) = 180◦ − 90◦ = 90◦.
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Tedy p°ímky PR a QS jsou na sebe kolmé.

Pomocný text, dal²í informace o seminá°i najdete na stránkách brkos.math.muni.cz

Svá °e²ení posílejte na adresu:
BRKOS

P°írodov¥decká fakulta MU
Kotlá°ská 2
611 37 Brno

nebo uploadujte na na²ich stránkách:
http://brkos.math.muni.cz/
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