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�e²ení 3. série

Hrátky s t¥lesy

Úloha 3.1. Lib¥nka, protoºe je parádnice, si vzala krychli s hranou 1 vyrobenou ze zrcadel
a poloºila ji hranami na sou°adnicové osy. Mat¥j ji sledoval a lstiv¥ jí v rohu se sou°adnicemi
(0, 0, 0) vyvrtal bodovou díru a posvítil do ní laserovým ukazovátkem tak, ºe se poprvé
paprsek odrazil v bod¥ (1, 13 ,

3
4). Kolikrát se celkov¥ v krychli paprsek poodráºel neº vylet¥l

tou samou dírou ven? Pokud paprsek vlet¥l p°esn¥ do rohu, jedním odrazem se odrazil zp¥t
a pokud do hrany, odrazil se jedním odrazem jako od p°ímky.

�e²ení. Úlohu si rozd¥líme do dvou 2D p°ípad·, a to pohledy na rovinu xy a na rovinu
xz. V rovin¥ xy se paprsek odrazí 5 krát, poté se ocitne op¥t v po£átku xy a za tuto dráhu,
pokud nebereme v úvahu y sloºku pohybu, prosvítí £tverec od strany k prot¥j²í stran¥ 6
krát. Analogicky pro rovinu xz se paprsek musí odrazit 11 krát, poté je v po£átku xz a
za tuto dráhu pouze x sloºka pohybu prosvítí £tverec od hrany k hran¥ 8 krát. Aby se
paprsek dostal do po£átku krychle, musí v obou pohledech urazit stejnou vzdálenost v
jejich spole£né ose, tedy ve sm¥ru osy x (on¥ch d°íve zmín¥ných 6 krát a 8 krát). Nabízí se
tedy nejmen²í spole£ný násobek £ísel 6 a 8, coº je 24. Dále si v²imneme, ºe v²echny odrazy
v xy jsou taktéº obsaºeny v xz, sta£í tedy spo£ítat, kolik je odraz· v xz. V xz se odrazí
12 krát (11 + 1 odraz od hrany), a poté znova a znova, dokud neurazí 24 délek ve sm¥ru
osy x, tedy t°ikrát dokola, tedy 12+12+11 (p°i posledním cyklu se jiº neodrazí od hrany,
ale vyletí ven po£átkem. Celkem se paprsek odrazí 35 krát.

Úloha 3.2. Henry hledal nekonvexní mnohost¥n, jehoº st¥ny jsou tvo°eny £ty°úhelníky a
pro který platí V −H + S = −2 (V je po£et vrchol·, H je po£et hran a S je po£et st¥n
mnohost¥nu). Pomozte mu s hledáním.

�e²ení. Eulerova charakteristika v²ech klasických konvexních t¥les je vºdy V −H + S =
2 (toto je docela netriviální poznatek). Pro nalezení t¥lesa s charakteristikou -2 proto
zapátráme po sv¥t¥ nekonvexních (a moºná lehce netradi£ních) útvar·, konkrétn¥ útvar·
s �dírami� . Zjednodu²en¥ °e£eno, kaºdá díra v t¥lese sniºuje charakteristiku o 2, proto
hledané t¥leso bude mít v sob¥ dv¥ díry. Te¤ uº si sta£í jen trochu pohrát, abychom nalezli
t¥leso sloºené z £ty°úhleník· (ale op¥t, vztah V − H + S = −2 platí pro libovolné jiné
t¥leso s dv¥mi dírami, sloºené z konverxních n-úhelník·). Mimo jiné i touto problematikou
se zabývá matematická disciplína zvaná Topologie.
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Úloha 3.3. Kouma a �ouma si hráli s mí£em tvaru koule kouleK s polom¥rem r a st°edem
S. Kdyº uº je fotbal nebavil, tak kouli opsali hranol bez podstav (nekone£n¥ vysoký hranol)
tak, ºe jeho st¥ny byly na sebe kolmé. Kaºdá st¥na hranolu m¥la práv¥ jeden spole£ný bod
s koulí. Nalezn¥te objem prostoru, který takto zobrazili, vn¥ kvádru do koule v kulové
inverzi podle koule K. |SX| : |SA| = |SA| : |SX ′| (V²echny body leºí na jedné polop°ímce
s po£átkem v S, A leºí na povrchu koule, X je vzory bodu, X ′ obraz).

�e²ení. Nejd°íve se podíváme, na co se zobrazí jednotlivé st¥ny. Poloprostor, který se
koule dotýká práv¥ v jednom bod¥ (a neobsahuje onu kouli) se zobrazí na kouli, která
prochází st°edem p·vodní velké koule, bodem dotyku p·vodní koule s rovinou a její pr·m¥r
je polom¥r p·vodní koule. Takto zobrazíme v²echny 4 poloroviny do 4 koulí, které se v
ur£itých £ástech p°ekrývají. V p°ípad¥ na²eho nekone£n¥ vysokého hranolu se prostor vn¥
zobrazí do téhoº, jen body v pr·niku sousedních dvou koulí nesmíme po£ítat dvakrát.

Pr·nikem dvou sousedních koulí je útvar sloºený ze dvou stejných kulových úse£í.
Takové útvary jsou v obrazu 4, tedy celkem 8 kulových úse£í je pr·nikem 4 koulí obrazu
prostoru vn¥ hranolu bez podstav. Objem hledaného t¥lesa tedy získáme tak, ºe ode£teme
8 krát objem úse£e od 4 krát objemu koule o pr·m¥ru r (polom¥r p·vodní).

Objem úse£e je podle vzorce 1
6 ·π ·v ·(3R

2+v2), kde v je vý²ka úse£e v = (2−
√
2)r

4 a R je

polom¥r podstavy úse£e R =
√
2 · r4 , po dosazení do vzorce vyjde objem úse£e (8−5·

√
2)·π·r3

96 .
Nyní jen ode£teme osminásobek objemu výse£e od objemu £ty° koulí o polom¥ru r

2 , výraz

upravíme a výsledkem je 5·
√
2·π·r3
12 .
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Úloha 3.4. Kdesi v Hloup¥tín¥ leºel obecný £ty°st¥n a byly dány 3 p°ímky v prostoru
tak, ºe kaºdá z nich byla rovnob¥ºná s jednou z hran £ty°st¥nu, které m¥ly spole£ný vr-
chol a zárove¬ hrany £ty°st¥nu neleºely na t¥chto p°ímkách. Henry jednou popsal t¥ºi²t¥
£ty°st¥nu jako pr·se£ík n¥jakých p°ímek, mohl p°i tom tvo°it nové p°ímky pouze tak, ºe
vedly n¥kterou dvojicí bod· z následujícího vý£tu: Vrcholy £ty°st¥nu, pr·se£ík dvou jiº
existujících p°ímek, obecný bod na libovolné p°ímce, obecný bod prostoru. Zvládnete to
také?

�e²ení. Ozna£me £ty°st¥n jako ABCS s tím, ºe spole£ný vrchol hran ze zadání je vrchol
S.

Uvaºme hranu AS a najd¥me její st°ed. Na rovnob¥ºce k AS zvolme libovolné dva body
X,Y, ideáln¥ tak, aby A,S, Y,X netvo°ily rovnob¥ºník, nýbrº lichob¥ºník. Pokud bychom
se stre�li do rovnob¥ºníku, BÚNO posuneme bod X o kousek vedle. Sestrojme pr·se£ík
úhlop°í£ek tohoto lichob¥ºníku a ozna£me ho U . Pr·se£ík p°ímek AY a SX ozna£me P .
Bod V , pr·se£ík p°ímek PU a AS je st°ed úse£ky AS. K d·kazu si p°edstavme p°í£kuMN
lichob¥ºníku procházející pr·se£íkem úhlop°í£ek a podívejme se na podobné trojúhelníky
YMU s Y AS a XUN s XAS, zejména na pom¥ry mezi odpovídajícími si stranami a
vý²kami. V²imn¥me si hlavn¥, ºe vý²ky malých trojúhelník· na strany rovnob¥ºné s pod-
stavami lichob¥ºníku jsou stejné. Z podobností a pom¥r· se snadno ukáºe, ºe|MU | = |UN |.
Dále se podívejme na podobné trojúhelníky PMU s PAV a PUN s PV S, z podobnosti a
|MU | = |UN | plyne |AV | = |V S|.

Takto sestrojme st°ed kaºdé hrany, u které se nachází rovnob¥ºka. Spojením s prot¥j²ím
vrcholem na kaºdé stran¥ sestrojíme t¥ºi²t¥ kaºdé ze t°í st¥n obsahujících bod S. St°edy
zbývajících hran získáme spojením S s t¥mito t¥ºi²ti, nakonec tedy sestrojíme i t¥ºi²t¥
zbývající st¥ny. Kaºdé t¥ºi²t¥ spojíme s prot¥j²ím vrcholem, pr·se£ík bude t¥ºi²t¥ celého
£ty°st¥nu.

To, ºe se t¥ºnice (spojnice t¥ºi²´ st¥n a prot¥j²ích vrchol·) protínají v jediném bod¥,
se dá dokázat podobným zp·sobem jako u t¥ºnic trojúhelníku.

Úloha 3.A. Lib¥nka s Mat¥jem hrají pi²kvorky na plo²e 3× 3. Trochu popletli pravidla,
a to tak, ºe oba dva hrají za ten samý znak a ten, komu se jako prvnímu poda°í ud¥lat 3
znaky v °ad¥ prohrává. Který z hrá£· má vít¥znou strategii a jaká je to strategie?

�e²ení. Výherní strategii má první hrá£. Vyhraje vºdy, pokud d¥lá následující tahy:

1. umístí k°íºek do prost°edního polí£ka.

2. sv·j druhý k°íºek (celkov¥ 3. k°íºek ve h°e) umístí tak, aby vznikl následující tvar:

3. dal²í tah provedeme v závislosti na tahu 2. hrá£e. Pokud vybere jedno z polí£ek A,
pak vybereme druhé polí£ko A. (Obdobn¥ pro B).
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Nyní uº druhý hrá£ nemá kam táhnout. Hrá£ 1 vít¥zí.
V²imn¥te si, ºe poté, co první hrá£ umístí do prost°edního polí£ka, tak kaºdý dal²í

tah hrá£e 1 odpovídá tahu kon¥m v ²achách (výchozí polí£ko je poslední umíst¥ný k°íºek
hrá£em 2).

Úloha 3.B. "Milé d¥ti", °ekl Henry svým ratolestem. "Podívejte se, co se dnes °e²í v
novinách...", dodal a podal jim vytrºený £lánek. V n¥m bylo napsáno: P (x) je polynom,
který vznikne roznásobením výrazu:

(1− x)(1 + 2x)(1− 3x) . . . (1 + 14x)(1− 15x)

Jaký má P (x) koe�cient u x2? "Tak co, vy to zvládnete vy°e²it?"

�e²ení. Z mnoho£lenu vºdy vybereme dv¥ závorky, z nich násobíme £len s x, u ostatních
budeme násobit jedni£kami. Za�xujeme si vºdy jednu závorku jako vedoucí a pronásobíme
ji se zbývajícími. Aby nám vznikla hezká suma, budeme £íslo násobit i se sebou samým.
Po vytknutí nám vznikne nám následující suma:

(−1) · (−1) + (−1) · 2 + (−1) · (−3) + . . .+2 · (−1) + 2 · 2 + . . .+ (−15) · 14 + (−15) · (−15) =

=

15∑
i=1

(−1)i · i ·
15∑
j=1

(−1)j · j

15∑
i=1

(−1)i · i ·
15∑
j=1

(−1)j · j =
15∑
i=1

(−1)i · i · (−8) = (−8) ·
15∑
i=1

(−1)i · i = (−8) · (−8) = 64

Kaºdou dvojici jsme ale po£ítali dvakrát a navíc máme £leny, kde jsme závorku násobili
samu se sebou. Tedy koe�cient musíme upravit následujícím zp·sobem:

64−
∑15

i=1 i
2

2
=

64− 1240

2
= −588

Výsledný koe�cient je tedy -588.

Úloha 3.C. Kouma má funkci de�novanou: f(1) = 1, f(3) = 3, f(2n) = n, f(4n + 1) =
2f(2n + 1), f(4n + 3) = 2f(2n + 1) + 1 pro n ∈ N . �ouma si vymyslel £íslo a < 2017
a 2017krát na n¥j aplikoval funkci f . Nakonci dostal op¥t £íslo a. Najd¥te v²echny moºné
hodnoty a.

�e²ení. Zku²en¥j²í £tená° m·ºe p°esko£it úvodní pozorování.
Kdyº nevíme co, vypí²eme si n¥kolik hodnot:

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
f(m) 1 1 3 2 6 3 7 4 12 5 13 6 14 7 15 8 24

f(f(m)) 1 1 3 1 3 3 7 2 6 6 14 3 7 7 15 4 12
f(f(f(m))) 1 1 3 1 3 3 7 1 3 3 7 3 7 7 15 2 6

f(f(f(f(m)))) 1 1 3 1 3 3 7 1 3 3 7 3 7 7 15 1 3
Nejprvé základní pozorování:

• V²echna £ísla skon£í na hodnot¥ tvaru 2n − 1.
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• Jak je nazna£eno svislýma £arama, tak se posloupnost kone£ných hodnot svým zp·-
sobem prodluºuje (1;1,3;1,3,3,7;1,3,3,7,3,7,7,15;1,3,. . . ). P°ed¥ly jsou vºdy p°ed moc-
ninou dvojky. Podíváme-li se na jednotlivé úseky, tak se jejich délka zdvojnásobuje.
Navíc první p·lka je totoºná, jako p°edchozí úsek a druhá je jeho kopií, kde kaºdou
hodnotu 2n − 1 nahradíme 2n+1 − 1.

• Koukn¥me se na to z druhé strany. Tyto £ísla kon£í £íslem 3: 3|5, 6|9, 10, 12|17, . . . .
M·ºeme si dále v²imnout, ºe pokud od nich ode£tem tu mocninou dvojky, která se
nachází v jejich úseku dostaneme: 1|1, 2|1, 2, 4|1, . . . .

V²echna tato fakta a spousta jiných nazna£ují, ºe funkce se n¥jakým zp·sobem to£í
kolem mocnin dvojky. Ná² desítkový zápis je postaven na mocninách desítky, podívejme
se proto rad²i na binární zápis vstupních a výstupních hodnot

m 1 10 11 100 101 110 111 1000 1001 1010 1011 1100
f(m) 1 1 11 10 110 11 111 100 1100 101 1101 110

f(f(m)) 1 1 11 1 11 11 111 10 110 11 1110 11
f(f(f(m))) 1 1 11 1 11 11 111 1 11 11 111 11

f(f(f(f(m)))) 1 1 11 1 11 11 111 1 11 11 111 11
Nyní uº vidíme lépe co se d¥je. Poslední cifra argumentu se p°esune vºdy na za£átek s

tím, ºe pokud je to nula, tak zmizí. Tedy £íslo se opakovaným p·sobením funkce f zbavuje
nul v binárním zápise - rotuje. Hledaná £ísla a proto musí mít posledních 2017 cifer jen
jedni£ky. Jelikoº £ísla men²í neº 2017 mají maximáln¥ 10 cifer, pak se bavíme jen o £íslech,
která nemají ºádnou nulu v binárním zápise. P°eloºeno do desítkové soustavy: �e²ením
jsou £ísla 1,3,7,15,31,63,127,511,1023. Na t¥chto £íslech se f chová jako identita.

Zbývá ukázat, ºe funkce se skute£n¥ chová tak, jak tvrdíme. Co tvrdíme? Pokud p°iro-
zené £íslo m zapí²eme v binární soustav¥ jako (b1b2 . . . bk)2, pak

f(m) = f((b1b2 . . . bk)2) =

{
(b1b2 . . . bk−1)2 bk = 0

(bkb1b2 . . . bk−1)2 bk = 1

Dokaºme matematickou indukcí vzhledem k délce k £ísla m. Pro k = 1, 2 snadno ov¥°íme.
Nech´ je nyním = 2n, pak bk = 0 a f((b1b2 . . . bk−10)2) = (b1b2 . . . bk)2. Dal²í p°ípad jem =
4n+ 1, to pak znamená bk = 1, bk−1 = 0 a f((b1b2 . . . bk−201)2) = 2f((b1b2 . . . bk−21)2) =
(1b1b2 . . . bk−20)2, kde v poslední rovnosti jsme vyuºili induk£ní p°edpoklad. Kone£n¥ m =
4n + 3 nám dává bk = bk−1 = 1 a f((b1b2 . . . bk−211)2) = 2f((b1b2 . . . bk−21)2) + 1 =
2(1b1b2 . . . bk−2)2 + 1 = (1b1b2 . . . bk−20)2 + 1 = (1b1b2 . . . bk−21)2. Tím je d·kaz hotov.

BRKOS Team 2018


