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Reseni 3. série

HRATKY S TELESY

Uloha 3.1. Libénka, protoze je paradnice, si vzala krychli s hranou 1 vyrobenou ze zrcadel
a polozila ji hranami na soutfadnicové osy. Matéj ji sledoval a Istivé ji v rohu se soufadnicemi
(0,0,0) vyvrtal bodovou diru a posvitil do ni laserovym ukazovatkem tak, Ze se poprvé
paprsek odrazil v bodé (1, %, %) Kolikrat se celkové v krychli paprsek poodrazel nez vyletél
tou samou dirou ven? Pokud paprsek vletél pfesné do rohu, jednim odrazem se odrazil zpét
a pokud do hrany, odrazil se jednim odrazem jako od primky.

Regeni. Ulohu si rozdélime do dvou 2D pifpadi, a to pohledy na rovinu zy a na rovinu
xz. V roviné xy se paprsek odrazi 5 krat, poté se ocitne opét v polatku zy a za tuto drihu,
pokud nebereme v uvahu y slozku pohybu, prosviti ¢tverec od strany k protéjsi strané 6
krat. Analogicky pro rovinu zz se paprsek musi odrazit 11 krat, poté je v pocCatku xz a
za tuto drahu pouze x slozka pohybu prosviti ¢tverec od hrany k hrané 8 krat. Aby se
paprsek dostal do podatku krychle, musi v obou pohledech urazit stejnou vzdalenost v
jejich spolecné ose, tedy ve sméru osy x (onéch diive zminénych 6 krat a 8 krat). Nabizi se
tedy nejmensi spoleény nésobek Cisel 6 a 8, coz je 24. Déle si v8imneme, Ze vSechny odrazy
v xy jsou taktéz obsazeny v xz, staci tedy spoditat, kolik je odrazt v zz. V xz se odrazf
12 krat (11 4+ 1 odraz od hrany), a poté znova a znova, dokud neurazi 24 délek ve sméru
osy x, tedy tiikrat dokola, tedy 124 12+ 11 (pfi poslednim cyklu se jiz neodrazi od hrany,
ale vyleti ven pocatkem. Celkem se paprsek odrazi 35 krat.

b[1;3/4]

b[1;1/3]

[0;0] X  [0;0] X

Uloha 3.2. Henry hledal nekonvexni mnohostén, jehoz stény jsou tvofeny &tyFthelniky a
pro ktery plati V. — H + .S = —2 (V je pocet vrcholt, H je polet hran a S je polet stén
mnohosténu). Pomozte mu s hledanim.

Regeni. Eulerova charakteristika vech klasickych konvexnich téles je vidy V — H + S =
2 (toto je docela netrivialni poznatek). Pro nalezeni télesa s charakteristikou -2 proto
zapéatrame po svété nekonvexnich (a mozna lehce netradi¢nich) utvart, konkrétné ttvara
s ,dirami“. Zjednodusené fefeno, kazda dira v télese snizuje charakteristiku o 2, proto
hledané téleso bude mit v sobé& dvé diry. Ted uZ si stadi jen trochu pohrat, abychom nalezli
téleso slozené z ctyfahlenikii (ale opét, vztah V. — H + S = —2 plati pro libovolné jiné
téleso s dvémi dirami, slozené z konverxnich n-thelniki). Mimo jiné i touto problematikou
se zabyva matematicka disciplina zvana Topologie.
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Uloha 3.3. Kouma a Nouma si hrali s mitem tvaru koule koule K s polomérem r a stfedem
S. Kdyz uz je fotbal nebavil, tak kouli opsali hranol bez podstav (nekone¢né vysoky hranol)
tak, ze jeho stény byly na sebe kolmé. Kazdé sténa hranolu méla pravé jeden spole¢ny bod
s kouli. Naleznéte objem prostoru, ktery takto zobrazili, vné kvadru do koule v kulové
inverzi podle koule K. [SX|: [SA| = |SA]|: |SX'| (VSechny body lezi na jedné polopiimce
s pocatkem v S, A lezi na povrchu koule, X je vzory bodu, X’ obraz).

Regeni. Nejdifve se podivame, na co se zobrazi jednotlivé stény. Poloprostor, ktery se
koule dotykd préavé v jednom bodé (a neobsahuje onu kouli) se zobrazi na kouli, ktera
prochézi sttedem plivodn{ velké koule, bodem dotyku ptivodn{ koule s rovinou a jeji prtimér
je polomér puvodni koule. Takto zobrazime v8echny 4 poloroviny do 4 kouli, které se v
urcitych c¢astech prekryvaji. V pifpadé naseho nekone¢né& vysokého hranolu se prostor vné
zobrazi do téhoz, jen body v priniku sousednich dvou kouli nesmime podéitat dvakréat.
Prinikem dvou sousednich kouli je dtvar sloZeny ze dvou stejnych kulovych tsedi.
Takové dtvary jsou v obrazu 4, tedy celkem 8 kulovych tiseéi je priinikem 4 kouli obrazu
prostoru vné hranolu bez podstav. Objem hledaného télesa tedy ziskame tak, Ze odeCteme
8 krat objem usece od 4 krat objemu koule o priméru r (polomér pivodni).
7(2—:1&% a R je
(8—5-1/2)-7-13
96 :

Objem tisece je podle vzorce %-w-v -(3R%+v?), kde v je vyska tisete v =

polomér podstavy tise¢e R = v/2- 7> Po dosazeni do vzorce vyjde objem tisece
Nyni jen odecteme osmindsobek objemu vysece od objemu ¢étyi kouli o poloméru 3, vyraz
5-/2.7.13

2

upravime a vysledkem je
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Uloha 3.4. Kdesi v Hloupéting lezel obecny ¢tyfstén a byly dany 3 p¥imky v prostoru
tak, %e kazd4a z nich byla rovnobézna s jednou z hran étyfsténu, které mély spoleény vr-
¢tyrsténu jako prisecik néjakych primek, mohl pfi tom tvofit nové primky pouze tak, ze
vedly nékterou dvojici bodi z néasledujicitho vyétu: Vrcholy ¢tyisténu, prisecik dvou jiz
existujicich pfimek, obecny bod na libovolné pfimce, obecny bod prostoru. Zvladnete to
také?

ReSeni. Oznadme ¢tyfstén jako ABCS s tim, Ze spoleény vrchol hran ze zadéni je vrchol
S.

Uvazme hranu AS a najdéme jeji stfed. Na rovnobézce k AS zvolme libovolné dva body
X, Y, idedlné tak, aby A,S,Y, X netvorily rovnobéznik, nybrz lichob&znik. Pokud bychom
se strefili do rovnobé&zniku, BUNO posuneme bod X o kousek vedle. Sestrojme priisecik
thlopficek tohoto lichobéZniku a ozna¢me ho U. Prisecik pfimek AY a SX oznatme P.
Bod V, prisecik piimek PU a AS je stied usecky AS. K dikazu si pfedstavme p¥icku M N
lichobézniku prochézejici prisecikem thlopiicek a podivejme se na podobné trojihelniky
YMU s YAS a XUN s XAS, zejména na poméry mezi odpovidajicimi si stranami a
vySkami. V8imnéme si hlavné, ze vysky malych trojuhelniki na strany rovnobézné s pod-
stavami lichob&zniku jsou stejné. Z podobnosti a poméri se snadno ukaze, ze|MU| = |[UN|.
Dale se podivejme na podobné trojihelniky PMU s PAV a PUN s PV S, z podobnosti a
|IMU| = |UN| plyne |[AV| = |V S|.

Takto sestrojme stied kazdé hrany, u které se nachazi rovnobézka. Spojenim s proté&jsim

Mwr
vvvvvvvv

vvvvvvvvv

CtyTsténu.
To, Ze se téZnice (spojnice téZist stén a proté&jsich vrcholt) protinaji v jediném bodé,
se d& dokazat podobnym zptsobem jako u téznic trojahelniku.

Uloha 3.A. Libénka s Maté&jem hraji piskvorky na ploge 3 x 3. Trochu popletli pravidla,
a to tak, ze oba dva hraji za ten samy znak a ten, komu se jako prvnimu podaii udélat 3
znaky v fadé prohrava. Ktery z hrac¢i ma vitéznou strategii a jaka je to strategie?
ReSeni. Vyherni strategii ma prvni hra¢. Vyhraje vidy, pokud déla nasledujici tahy:

1. umisti kifzek do prostiedniho policka.

2. sviij druhy kiizek (celkové 3. kiizek ve hie) umisti tak, aby vznikl nasledujici tvar:

X| &
X| A
A X

o

3. dalsi tah provedeme v zévislosti na tahu 2. hra¢e. Pokud vybere jedno z policek A,
pak vybereme druhé policko A. (Obdobné pro B).
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Nyn{ uz druhy hra¢ nema kam tdhnout. Hrac 1 vitézi.

V&imnéte si, Zze poté, co prvni hra¢ umisti do prostfedniho polic¢ka, tak kazdy dalsi
tah hrace 1 odpovida tahu koném v Sachach (vychozi politko je posledni umistény kiizek
hrac¢em 2).

Uloha 3.B. "Milé déti", fekl Henry svym ratolestem. "Podivejte se, co se dnes fedi v
novinéch...", dodal a podal jim vytrzeny ¢lanek. V ném bylo napsano: P(z) je polynom,
ktery vznikne roznasobenim vyrazu:

(1—2)(1+2z)(1 —3z)...(1+ 14x)(1 — 152)
Jaky ma P(x) koeficient u 22? "Tak co, vy to zvladnete vyfegit?"

ReSeni. Z mnohoclenu vidy vybereme dvé zavorky, z nich nasobime ¢len s z, u ostatnich
budeme nésobit jednickami. Zafixujeme si vzdy jednu zavorku jako vedouci a pronasobime
ji se zbyvajicimi. Aby nam vznikla hezki suma, budeme ¢&islo ndsobit i se sebou samym.
Po vytknuti ndm vznikne nam nésledujici suma:

(=1) - (=1 + (=1) 24+ (=1) - (=3) +... 42 (1) +2-2+ ...+ (=15) - 14 + (—15) - (—15) =

15 ' 15
DI CRIED Y CEVEY
i=1 j=1
15 ' 15 ' 15 ‘ 15 ‘
S Y G = Y1) i (<8) = (<8) - Y (1) i = (~8) - (~8) = 64
i=1 j=1 i=1 i=1

Kazdou dvojici jsme ale pocitali dvakrat a navic mame ¢leny, kde jsme zavorku nasobili
samu se sebou. Tedy koeficient musime upravit nasledujicim zptsobem:

= —388

64— 30002 64— 1240
2 B 2
Vysledny koeficient je tedy -588.

Uloha 3.C. Kouma ma funkci definovanou: f(1) = 1, f(3) = 3, f(2n) =n, f(dn +1) =
2f(2n 4+ 1), f(An +3) = 2f(2n+1) +1 pro n € N . Nouma si vymyslel &slo a < 2017
a 2017krat na néj aplikoval funkci f. Nakonci dostal opét ¢islo a. Najdéte v8echny mozné
hodnoty a.

N

KdyZz nevime co, vypiSeme si nékolik hodnot:
m|1|2 3[4 5 6 7|8 9 10 11 12 13 14 15|16 17
flm) |11 3|2 6 3 7|4 12 5 13 6 14 7 15| 8 24
f(fm)) 11 3|1 3 3 7(2 6 6 14 3 7 7 15| 4 12
f(f(ftm))) {11 31 33 71 3 3 7 3 7 7 15|12 6
f(f(f(ftm))){1{1r 341 33 71 3 3 7 3 7 7 15|1 3
Nejprvé zékladni pozorovani:

e Vs3echna ¢isla skonéi na hodnoté tvaru 2™ — 1.
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e Jak je naznaceno svislyma ¢arama, tak se posloupnost koneénych hodnot svym zpi-
sobem prodluzuje (1;1,3;1,3,3,7;1,3,3,7,3,7,7,15;1,3,. . . ). Pfedély jsou vzdy pied moc-
ninou dvojky. Podivame-li se na jednotlivé tseky, tak se jejich délka zdvojnésobuje.
Navic prvni pulka je totozn4, jako pfedchozi tsek a druh4 je jeho kopii, kde kazdou
hodnotu 2" — 1 nahradime 27! — 1.

e Kouknéme se na to z druhé strany. Tyto ¢isla kondéi ¢islem 3: 3]5,6(9, 10, 12|17, .. ..
Mizeme si dale v&imnout, Ze pokud od nich ode¢tem tu mocninou dvojky, kterd se
nachazi v jejich aseku dostaneme: 1|1,2|1,2,4|1,....

Vgechna tato fakta a spousta jinych naznacuji, zZe funkce se n&jakym zpusobem toci
kolem mocnin dvojky. Na§ desitkovy zapis je postaven na mocninach desitky, podivejme
se proto radsi na binarni z&pis vstupnich a vystupnich hodnot

m (1|10 11100 101 110 111 |1000 1001 1010 1011 1100

fm) |11 11| 10 110 11 111} 100 1100 101 1101 110

f(fm)) 11+ 11| 1 11 11 111} 10 110 11 1110 11
f(f(fm))) 1|1 11 1 11 11 111| 1 11 11 111 11
f(f(f(ftm)))){1{1 11 1 11 11 111| 1 11 11 111 11

Nyni uz vidime 1épe co se dé&je. Posledni cifra argumentu se pfesune vzdy na zaCatek s
tim, %e pokud je to nula, tak zmizi. Tedy ¢islo se opakovanym ptsobenim funkce f zbavuje
nul v bindrnim zépise - rotuje. Hledana ¢isla a proto musi mit poslednich 2017 cifer jen
jednicky. JelikoZ ¢isla mensi nez 2017 maji maximalné 10 cifer, pak se bavime jen o ¢islech,
ktera nemaji z4dnou nulu v binarnim zapise. Prelozeno do desitkové soustavy: Regenim
jsou ¢isla 1,3,7,15,31,63,127,511,1023. Na téchto &islech se f chova jako identita.

Zbyva ukazat, ze funkce se skutedné chova tak, jak tvrdime. Co tvrdime? Pokud pfiro-
zené ¢islo m zapiSeme v bindrni soustavé jako (b1by...bg)2, pak

(biby...bp_1)2  bp=0

f(m) = f((blbz - bk)?) - {(bkb1b2 o bkfl)Q b, =1

Dokazme matematickou indukci vzhledem k délce k ¢isla m. Pro k = 1,2 snadno ovéifme.
Necht je nyni m = 2n, pak by = 0a f((b1b2...bk_10)2) = (b1b2 ... bg)2. Dalsi pFipad je m =
4n + 1, to pak znamend by = 1, bp—1 = 0 a f((biba...bg_201)2) = 2f((b1ba...bp_21)2) =
(1b1b2 ... bg_20)2, kde v posledni rovnosti jsme vyuzili indukéni pFedpoklad. Kone¢né m =
dn + 3 ndm dava by = b1 = 1 a f((blbg...bklel)g) = 2f((blbg...bk,21)2) +1 =
2(1blb2 e bk_g)g +1= (1b1b2 .. bk_20)2 +1= (1b1b2 .. bk_gl)g. Tim je dikaz hotov.
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