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�e²ení 2. série

D¥litelnost

Úloha 2.1. Lib¥nka sed¥la na mezi s kuku°i£ným klasem a odlupovala jednotlivá zrnka.
D¥lala to uº p¥kn¥ dlouho, kdyº tu ji náhle napadlo, kolik nejmén¥ kladných d¥litel· m·ºe
mít £íslo, mezi jehoº d¥litele pat°í £ísla 8, 9, 12, 20, 37, 45 a 111? Pomozte Lib¥nce s
odpov¥dí na její otázku.

�e²ení. Uváºme mnoºinu £ísel M = {8, 9, 12, 20, 37, 45, 111} a ich najmen²í spolo£ný
násobok n. Kaºdé £íslo, ktoré je delite©né kaºdým £íslom z M , je zárove¬ delite©né £íslom
n. (To vieme z de�nície najmen²ieho spolo£ného násobku.) Preto kaºdé £íslo delite©né
v²etkými £íslami z M bude ma´ aspo¬ to©ko delitelov, ko©ko má n. Z toho plynie, ºe
najmen²í po£et delite©ov, aký musí ma´ také £íslo, je po£et delite©ov £ísla n. Najmen²í
spolo£ný násobok £ísel z M je n = 23 ·32 ·5 ·37. Preto po£et jeho delite©ov je 4 ·3 ·2 ·2 = 48.

Úloha 2.2. Kouma a �ouma zatím na pískovi²ti hrají hru. V písku je vyryto p°irozené
£íslo n. Kaºdý ve svém tahu £íslo v písku zasype, ode£te od n¥ho n¥jakého jeho d¥litele a
výsledek znovu vyryje do písku. Prohraje ten, kdo do písku vyryje nulu. Kouma za£íná.
Pro která n má Kouma vít¥znou strategii?

�e²ení. Budeme dokazovat, ºe v²echny pozice, kdy je v písku vyryto liché £íslo, jsou
proherní, a pozice, kdy je v písku £íslo sudé, jsou výherní.

Nejd°íve rozebereme nejmen²í n: Pro n = 1 je pozice proherní, jelikoº 1 má pouze
d¥litele 1. Pro n = 2 je pozice výherní, jelikoº m·ºeme ode£íst 1 a tím dostat soupe°e do
proherní pozice.

Nyní vyuºijeme úplnou matematickou indukci. Tedy budeme p°edpokládat, ºe tvrzení
platí pro v²echna p°irozená £ísla men²í neº n a pomocí toho se budeme snaºit dokázat, ºe
to platí i pro n.

Pokud n je sudé, pak m·ºeme ode£íst 1 a tím soupe°e dostaneme do pozice s lichým
£íslem, které je men²í neº n � a tedy do proherní pozice. Pokud n je liché, pak m·ºeme
ode£íst pouze liché £íslo (liché £íslo nemá sudé d¥litele) � a tím soupe°e musíme dostat do
pozice se sudým £íslem, které je men²í neº n, tedy do výherní pozice.
⇒ Tedy tvrzení jsme dokázali a uº víme, ºe Kouma má vít¥znou strategii práv¥ pro

sudá n.

Úloha 2.3. Henry, koukaje na dovád¥jící d¥ti, si uºívá chvíle klidu a otevírá sv·j dení£ek
z ranných pubertálních let. Jak tak listuje, zaujme ho práv¥ jedna stránka, kam si kdysi
zapsal: Nech´M je mnoºina p°irozených £ísel neobsahujících £íslici 0. De�nuj novou operaci
na M tak, ºe pokud v de�nici d¥litelnosti nahradí² násobení touto operací, bude mít kaºdé
n-ciferné £íslo práv¥ n− 1 d¥litel·. (Henry po£ítal s de�nicí z pomocného textu, d¥litel je
zde tedy levý d¥litel.)
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�e²ení. Sta£ilo si v²imnout, ºe libovolné n-ciferné p°irozené £íslo neobsahující £íslici nula
umíme roz°ezat na levou a pravou £ást n−1 zp·soby. Operaci tedy de�nujme jako skládání
£ísel za sebou, snadno ov¥°íme, ºe spl¬uje podmínku ze zadání.

Úloha 2.4. Henry se zasnil aº mu dení£ek spadl na zem. Ticho v tu chvíli pro°ízl výk°ik
v dáli a dramaticky zavál vítr, který oto£il list dení£ku na druhou stranu, na níº se skv¥l
dal²í p°íklad: Nech´ Mn = {f |f : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}}, n ∈ N je mnoºina v²ech
zobrazení z n-prvkové mnoºiny do n-prvkové mnoºiny a uvaºujme operaci skládání. Kolik
zobrazení z Mn �ned¥lí zleva� identické zobrazení g(x) = x na n-prvkové mnoºin¥?(Levá a
pravá d¥litelnost jsou de�novány v pomocném textu.) Existují n¥jaká dv¥ zobrazení z Mn,
která jsou �zleva nesoud¥lná� (tzn. taková, ºe mají jediného spole£ného levého d¥litele a
to identické zobrazení)? Popi²te, jak vypadají praví a leví d¥litelé zobrazení f(x) = bx+2

3 c,
kde bac zna£í dolní celou £ást £ísla a.

Ilustrace g d¥lí zprava f v M3

�e²ení. (1) Podíváme se, co se stane, pokud budeme chtít napsat identické zobrazení jako
sloºení dvou zobrazení (id) = g◦f . Uv¥domme si, ºe identické zobrazení je injektivní, proto
musí být ob¥ f i g injektivní. Protoºe ale zobrazení vedou z kone£né mnoºiny do ní samé, je
kaºdé injektivní zobrazení zárove¬ surjektivní a tedy bijekce, tedy jakési "proházení"prvk·
mnoºiny. Po kaºdém takovém proházení ale umíme vºdy prvky prohodit zpátky, £ímº
dostáváme identitu. M·ºeme tedy psát (id) = p ◦ p−1. Kaºdá bijekce d¥lí identitu, proto
po£et zobrazení, která ned¥lí zleva identitu je po£et neinjektivních zobrazení, coº je po£et
v²ech mínus po£et bijekcí, tedy nn − n!.

(2) �ádná nesoud¥lná zobrazení neexistují, nebo´ pro libovolné f a g m·ºeme psát
f = (id) ◦ f , g = (id) ◦ g a podle £ásti (1) máme f = p ◦ p−1 ◦ f , g = p ◦ p−1 ◦ g (p je
libovolné neidentická bijekce), tedy p d¥lí f i g.

(3) Vidíme, ºe f(x) "scvakává"trojice £ísel tvaru 3k, 3k + 1, 3k + 2 (mají stejný ob-
raz). Mezi pravé d¥litele pak pat°í libovolné zobrazení, které nescvakne více neº 3 prvky
a nescvakne prvky z 2 r·zných trojic. Pak vºdycky m·ºeme prvky vhodn¥ docvaknout
a poprohazovat. Leví d¥litelé jsou zobrazení, v jejichº obraze leºí kaºdé z £ísel od 1 do
bn+2

3 c. Poté si vºdy umíme vybrat jeden ze vzor· n¥kterého £ísla a p°íslu²nou trojci do n¥j
scvaknout.

Úloha 2.A. Lib¥nka se vrátila dom· s plnými kapsami kuku°ice pro své 4 k°e£ky. Ti na
ni uº netrp¥liv¥ £ekali náhodn¥ rozestavení v pokojí£ku. Jak tak kouká na t¥ch 8 velkých
o£í, napadlo ji... "Hmm... k°e£ci rádi b¥hají v kouli... Co kdyby byli v²ichni mí k°e£ci v
jedné kouli? A co kdybych m¥la nekone£n¥ koulí takových, ºe v kaºdé jsou v²ichni mí k°e£ci
p°esn¥ v tom rozestavení, jak te¤ jsou? Popi²te, jak by vypadal pr·nik t¥chto koulí!"
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�e²ení. Na úvod p°edpokládejme, ºe k°e£ci tvo°í body.
Protoºe koule je konvexní t¥leleso, kaºdá koule obsahující k°e£ky musí obsahovat i

v²echny body "mezi nimi", coº znamená ve £ty°st¥nu s vrcholy v t¥chto bodech. (Je to
totiº nejmen²í konvextní útvar, který obsahuje tyto k°e£ky*)

Pro kaºdý bod vn¥ £ty°st¥nu (ozna£me si jej A) dokáºeme najít kouli, která obsahuje
k°e£ky, ale neobsahuje tento bod. Ozna£me st¥nu s tu, k jejímuº st°edu (t¥ºi²ti) má bod A
nejblíºe. Potom ur£it¥ najdeme kouli opsanou st¥n¥ s takovou, ºe bod A neobsahuje (její
st°ed bude leºet na kolmici k s procházející t¥ºi²t¥m T ):

Pokud by bod A leºel v zakreslené kouli, je²t¥ více oddálíme st°ed koule, £ímº p°iblíºíme
kulový vrchlík st¥n¥ s tak, ºe bod A op¥t nebude leºet v kouli.

*Je²t¥ zbývá zd·vodnit, pro£ je £ty°st¥n nejmen²í konvexní útvar obsahující £ty°i body.
Útvar je konvexní práv¥ tehdy, pokud s kaºdými dv¥ma body obsahuje i v²echny body na
úse£ce mezi nimi. To znamená, ºe pokud útvar obsahuje £ty°i vrcholy, musí nutn¥ obsahovat
i hrany mezi nimi (tzv. drát¥ný model). Jenºe pro kaºdý bod hrany platí totéº. M·ºeme
tedy spojit libovolný vrchol s libovolným bodem na libovolné hran¥ a vzniklé úse£ky, tvo°ící
st¥nu £ty°úhelníka, musí útvar obsahovat také. Potom ale spojíme jeden vrchol se v²emi
body prot¥j²í st¥ny a získáme celý £ty°úhelník.

Ukázali jsme tedy, ºe kaºdý bod zevnit° £ty°st¥nu leºí v pr·niku v²ech koulí a kaºdý
bod vn¥ ne. �e²ením je tedy £ty°st¥n s vrcholy ve k°e£cích.

Pokud by k°e£ci leºeli v jedné rovin¥, £ty°st¥n zdegeneruje do £ty°úhelníku (resp. trojú-
helníku, pokud £tvrtý vrchol leºí v prot¥j²í základn¥) a pokud navíc je²t¥ na jedné p°ímce,
bude £ty°úhelník zdegenerován na úse£ku. Kdyby byli v²ichni k°e£ci na sob¥, °e²ením je
bod.

Úloha 2.B. Kouma s �oumou uº zm¥nili objekt svého zájmu - nyní si do písku kreslili
²ipky a kole£ka. Nakreslili 7 kole£ek a 6 ²ipek mezi nimi:
◦ → ◦ → ◦ → ◦ → ◦ → ◦ → ◦ Dokreslete do písku dal²í ²ipky tak, ºe z libovolného bodu
do jiného vedou práv¥ t°i cesty po ²ipkách. Cestou po ²ipkách se rozumí posloupnost ²ipek,
která respektuje jejich orientaci a kaºdý bod je nav²tíven nejvý²e jednou.

�e²ení. Body si uspo°ádejme do sedmist¥nu, p°idejme ²ipku z posledního bodu do prv-
ního, ke kaºdé ²ipce p°idejme její protism¥rnou a n¥jaké dva sousední body propojme je²t¥
dv¥ma protism¥rnými ²ipkami.
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Z kaºdého bodu se te¤ totiº dostaneme do jiného bu¤ po sm¥ru nebo proti sm¥ru
hodinových ru£i£ek. Jednou je²t¥ p·deme p°es body se dv¥ma ²ipkami mezi sebou, tak se
je²t¥ m·ºeme rozhodnout mezi dv¥ma cestami.

Úloha 2.C. Henry se sehnul na zem, aby zvedl sv·j dení£ek, p°i£emº si nemohl nev²im-
nout, ºe mu kachli£ky na zemi (ano, celou dobu byl v koupeln¥) neuv¥°iteln¥ evokují
celo£íselnou m°íºku. P°i°a¤te kaºdému jejímu m°íºkovému bodu (bodu s celo£íselnými
sou°adnicemi) p°irozené £íslo tak, aby:

• ºádným 2 bod·m nebylo p°i°azeno stejné £íslo

• na m°íºce se nacházela v²echna p°irozená £ísla

• pro libovolný obdélník s vrcholy v m°íºkových bodech a se stranami rovnob¥znými
s m°íºkou platilo, ºe jeho obsah je men²í nebo roven £tvrtin¥ nejvy²²í z hodnot
p°i°azených jeho vrchol·m.

�e²ení. Jedním z moºných °e²ení je si vybrat po£átek a do n¥j umístít 1, na libovolnou
polop°ímku vedoucí z tohoto bodu umístit v²echna £ísla, která nejsou mocninou dvojky.
Následn¥ po spirále vedoucí z 1 umístit v²echny mocniny dvojky (p°ípadn¥ p°esko£it ne-
mocninu dvojky). Nejlépe to °ekne obrázek.
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Nyní si ukaºme, ºe toto °e²ení spl¬uje zadání. Zjevn¥ ºádným dv¥ma bod·m nebylo p°i-
°azeno stejné £íslo a na m°íºce se nachází v²echna p°irozená £ísla. Dokazujeme poslední
bod.

Uvaºme kruºnice - £tverce se st°edem v 1. Sami si snadno ov¥°íte, ºe obdelníky s body
uvnit° £tverce 2x2 spl¬ují zadání. Uvaºujme tedy hlavn¥ ostatní body. Kaºdé £íslo leºí
na n¥jaké kruºnici. Zárove¬ ze v²ech £ísel na dané kruºnici je nejmen²í to £íslo, které je
t¥sn¥ nad levým dolním rohem. �ísla jsou na obrázku na ne£árkované polop°ímce. Je tomu
tak vzhledem k tomu, jak jsme konstruovali spirálu. Ozna£me si tato £ísla postupn¥ od
st°edu P1 = 2, P2, P3, . . . . Kdyº uº jsme u zna£ení, nech´ rA zna£í "polom¥r"kruºnice na
které leºí £íslo A, tedy polovinu ²í°ky £tverce. Zjevn¥ A ≥ PrA . Matematickou indukcí si
sami dokaºte, ºe Pn ≥ 2(2n−1)

2−n+1. Dohromady tedy m·ºeme o obecném bod¥ A tvrdit,
ºe A ≥ 2(2rA−1)

2−rA+1. Tento výraz m·ºeme pro lep²í manipulaci dál zdola omezit na
A ≥ 22rA . Op¥t si sami dokaºte nerovnost (2n− 1)2 − n+ 1 ≥ 2n.
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Dal²ím krokem je si vzít libovolnou úse£ku AB, která je sou£ástí n¥jakého obdelníku.
Tato úse£ka leºí n¥jakou £ástí XY na spirále. Kv·li tomu nutn¥ rX ≥ |XY |/2, rY ≥
|XY |/2. Dále navíc rA ≥ rX + |AX|, rB ≥ rB + |BX|. V²imn¥me si, ºe rA + rB ≥ |AB|.
O bodech A,B tedy víme maxA,B ≥

√
AB ≥

√
PrAPrB ≥

√
22rA22rB ≥ 2|AB|.

Uº jsme tém¥° hotovi. Vezm¥me si libovolný obdélník ABCD s nejvy²²í hodnotou
v bod¥ A a |AB| > |AD|. Pak SABCD ≤ |AB|2 ≤ (log2A)2. Sta£í proto ukázat, ºe
(log2A)2 ≤ A

4 . Na²t¥stí sta£í tuto nerovnost dokazovat pro £ísla v¥t²í neº 256 (mimo 2x2

£tverec). Chceme dokázat log x ≤
√
x
2 . Zdatn¥j²í z vás mohou pouºít derivace. Elementár-

n¥j²í zp·sob je si nakreslit grafy funkcí na obou stranách a uv¥domit si, kde leºí jejich
pr·se£íky. Nápov¥da: Jeden z nich je v bod¥ x = 256.
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