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Reseni 2. série

DELITELNOST

Uloha 2.1. Libénka sedéla na mezi s kukufi¢nym klasem a odlupovala jednotliva zrnka.
Delala to uz pékné dlouho, kdyz tu ji ndhle napadlo, kolik nejméné kladnych déliteltt miize
mit Cislo, mezi jehoZz délitele patii Cisla 8, 9, 12, 20, 37, 45 a 1117 Pomozte Libénce s
odpovédi na jeji otazku.

Reseni. Uvazme mnozinu &isel M = {8,9,12,20,37,45,111} a ich najmendi spoloény
nasobok n. Kazdé ¢islo, ktoré je delitelné kazdym é&islom z M, je zaroven delitelné ¢islom
n. (To vieme z definicie najmensgieho spolo¢ného nasobku.) Preto kazdé &islo delitelné
vietkymi &islami z M bude mat aspon tolko delitelov, kolko ma n. Z toho plynie, Ze
najmensi pocet delitelov, aky musi mat také Cislo, je pocCet delitelov ¢isla n. Najmensi
spolo¢ny nasobok ¢isel z M je n = 23-32.5.37. Preto pocet jeho delitelov je 4-3-2-2 = 48.

Uloha 2.2. Kouma a Nouma zatim na piskovisti hraji hru. V pisku je vyryto pfirozené
¢islo n. Kazdy ve svém tahu ¢&islo v pisku zasype, odeéte od ného né&jakého jeho délitele a
vysledek znovu vyryje do pisku. Prohraje ten, kdo do pisku vyryje nulu. Kouma zaéina.
Pro ktera n ma Kouma vitéznou strategii?

ReSeni. Budeme dokazovat, Ze viechny pozice, kdy je v pisku vyryto liché &slo, jsou
proherni, a pozice, kdy je v pisku ¢&fslo sudé, jsou vyherni.

Nejdfive rozebereme nejmensi n: Pro n = 1 je pozice proherni, jelikoz 1 mé pouze
délitele 1. Pro n = 2 je pozice vyherni, jelikoz mzeme ode&ist 1 a tim dostat soupeie do
proherni pozice.

Nyni vyuzijeme tplnou matematickou indukci. Tedy budeme pfedpoklédat, ze tvrzent
plati pro v8echna pfirozena ¢éisla mensi nez n a pomoci toho se budeme snazit dokazat, ze
to plati i pro n.

Pokud n je sudé, pak muZeme odecist 1 a tim soupere dostaneme do pozice s lichym
¢islem, které je mensf nez n — a tedy do prohern{ pozice. Pokud n je liché, pak miizeme
odecist pouze liché &islo (liché ¢islo nemé sudé délitele) — a tim soupefe musime dostat do
pozice se sudym d¢islem, které je mensi nez n, tedy do vyherni pozice.

= Tedy tvrzeni jsme dokézali a uz vime, ze Kouma ma vitéznou strategii pravé pro
suda n.

Uloha 2.3. Henry, koukaje na dovadéjici déti, si uziva chvile klidu a otevira sviij denitek
z rannych pubertalnich let. Jak tak listuje, zaujme ho pravé jedna stranka, kam si kdysi
zapsal: Necht M je mnozina pfirozenych ¢isel neobsahujicich &islici 0. Definuj novou operaci
na M tak, ze pokud v definici délitelnosti nahradis nasobeni touto operaci, bude mit kazdé
n-ciferné ¢islo pravé n — 1 délitelid. (Henry pocital s definici z pomocného textu, délitel je
zde tedy levy délitel.)
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ReSeni. Stadilo si v§imnout, Ze libovolné n-ciferné p¥irozené C¢islo neobsahujici ¢islici nula
umime roziezat na levou a pravou ¢ast n— 1 zpisoby. Operaci tedy definujme jako skladani
¢isel za sebou, snadno ovéfime, Ze splituje podminku ze zadani.

Uloha 2.4. Henry se zasnil az mu deni¢ek spadl na zem. Ticho v tu chvili profizl vykiik
v dali a dramaticky zaval vitr, ktery otocil list denicku na druhou stranu, na niz se skvél
dalsi pifklad: Necht M, = {f|f : {1,...,n} — {1,...,n}},n € N je mnoZina vSech
zobrazeni z n-prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny a uvazujme operaci skladani. Kolik
zobrazeni z M, ,nedéli zleva® identické zobrazeni g(x) = x na n-prvkové mnoziné?(Levé a
prava délitelnost jsou definovény v pomocném textu.) Existuji néjaka dvé zobrazeni z M,
ktera jsou ,zleva nesoudélna“ (tzn. takovd, Zze maji jediného spoleéného levého délitele a
to identické zobrazeni)? Popiste, jak vypadaji pravi a levi délitelé zobrazeni f(z) = LxT“J,
kde |a] znaci dolni celou ¢ast ¢isla a.

Tlustrace g déli zprava f v Mg

Reseni. (1) Podivame se, co se stane, pokud budeme chtit napsat identické zobrazeni jako
slozeni dvou zobrazeni (id) = go f. Uvédomme si, Ze identické zobrazeni je injektivni, proto
musi byt obé f i g injektivni. Protoze ale zobrazeni vedou z konetné mnoziny do ni samé, je
kazdé injektivni zobrazeni zaroven surjektivni a tedy bijekce, tedy jakési "prohazeni"prvki
mnoziny. Po kazdém takovém prohédzeni ale umime vzdy prvky prohodit zpatky, ¢imz
dostavame identitu. Mizeme tedy psat (id) = p o p~!. Kazda bijekce déli identitu, proto
pocet zobrazen{, kterd nedélf zleva identitu je pocet neinjektivnich zobrazeni, coz je pocet
vSech minus pocet bijekci, tedy n™ — n!.

(2) Zadna nesoudélna zobrazeni neexistuji, nebot pro libovolné f a ¢ miZeme psat
f={(id)of, g = (id) o g a podle &sti (1) madme f = poptof, g=popltog(pije
libovolné neidenticka bijekce), tedy p déli f i g.

(3) Vidime, ze f(z) "scvakava'trojice Cisel tvaru 3k,3k + 1,3k + 2 (maji stejny ob-
raz). Mezi pravé délitele pak pat¥i libovolné zobrazeni, které nescvakne vice nez 3 prvky
a nescvakne prvky z 2 rtznych trojic. Pak vzdycky mizeme prvky vhodné docvaknout
a poprohazovat. Levi délitelé jsou zobrazeni, v jejichZz obraze lezi kazdé z ¢&isel od 1 do
L"—HJ Poté si vzdy umime vybrat jeden ze vzori nékterého &isla a prislusnou trojci do néj

3
scvaknout.

Uloha 2.A. Libénka se vratila domt s plnymi kapsami kukufice pro své 4 kiecky. Ti na
ni uz netrpélivé éekali ndhodné rozestaveni v pokojicku. Jak tak koukd na téch 8 velkych
o¢f, napadlo ji... "Hmm... kiecci radi béhaji v kouli... Co kdyby byli vSichni mi kiecci v
jedné kouli? A co kdybych méla nekone¢né kouli takovych, Ze v kazdé jsou vSichni mi kiecci
pfesné v tom rozestaveni, jak ted jsou? Popiste, jak by vypadal prinik téchto kouli!"
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Reseni. Na tvod predpokladejme, ze kieéci tvoi{ body.

Protoze koule je konvexni téleleso, kazd4 koule obsahujici kifecky musi obsahovat i
viechny body "mezi nimi", coz znamena ve Ctyfsténu s vrcholy v téchto bodech. (Je to
totiz nejmensi konvextni utvar, ktery obsahuje tyto kietky*)

Pro kazdy bod vné ¢tyfsténu (oznacme si jej A) dokazeme najit kouli, kterd obsahuje

Pokud by bod A lezel v zakreslené kouli, jesté vice oddalime st¥ed koule, ¢imZ pfiblizime
kulovy vrchlik sténé s tak, ze bod A opét nebude lezet v kouli.

*Jesté zbyva zdivodnit, proc¢ je ¢tyFstén nejmensi konvexni atvar obsahujici ¢ty¥i body.
Utvar je konvexni pravé tehdy, pokud s kazdymi dvéma body obsahuje i viechny body na
tsecce mezi nimi. To znamen4, Ze pokud atvar obsahuje étyfi vrcholy, musi nutné obsahovat
i hrany mezi nimi (tzv. dratény model). JenZe pro kazdy bod hrany plati totéz. Mizeme
tedy spojit libovolny vrchol s libovolnym bodem na libovolné hrané a vzniklé tsecky, tvorici
sténu ¢tyfahelnfka, musi Gtvar obsahovat také. Potom ale spojime jeden vrchol se vSemi
body protéjsi stény a ziskdme cely ¢tyiuhelnik.

Ukézali jsme tedy, ze kazdy bod zevnit¥ ¢tyfsténu lezi v priniku vSech kouli a kazdy
bod vné ne. Refenim je tedy Ctytstén s vrcholy ve kieccich.

Pokud by kiecci lezeli v jedné roving, ¢tyfstén zdegeneruje do ¢tyiuhelniku (resp. troju-
helniku, pokud ¢tvrty vrchol lezi v protéjsi zékladng) a pokud navic jesté na jedné pifmce,
bude ¢tyruhelnik zdegenerovan na tsecku. Kdyby byli vSichni kfecci na sobé, feSenim je
bod.

Uloha 2.B. Kouma s Noumou u# zménili objekt svého zajmu - nyni si do pisku kreslili
Sipky a kolecka. Nakreslili 7 kole¢ek a 6 Sipek mezi nimi:

0o —0—o0—0—o0o— o— o Dokreslete do pisku dalsi sipky tak, Ze z libovolného bodu
do jiného vedou pravé tii cesty po Sipkach. Cestou po Sipkach se rozumi posloupnost sipek,
ktera respektuje jejich orientaci a kazdy bod je navstiven nejvyse jednou.

Reseni. Body si uspofadejme do sedmisténu, piidejme dipku z posledniho bodu do prv-
niho, ke kazdé Sipce pfidejme jeji protismérnou a n&jaké dva sousedni body propojme jesté
dvéma protismérnymi Sipkami.
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7 kazdého bodu se ted totiZz dostaneme do jiného bud po sméru nebo proti sméru
hodinovych rucicek. Jednou jesté ptideme ptes body se dvéma Sipkami mezi sebou, tak se
jesté mizeme rozhodnout mezi dvéma cestami.

Uloha 2.C. Henry se sehnul na zem, aby zvedl sviij deni¢ek, pfi¢em? si nemohl neviim-
nout, ze mu kachlicky na zemi (ano, celou dobu byl v koupelné) neuvéritelné evokuji
celo¢iselnou miizku. Pfifadte kazdému jejimu miizkovému bodu (bodu s celoc¢iselnymi
soufadnicemi) pfirozené ¢islo tak, aby:

e zadnym 2 bodum nebylo pFifazeno stejné ¢islo
e na mifZce se nachazela v8echna pfirozend d&isla

e pro libovolny obdélnik s vrcholy v mfizkovych bodech a se stranami rovnobé&znymi
s miizkou platilo, Ze jeho obsah je mensi nebo roven ¢&tvrtiné nejvyssi z hodnot
pfifazenych jeho vrcholiim.

ReSeni. Jednim z moznych feSeni je si vybrat po¢atek a do néj umistit 1, na libovolnou
polopifmku vedouci z tohoto bodu umistit vSechna ¢&isla, kterd nejsou mocninou dvojky.
Nésledné po spirédle vedouci z 1 umistit v8echny mocniny dvojky (pfipadné preskocit ne-
mocninu dvojky). Nejlépe to Fekne obrazek.
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Nyni si ukazme, Ze toto feSeni splituje zadéni. Zjevné zadnym dvéma bodtm nebylo pfi-
Fazeno stejné ¢islo a na miiZce se nachézi vSechna pfirozend ¢isla. Dokazujeme posledni

bod.

Uvazme kruZznice - ¢tverce se stfedem v 1. Sami si snadno ovéfite, Ze obdelniky s body
uvnit¥ ¢tverce 2x2 spliiuji zadani. Uvazujme tedy hlavné ostatn{ body. Kazdé ¢islo leit
na néjaké kruznici. Zarovenn ze vSech ¢isel na dané kruznici je nejmensi to ¢&islo, které je
tésné nad levym dolnim rohem. Cisla jsou na obrazku na necarkované polopiimce. Je tomu
tak vzhledem k tomu, jak jsme konstruovali spirdlu. Ozna¢me si tato ¢isla postupné od
sttedu Py = 2, Po, P3,.... KdyZz uz jsme u znaceni, necht r4 zna¢i "polomér"kruznice na
které lezi ¢islo A, tedy polovinu 8itky ctverce. Zjevné A > P, ,. Matematickou indukei si
sami dokazte, ze P, > 2(2n—1)?—n+1, Dohromady tedy mtzeme o obecném bodé A tvrdit,
je A > 2@ra—D)?—ra+l Tento vyraz muzeme pro lepsi manipulaci dal zdola omezit na
A > 224 Opét si sami dokazte nerovnost (2n — 1)2 —n +1 > 2n.
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Dalsim krokem je si vzit libovolnou tsetku AB, ktera je soucasti néjakého obdelniku.
Tato tsecka lezi n&jakou ¢asti XY na spirdle. Kvili tomu nutné rx > |XY|/2, ry >
|XY|/2. Dale navic rq > rx + |AX|, rg > rp + |BX|. VSimnéme si, 7e r4 +rp > |AB|.
O bodech A, B tedy vime max A, B > VAB > \/PTAPrB > \/22ra22rp > 9lAB|

Uz jsme téméF hotovi. Vezméme si libovolny obdélnik ABCD s nejvyssi hodnotou
v bodé A a |AB| > |AD|. Pak Sapcp < |AB|? < (logy A)2. Stadi proto ukizat, 7e
(logy A)? < % Nastésti staci tuto nerovnost dokazovat pro ¢isla vétsi nez 256 (mimo 2x2
¢tverec). Cheeme dokazat logz < @ 7Zdatnéjsi z vds mohou pouzit derivace. Elementar-
né€jsl zpusob je si nakreslit grafy funkci na obou strandch a uvédomit si, kde lezi jejich
priseciky. Napovéda: Jeden z nich je v bodé x = 256.
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